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ARCHIMEDES UND DER SCHULER.,

Zu Archimedes kam ein wil‘slmgicriger Jung-
ling,
Weile mich, sprach er zu ihm, ein in die
gottliche Kunst,
Die so herrliche Frucht dem Vaterlande ge-
tragen
Und die Mauren der Stadt vor der Sambuca
' beschutzt,
»Gottlich nennst du die Kunst? Sie ist’s, erwie-
dert der Weise,
Aber das war sie, mein Sohn, ech’ sie dem
Staate gedient.
Willst du nur Frichte von ihr, die kann auch
die Sterbliche zeugen,
Wer um die Gottin freit, suche in ihr nicht

das Weib.«

SCHILLER.
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N ey s nye h

einer idealischen Ubersicht der

Naturkunde.

Damit sich der Leser bey dem Aunsdricke
idealische Ubersicht bestimmt das denke,
was ich wimsche, wird es néithig seyn, iber ei-
nen Gegenstand, der micht eigentlich zu dem
Zwecke meiner Abhandlung gehort, der aber an
sich einer umstandlicheren Erorterung bediirftig
und im hochsten Grade wurdig wire, wenig-
stens ein Paar Worte zu sagen.

Kant hat in seiner Kritik der reinen Ver-
nunft eine hochst merkwiirdige Classe von Be-
griffen unter dem Namen Ideen bestimmt aus-
gehoben und die Philosophen dringend aufge-
fodert, seine genaue und scharfe Bestimmung
derselben rein und unverfilscht zu erhalten. Es
scheint miir nicht, als hitten Kants Nachfolger
auf der speculativen Bahn seiner Auffoderung

geniiget: denn ihre Systeme sind gerade diesel-

benn Milsgriffe in Anseliung des Idealischen, vor
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denen Kant die Philosophie verwahren wollte.
Sollte ich kurz und falslich erkliren, was eine
Idee sey, so mochte ich etwa so sagen: Jede
Geisteskraft ist in sich selbst unbeschrankt, wird
aber begreiflich in jedem bestimmten Fall nur
in einem bestimmten Grade, also beschriankt,
angewendet. Jeder Begriff, welcher durch eine
beschrinkte Anwendung eines Zweiges des Vor-
stellungsvermaogens erzeugt wird, ist ein micht-
idealischer Begriff; aber die Vorstellung von
etwas, das durch eine schlechthin unbeschrankte
Anwendung derselben Kraft erzeugt werden
wiirde , ist ein idealischer Begriff, eine
Vernunftidee. Beispiele mogen dils erlau-
tern. Die Vorstellung von irgend einem Mit-
theilungsmittel unserer Gedanken und Gefuahle,
ist der nichtidealische Begriff einer Sprache; in
diesemn Sinn giebt es Wortsprachen, Zeichen-
sprachen (durch sichtbare Zeichen), es giebt eine
Augensprache, eine Fingersprache u. s. f.: aber
die Vorstellung von einem absolut vollikkomine-
nen Mittheilungsmittel ist der idealische Begriff
oder die Idee einer Sprache. Die Einbildungs-
kraft vermag die Vorstellung jeder Grolse zu
vervielfaltigen, oder dieselbe zu theilen, und da-
durch Vorstellungen von bestimmiten Grolsen zu
erzeugen; die Vorstellung von einer absolut un-
beschriankten Vervielfaltigung oder Theilung fuhrt
aul die Ideen des Unendlichgrolsen und Unend-
lichkleinen. Die Ideen beruhen also auf der ab-
soluten Unbeschrianktheit jeder Geisteskraft, und
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sind folglich in dem Wesen unsers Vorstellungs-
vermoigens gegrundet. Sie entstehen von selbst,
und nothwendig, sobald sich der Geist der Un-
beschrinktheit seiner Kralt deutlich bewulst wird,
und sie sind im Grunde selbst nichts anders, als
die deutliche Vorstellung dieser Unbeschrimkt-
heit. Dals diese Vernunftideen verschieden
sind, von dsthetischen oder dichterischen
Ideen und noch mehr von Schwirmereien
und Hirngespinsten, fille deutlich genug in
tigen Zweck, diese Begriffe und ihr gegensei-

tiges Verhaltnils zu erortern.  Hier mag es

die Augen; aber es liegt aulser dem gegenwar-

geniigen, uber die Vernunftideen mnoch fol-
gende Bemerkungen beizubringen. Was die
Idee in absoluter Unbeschrinktheit enthalt, das
muls dem menschlichen Geiste in jedem end-
lichen bestimmten Grade erreichbar seyn, sonst
ist sie keine Idee, sondern ein Hirngespinnst.
Ideen sind ferner offenbar allgemeine Be-
griffe; denn sie entkleiden ihr Object von allen
Einschrinkungen, also auch von aller Individua-
litit, und sie haben daher mit allen andern all-
gemeinen Begriffen dieses gemein, dals sie durch
kein wirkliches Object rein und unvermischt mit
fremdartigen Bestandtheilen dargestellt werden
konnen. Aber sie unterscheiden sich von an-
dern allgemeinen Begriffen dadurch, dals sie
nicht einmal iz einem Object, wie diese,
darstellbar sind, weil sie absichtlich alle em-
pirische Einschrinkungen abschneiden. So ist
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z. B. alles, was tvesentlich zn dem empiri-
schen, also nichtidealischen Bcg'f'z:[fe ei=
nes Menschen gehort, in jedem von der Na-
tur vollendeten Individunm vollstandig dar=-
gestellt, nur vermischt mit der Unendlichkeit
aller seiner Individualititen. Die Fdee von ei-
nem Menschen hingegen, d. h. der allgemeine
Begriff, den wir uns von einem Menschen ma-
chen missen, insofern er mit absoluter Vollen-
dung das ware, was er nach seinem ganzen We-
sen seyn kann, oder seyn soll, diese Idee ist
offenbar nur ein blofses reines Gedankending,
das in der Wirklichkeit riur anniahernd, und
doch immer nur in unendlichem Abstand von
der Idee dargestellt werden kann: denn Ideen
bezeichnen blofs Zielpunkte, denen sich alles
empirische niahern soll, ohne es je zu erreichen.

Es ist, dimkt mich, schon aus dieser kur-
zen und daher unvollstindigen Darstellung sicht-
bar, dals die Ideen von unendlicher Wichtigkeit
sigrd fiir allen theoretischen und practischen Ge-
brauch der Vernunft. Ideen und Ideale sind
nothwendige Erzeugnisse der Vernunft, nicht
Schimiren, womit sie diejenigen verwechseln,
welche alles Idealische fiir ein Spielwerk der
Phantasie halten, dessen der verninftige Mensch
wohl entbehren kinne; aber man muls eine
Idee auch nicht als das in endlicher Entfernung
liegende Ziel auf einer Laufbahn betrachten, das
man erreichen solle; denn was nicht erreicht
werden kann, das kann auch kein Gesetz befehe
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len, zu erreichen. Ideen sind Gesichtspunkte,
welche die Richtung bestimmen, die unsere
Thitigkeit nehmen soll: denn nur durch das
Hinstreben des einzelnen und aller zum idealisch
Guten, Wahren und Schonen ist Erhebung vom
schlechtern zum bessern moglich.

Auch jeder Wissenschaft und jedem Theile
derselben liegt eine Idee zum Grunde, welche
das hochste nie erreichbare Ziel derselben in ei-
nem einzigen einfachen Begriff zusammendrangt.
Dunkel oder deutlich mufs jedem, der eine wis=
senschaftliche Arbeit treibt, eine Idee vorschwe-
ben: ohne sie ist alle Thatigkeit mechanisches
oder zweckloses Streben. Die falsch gefalste Idee
einer Wissenschaft weiset der Geistesthitigkeit
einen unrichtigen Zielpunkt an, und fahrt die
Forschung auf einen falschen Weg , so dals sie
Jahrhunderte lang den Fortschritt der Wissen-
schaft hemmen kann, wovon die Geschichte der
Physik bis auf Baco und die Geschichte der Phi-
losophie bis auf den heutigen Tag zwey sehr
klare Beyspiele sefern.

Selbst den ersten Schopfern einer Wissen-
schaft schwebt bey ihren unvollkommenen Ar-
beiten eine Idee vor; aber dann gcwi}hnlich dun-
kel, und verworren oder gar verfilscht. So
Jdachte man sich in den Zeiten des Alterthums
unter Physik die Lehre vom ersten Ursprunge
der Dinge; daher nannte man S8ie von Q@uew
Entstehungslehre. Difs war eine verfalschte
Idee: denn sie stellte der Naturforschung ein
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Ziel auf, das tiberall auch nicht einmal in irgend
einem endlichen Grade erreichbar ist. Zugleich
verfalschte sie die Methode, weil sie als Erkennt-
nifsquelle die metaphysische Speculation aufstellte,
die immer ins Leere gefuhrt hat, und ewig da-
hin fuhren wird, so oft sie etwas sucht, was
aufser dem Bewnlstseyn liegt. Daher konnte
diese Physik nichts anders seyn, als was noch
bis auf diesen Augenblick der grilste Theil der
speculativen Philosophie ist, ein ewiges Hin-
und Herschwanken von einem System zum an-
dern, so lange, bis der immer rege Geist des
Menschen, durch gunstige Umstinde geleitet, erst
einen nicht unbedeutenden Vorrath achter, pro=
befester physikalischer Kenntnisse zu Tage gefor-
dert hatte, aus deren Betrachtung man die rich-
tige Methode der Wissenschaft lernen konnte.
So entdeckte sie Baco, und empfahl sie eindrin-
gend und nicht ohne Erfolg allen Naturfor-
schern die mit und nach ihm lebten. Aber
uber der Idee der ganzen Naturkunde lag den-
noch ein gewisses Dunkel, selbst nachdem Co-
pernicus und Keppler und Galilii und Newton
auf der von Baco bezeichneten Bahn grolse
Schitze gefunden hatten. Denn ob sie gleich
ganze Provinzen im Reiche der Naturkunde ent-
deckt hatten, so lagen doch alle ihre Entdeckun-
gen nur auf einer einzigen Seite dieses weitlauf-
tigen Reichs, auf der Seite der mechanischen
Naturlehre. Von den iibrigen weitlauftigen Ge-
bieten dieses Reichs hatte man kaum eine dun-
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kele Ahnung: denn man hatte zwar Chemie seit
Jahrhunderten’ getrieben, aber man trieb sie nur
als Handwerk oder als geheime Kunst, nicht als
einen Theil der Physik; auch hatten die Arzte
schon manches im Felde der organischen Physik
entdeckt; aber auch sie sahen es nicht fur einen
Theil der Naturlehre an, sondern blofs als Hulfs-
kenntnifs ihrer hiulfsbedurftigen Kunst. Dem
achtzehnten Jahrhundert war das Verdienst vor-
behalten, jeden Theil der Naturkunde in seinem
wahren Rang anzuerkennen, jeden derselben
durch wichtige Entdeckungen zu erweitern, und
so eine idealische Ansicht des Ganzen und aller
Theile moglich zu machen. Um so auffallen-
der ist es, dafs man in unsern besten physika-
lischen Schriften nichts, als zufillig aufgefalste
und nach keinem sichern Leitfaden geordnete
Bemerkungen, uiber das Ganze der grofsen Wis-
senschaft und ihrer Theile, iberhaupt wenig scharf
bestimmtes und befriedigendes hndet. Noch auf-
fallender aber ist die Erscheinung noch am An-
fang des meunzehnten Jahrhunderts sogenannte
Naturforscher zu sehen, welche ven neuem dem
Schattenbilde nachlaufen, das vor Baco fast zwey
tausend Jahre lang den menschlichen Verstande
geilfft hatte.

Ich hoffe, dafls diese vorliufigen Bemerkun-
gen hinreichen werden, allen Milsverstindnissen
in Ansehung des Ausdrucks, idealisc he Uber-
sicht der Naturkunde, vorzubeugen. Ich setze

sie einer empirischen Ubersicht entgegen.
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Die letzte beirachtet die Wissenschaft blols in
ihrem wirklichen Zustande und sie fragt blols,
was ist da? nicht, was kann, was soll da seyn?
Die idealische hingegen erhebt sich uber die
Wirklichkeit und bestimmt den méglichen
Umfang der ganzen Wissenschaft und ihrer
Theile; aber sie bewirkt dies nicht durch Spiele
des Witzes und der Phantasie, die so oft far
Vernunft-Ideale gelten miissen, sondern dadurch,
dals sie von dem deutlich erkannten Zweck aller
einzelnen Theile zu der Idee des Ganzen empor-
steigt und von da aus, als von einer Hohe, der
ganzen Wissenschaft und aller Theile Umfang,
Grinzen, eigenthiimliche Beschaffenheit und wirk-
lichen oder maoglichen Anban uberschaut.

Ich werde versuchen, eine solche Ubersicht
der Naturkunde zu geben. Kann ich es nicht
in der geistreichen Manier thun, in welcher das
Publicum erst kirzlich eine idealische Ubersicht
der ehrwiirdigen Alterthumskunde erhalten hat,
30 wird man doch, hoffe ich, Sachkenntnils, deut-
liche Begriffe, Unbefangenheit und Eifer fur
Wahrheit und Wissenschaft nicht vermissen.

Naturkund e

Ich nenne den gesammten Inbegriff aller
physikalischen Wissenschaften mit einem einzi-
gen Namen Naturkunde (physica universalis):
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denn alle diese Wissenschaften bilden nicht etwa
blofs ein zufillig zusamn:engefiigtes Haufwerk,
sondern sie werden durch eine einzige einfache
und klare Idee zu einer einzigen grolsen Wis-
senschaft von unermelslichem Umfang verbun-
den. Der Zweck jeder einzelnen Naturforschung
ist ganz unzweydentig deutliche Erkenntnils ei-
ner Erscheinung, die wir durch die Sinne wahr-
nehmen. Diese Erscheinungen aber sind von
doppelter Art. Entweder stellen sie sich uns
dar als wirklich bestchende Dinge, Korper, Na-
turwesen, oder sie zeigen sich uns als blolse
Verinderungen in dem Zustand eines Naturwe-
sens, und so ist die einfache klare Idee, welche
der ganzen Naturkunde zum Grunde liegt: wis-
senschaftliche Erkenntnifs des ganzen
Umfangs aller Naturwesen und ihrer
Verinderungen.

Vermige dieser Idee zerfillt die gesammte
Naturkunde in zwey grofse Zweige: in die Kennt-
nifs der Naturwesen selbst, und in die Kenntnils
ihrer Verinderungen. Jene nenne ich Natur=-
beschreibung (physica historica), diese Na-
turlehre (physica dogmatica).

I. Naturbeschreibung.

Der erste Theil ist nichts anderes, als was
man gewohnlich Naturgeschichte nennt.  Ihr
Zweck ist, durch genaue Kenntnils alles dessen,
was jeder Art von Naturwesen eigenthumlich ist
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zu einem allgemeinen Uberblick aller erkennbaren
Naturwesen, und ihres Verhiltnisses unter sich,
gegen uns und gegen die ganze Natur zu ge-
langen. Die unermelsliche Menge von Naturge-
genstinden macht eine Eintheilung derselben un-
umginglich nothwendig, weil ohne sie Verwir-
rung unvermeidlich und Ubersicht unmdoglich
seyn wurde. Die systematische Anordnung er-
scheint also, aus diesem Gesichtspuncte betrach-
tet, als wesentliches Erfodernils der Wissen-
schaft; doch mulfls der Naturforscher wohl be-
merken, dafls sie nicht das Einzige und Hochste,
dals sie nur Hulfsmittel ist, jedes eimmal ent-
deckte Naturwesen gleichsam festzuhalten, indem
man ihm seinen Platz in dem Systeme anweiset.
Blofs die Uebersicht zu erleichtern und jedes
wirkliche Naturwesen im System, jedes im Sy-
steme aufgefuhrte in der Natur wieder finden zu
konnen, ist der Zweck des Systems; es ist nicht
die Wissenschaft selbst, es ist nur das Register
derselben. Und so wie das Register eines Buchs
tadelhaft ist, wenn es das Aufschlagen erschwert,
eben so ein maturhistorisches System, wenn es
das Auffinden der Naturkorper erschwert; ein
Vorwurf, den man mit Recht jedem kiuinstli-
chen System machen muls, da es mich immer
in Gefahr setzt, den Eichbaum von der Hasel-
staude nicht ohne Hulfe des Mikroskops unter-
scheiden zu konnen. Bei jedem Versuche ein
kunstliches System durchzufuhren, liegt allezeit
das Milsverstaindnils zum Grunde, als sey das
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Systern die Wissenschaft selbst, oder das Hochste
in derselben. Aber die Erfahrung lehrt, dals
auch ein natiirliches System nicht vollstindig
durchzusetzen ist. Woher das? Unser Geist
und das Weltall, die Innenwelt und die Aufsen-
welt, sind zwar innigst verbunden, aber dennoch
beide in sich selbststindig und von einander un-
abhingig. Die Aulsenwelt ist nicht nach un-
sern Denkformen gearbeitet: es ist in ihr un-
endlich mehr als unser Geist, in dieser Spanne
Zeit, in dieser beschrankten Organisation des
Korpers fassen kann; und selbst das wenige, was
durch den engen Canal der Sinne in uns kommt,
harmonirt nur deswegen nothdurftig mit unsern
Denkformen, weil es bei dem Durchgang durch
die Sinne auf eine uns unbegreifliche Art, die
Gestalt der Vorstellungen annimmt: aber nie
wird sich die unendliche Natur vollkommen
an unsere Denkformen anschmiegen: denn sie
wollte uns verwahren vor dem Irrthum unsere
Vorstellungen Far die Natur selbst zu halten, der
uns zu der grofsten aller Thorheiten verleiten
kénnte, uns selbst fiir Schopfer der Natur an-
zusehen, weil wir in einem gewissen Sinn
Schopfer unserer eigenen Vorstellungen sind. —
Das einzige haltbare naturhistorische System ist
ein wohlgewihlter Mittelweg zwischen
dem naturlichen und kunstlichen: denn
es soll eben sowohl den Anspriichen der Natur,

als den Amnspriichen unserer Denkkraft Genuge
thun. Blofs hierin liegt der Grund, warum das
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Linneische System in der Botanik jedem andern
den Vorzug abgewonnen hat, und ihn stets be-
haupten wird, so lange die Pflanzenforscher den
Geist desselben nicht verkennen werden.

Das hochste Ziel der historischen Naturkunde
so wie alles wissenschaltlichen Forschens tibex-
haupt, sind allgemeine Ansichten, und zwar
nicht blofs empirische, sondern idealische. Aber
der einzige zulissige Weg zu dem Achtideali-
schen, ist miithsames Studium des Einzelnen,
nicht voreiliges Streben einer ungeziigelten Phan-
tasie. Die genaue Kenntnils des einzelnen niufs
erst zu empirischen allgemeinen Ansichten fiih-
ren, in deren sorgfiltigem Studium die Vernunfr
allein den sichern Leitfaden in das heilige Land
des Achtidealen hinitber finden kann. Daher
ist und bleibt eine genaue, moglichst vollstan-
dige Kenntnils des Einzelnen die wesentliche
Grundlage der Wissenschaft, und die genaue mit
philosoplischem Geiste durchgefihrte Beobachtung
eines einzigen Geschopls, von seinem Beginnen
an bis zu seinem Untergang, in allen seinen
Verhiiltnissen gegen Wesen derselben Art, gegen
Naturwesen anderer Art, gegen uns selbst, gegen
die ganze Natur, bringt der Wissenschaft mehr
wesentlichen Gewinn, als hundert nene Namen
im Systeme. Man wirde mich aber ganzlich
milsverstehen, wenn man glauben wollte, als
tadelte ich das Aufsuchen, Bestimmen und Ord-
nen neuer Gegenstinde: nichts weniger, als das,
vielmehr ist diese Arheit nothwendig, verdienst«
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lich und durch die Idee der Wissenschaft selbst,
welche madoglichste Vollendung und Uberblick
des’ Ganzen verlangt, geboten. Ich wollte viel-
mehr die innere Wiirde der Naturgeschichte be-
merklich machen, die oft von Nichtunterrichte-
ten verkannt wird, indem sie die todten Namien-
register fur das Wesen der Wissenschaft nehmen.
Jedes vorhandene Wesen und sein Verhaltnils
gegen das Ganze ist ein Gedanke der Natur; wer
ihn studiert beschiftigt sich mit einem hohen
wiirdigen Gegenstand.

Der unendliche Umfang der Naturbeschrei~
bung macht Unterabtheilungen nothwendig, und
die Natur bietet uns dieselben selbst dar in dem
grofsen Unterschied mnichto rganisirter und
organisirter Korper, und in der organischen
Natur in dem Unterschied nichtempfinden-
der und empfindender Wesen. Die Naturbe-
schreibung wird also drei Theile haben: Beschrei-
bung der nichtorganisirten, der nichtempfinden-
den und der empfindenden organisirten Wesen:
Mineralogie, Botanik, Zoologie.

1) v Min erialio gi'e,

Der erste Theil der Naturbeschreibung, inso-
ferm er die ganze nicht organisirte Natur unifas-

sen soll, existirt gewissenmmalsen noch jetzt nur
in der Idee. Doch wiirde es nur malsiger Zu-
sitze bedurfen, um sie in den Weg einzuleiten,
den die idealische Ansicht der Naturkunde vor-
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schreibt. Die Mineralogie ist bis jetzt michts als
die Kenntnils des Gesteins, das der Fleils des
Bergmanns, aus dem Innermn der Gebirge zu
Tage fordert. Aber dieses Gestein umfalst nicht
die ganze nichtorganische Natur: denn es fin-
den sich in diesem Naturreiche auch luftformige
und tropfbare Flussigkeiten von mancherlei Art.
Dahin gehoren alle ausdehnsamen, permanenten
oder dunstformigen Flussigkeiten, aus denen der
Luftkreis gemischt ist, oder die sich in wvulcani-
schen Gegenden, und in unterirdischen Hohlen
entwickeln: ferner alles Gewisser des Erdbo-
dens, das Meerwasser, das sufse Landwasser,
alle Arten mineralischer Quellen, auch Naphta-
quellen u. s. f. Lauter Gegenstinde, die ein
allgemeines physicalisches Interesse, und zum
Theil sogar fiir den Bergmann noch ein beson-
deres Interesse haben. Widenmanns Vorschlag,
ein viertes Naturreich unter dem Namen At-
mosphirilien einzufihren, grundet sich au-
genscheinlich auf die richtige Bemerkung, dals
es eine mnicht unbetrachtliche Anzahl von Kor-
pern giebt, fir welche sich in der ganzen Na-
turbeschreibung kein Platz Lindet. Allein es ist,
dimkt mich, auch sichtbar, dals seine Atmos-
pharilien kein eigenes Naturreich, sondern blols
ein Theil der anorganischen Natur sind, wund
dals sie daher micht der Gegenstand einer eige-
nen Wissenschaft seyn durfen, sondern nur ei-
nen Zusatz zu der Beschreibung der anorgani-
schen Korper ausmachen mussen. Wird die
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Mineralogie mnicht als Hiilfswissenschaft des
Bergmanns, sondern als ein Theil der historis
schen Naturkunde bearbeitet, so kann sie ohne=
dils nicht vermeiden, einen Blick auf den Bau
unseres ganzen Weltkorpers zu thun, und dann
dringen sich die jetzt fehlenden Gegenstinde
von selbst auf; aber auch bei der Bcsdn'cibnng
der eigentlichen Fossilien macht der physicali-
sche Gesichtspunkt darin einen wichtigen Unter-
schied, dafs die Gebirgskunde bei weitem als der
wichtigste Theil erscheint; da hingegen fur den
Bergmann die Kenntnifs der mineralogisch ein-
fachen Fossilien wichtiger ist.

Eine Wissenschaft, die durch ein Bediirf=

nils des Lebens erzéugt worden, bleibt oft .

lange Zeit in den Grinzen der - beschrinkten
Idee, welche dieses Bedurfuils darbieter, als
wagte sie nicht, sich uber diese Idee zu erhe-
ben, und den Rang einzunelunen, der ihr in
der Reihe der Wissenschaften gebubrt. Viel-
leicht wire aus der Feldmelskunst der Aegyp-
tier nie eine allgemeine Grolsenlehre geworden,
wiaren die Griechen nicht durch ein hoheres Be-
durfnifs, als die Anwohner des Nils, getrieben
worden, sich mit ihr zu beschiftigen. Wenn
der Geist mehr ist, als der Korper, so muls
nicht das Bediirfnils, sondern die Vernunft den
Umfang der Wissenschaften bestimmen. Es ist
eine verkehrte Ansicht der Dinge, die Wissen-

schaften zu Dienerinnen des Bedurfnisses zun
machen; nur freundliche Gehulfinnen des Le-

[2]
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bens konnen und sollen sie seyn.  Geistesthi-
tigkeit ist das Hochste im Menschen, also Zweck
an sich, abgesehn von allemx Einfluls auf das
gemeine Bedurfnils. Was dieses fodert, ist no-
thig, aber oft sehr unwichtig; was die Wissen-
schaft fodert, ist wichtig, aber oft far den
gemeinen Nutzen entbehrlich. Nothig und
wichtig sind Begriffe, welche die Menschen
immer und ewig verwechseln.

Der beschrinkte Name, Mineralogie, darf
eben so wenig hindern, ihren Begriff einem ho-
heren, wissenschaftlichen Bedurfnils gemils zu
erweitern, so wenig der eben so beschrinkte
Name, Geometrie, gehindert hat, aus ihr eine
allgemeine Theorie der Grofsen zu machen.

o)+ Biotanik,

Der zweite Theil der Naturbeschreibung,
die Botanik, umfalst denjenigen Theil der
organisirten Naturwesen, dem Empfindung bey-
zulegen uns nichts berechtigt: denn Empfin-
dung kann nicht ohne Bewulstseyn, sey es auch
noch so dunkel, gedacht werden; und Bewulst-
seyn den Pflanzen beizulegen, hielse mindestens
gesagt, eine Hypothese aus der Luft greifen.
Die wenigen Erscheinungen, welche einen Ge-
danken an Empfindung veranlassen konnten, ha-
ben nur eine sehr entfernte Ahnlichkeit mit der
thierischen Emphndung, und zeigen nichts, was
mit der Vorstellung eines organischen Mechanis-
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mus unvereinbar wire. Die Pflanzen machen
die mniedrigere Classe der organisirten Wesen
aus; in denen sich blos organisch bildende und
mischende, aber micht jene hoheren Lebenskrifte
des Thieres aulsern. Bildende und mischende
Krafte wirken zwar auch in der rxirlltorg._anisir-
ten Natur, denn der Krystall bildet sich aus
gleichartigen Theilen, und sein Stoff mischt
sich aus ungleichartigen Bestandtheilen; aber
alle. Wirkung geschieht hier nur von aufsen,
nur durch zufilligen Zug und Stofs des benach-
barten Korpers. In den PHanzen muls eine ine
nere, unsichtbare, geheimmilsvolle Kraft liegen,
welche den Stoff, der in ihren Wirkungskreis
kommt, beherrscht, und die sichtbar sich beriih-
renden Theile zwingt, sich nach ganz andern
Gesetzen zu bilden und zu mischen, als aulser
ihrem Wirkungskreis, ja nicht selten auf eine
den Gesetzen der Mechanik und Chemie ganz
entgegengesetzte Art. In der Anzahl der Indi=
viduen miachen die Pflanzen die grilsere, in der
Anzahl der Arten, die kleinere Halfte der Orga=
nisirten Welt aus. Dennoch ist der Umfang
der Botanik unermelslich. Kenner zihlen schon
jetzt gegen dreilsigtausend botanisch bestimmnite
Arten; und doch ist der von PHanzenforschern
untersuchte Erdstrich nur ein sehr kleiner Theil
des trockenen Landes. Und von dem grilseren
Theil der untersuchten PHanzen wissen wir wea=
nig mehr, als den Namen und den Wohnort, von

ihren Eigenheiten aber nur gerade das wenige;
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was zur Anweisung eines bestimmten Plarzes
im System unumginglich nothig ist Sehr
klein ist aber die Anzahl der Pflanzen, die man
in allen Perioden ihres Daseyns sorgfaltig beob-
achtet, deren Eigenschaften, deren Verhiltnils
.gegen Boden und Clina, gegen die ubrigen
Gewiichse, gegen das Thierreich etc., man un-
tersuchit hat, so dals man sagen konnte, man
kenne ihre naturliche Geschichte in einer gewis-
sen Vollstandigkeit.

Man sieht leicht, dafls mach allem bisher
vorgetragenen, fiir das wesentlichste in der Bo-
tanik ungefihr dasjenige zu halten sey, was
Linn¢ Philosophia botanica mannte, und wo-
von unser bertthmter Wildenow in seinem
Grundrifls der Kriuterkunde die Grand-
ziige so schon zusammengestellt hat.  Aber
offenbar kionnen alle die allgemeinen Ansichten,
welche hierher gehoren, inmere Haltbarkeit und
Vollendung nur durch die genauste Kenntmnils
des einzelnen erhalten, die sich aber viel weiter
ersirecken muls, als auf ‘das, was das System
fodert.

Die Beschaftigung mit der Pllanzenwelt ist
iibrigens der lieblichste Theil der gesammten
Naturkunde. Wem es gelingt, sich den Sorgen
des Lebens und dem Gewuthl der Geschifte zu
entzicheu, der weihe sich dem Dienst der Pflan-
zenkunde. Uber ihr schwebt ein freundlicher
Engel, der fromme Ruhe und kindliche Heiter~
keit iiber den Geist ausgielst.
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3) Zoologie.

Der dritte Theil, die Zoologie, ist ganz
unstreitig - der weitlanftigste und schwierigste
Theil der historischen Naturkunde. Sie umfalst
denjenigen Theil der organischen Natur, in
welchem sich die héheren Lebenskrifte regen.
Das Thier hat Sinne und Gliedmalsen; jene
als Werkzeuge des Emphndens, diese als Werk-
zeuge des Wollens. Durch jene wirkt die Ause
senwelt auf die innere wundersame Kraft im
Thiere, wir nennen sie Geist; durch jene wirkt
der Geist, nicht nach dem Gesetz einer mechas
nischen Nothwendigkeit, sondern sich selbst be-
stimmend, auf die Aussenwelt zuriick. Em-
pﬁmhmgsrermhgeu und Willenskraft, sind we-
der bildende noch mischende Krafte; was sie
wirken, sind Vorstellungen und Handlungen,
also weder korperliche Form, mnoch kirperlicher
Stoff; es sind Wirkungen einer ganz eigenen
hoheren Art, die wir lediglich durch unser eige-
nes Selbstbewulstseyn kennen. Wer sie glaubt,
aus Gesetzen der Mechanik und Chemie erkli-
¥ zu kionnen, der macht einen ahnlichen Ver-
such, als der, welcher die Bewegung eines ge-,
worfenen Steins erkliren wollte ans einem ihm
beywohnenden Vorstellungsvermiogen. — Es ist
nicht moglich, die Anzahl der Thierarten, die
mit uns diesen Erdball bewohnen, auch nur zu
schitzen; selbst die Anzahl derer zu schiitzen,

die schon so weit untersucht sind, dals man sie
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durch Namen und Character unterscheiden kann,
ist schwer, weil man sie aus hundert Buchern
zusammenlesen miulste. Des kleinen, oft kaum
sichtbaren Gewuirmis und der Insecten, ist eine
unendliche Menge; aber selbst die Zahl der gro-
[seren Thiere ist erstaunend grofs. Wie uner-
melslich viel ist hier noch zu beobachten ubrig!
Nur einige der grolseren Thiere sind es, deren
natiirliche Geschichte, deren Lebensweise, deren
Eigenschaften, deren Verhaltnisse gegen die
iibrige Natur, wir etwas vollstandiger kennen.
Die zahllosen Schaaren kleiner Wesen, die jeden
Winkel fullen, wo Nahrung Fiir sie ist, kenmnen
wir gar nicht oder nur sehr oberflichlich.

Aber wozu niitzt es, hore ich, dunkt mich,
fragen, wozu niitzt es, jedes Insekt, jeden Wurm,
jedes dem Auge kaum sichtbare Thierchen zu
kennen? O des ewigen Fragens in der Wissen-
schaft! Was nutzt es? Ist Forschen nicht
Geistesthitigkeit 2 Ist Erkennen dessen, was da
ist, mnicht der hochste aller Genusse, Geistesge-
nuls ¢ Wenn der unbegreifliche Urheber unsers
Daseyns uns Augen gab, mit denen wir sehen
konnen; wenn er sichtbare Gegenstande vor sie
-hinstellte; wenn er uns einen Verstand gab, der
begreifen kann, was wir sehen; war es nicht sein
Wille, ist es nicht unser Beruf, dals wir sehen,
dafs wir forschen, dals wir begreifen sollen?
Zwar, wenn die Zoologie uns nichts weiter ge-
ben sollte, als den System - Namen und den
kunstlichen Character des Thiers, so ware sie
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unstreitig eine unfruchtbare Wissenschaft: denn
statt der Natur, die wir haben wollen, gibe sie
uns blols ein einformiges, diirftiges Machwerk
des Menschen. Aber ich sage es noch einmal:
das System» ist das blofse Register der Wissen-
schafi. Nur hohere Ansichten der Natur kén-
nen die Vernunft befriedigen; nur sie kiénnen
das menschliche Geschlecht zu einer hiheren
Stufe geistiger Vollkommenheit erheben! Und
wer kann wissen, ob mnicht vielleicht dereinst,
gerade die Beobachtung der kleinsten Insecten,
einen glicklichen Kopf zu den herrlichsten An-
sichten der Natur hinleiten kénnen!

Es lifst sich schwerlich ein schonerer, und
in aller Absicht zweckmilsigerer Plan fur die
Zoologie erdenken, als. der, welchen Blumen-
bach in seinen kleinen, aber inhaltreichen Hand-
buch der Naturgeschichte befolgt hat.
Auch hier sehe ich die allgemeinen Ansichten,
die er dem Ganzen und jeder Classe voraus-
schickt, als das wesentlichste, als die Fruche
von der Kenntnils des einzelnen an; das System,
was auf die allgemeinen Betrachtungen folgt,
enthilt nur die Belige derselben. Aber die
Zoologie ist so weitlauftig, dals, wenn man sie
in diesem Geiste nach einem grofseren Maals-
stab ausfihren wollte, offenbar jede einzelne
Thier - Classe uberflhissigen Stoff zu einem
eignen Werk von grolsem Umfang darbieten

wurde.



II. N aturlehye.

In der Naturbeschreibung waren die
Naturwesen selbst, oder vielmehr das Bleibende
und Charakteristische ihrer Erscheinungen, der
Gegenstand der Betrachtung. In der Natur-
lehre ist es nicht das Bleibende, sondern das
Verinderliche der Erscheinungen, was man zu
erforschen sucht, und so ist klar, dals durch
diese beiden Theile das mdogliche Gebiet der
gesammien Naturkunde ginzlich erschopft ist.

Die Verinderungen der Naturerscheinungen
sind kein zufdlliger regelloser Wechsel dersel-
ben, sonst wurde uiberall keine wissenschaftliche
Untersuchung derselben - maoglich seyn. Alle

Verinderungen in der Natr stehen unter ewi-

gen, unveranderlichen Gesetzen, und so ergiebt
sich aus den ersten Begriffen, dals die Erfor-
schung der Naturgesetze der eigent-
liche, ja der einzige Zielpunkt des Stre-
bens fir den dogmatischen Naturfor-
scher sey. Zwar setzt man gewdhnlich noch
einen zweiten hinzu, die Erforschung der
Ursachen: allein ich hoffe den Leser zu tiber-
zeugen, dals er sich an dem ersten allein be-
gnigen kinne und miusse.  Nicht als hielte ich
die Erforschung der Ursachen fir unwichtig
oder entbelrlich, sondern: 1) weil der zweite
Zielpunkt schon in dem ersten enthalten, also
seime besondere ~Aufstellung uiberflisssig  ist;
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denn, ist die Ursach einer Erscheinung erkenn-
bar, 'so bietet sie sich bey Erforschung des Ge-
setzes von selbst dar: 2} ob es gleich ein allge-
meines Gesetz unsers Vorstellungsvermigens ist,
dessen wir uns schlechterdings nicht entschlagen
konnen oder dirfen, jede Verinderung, die wir
wahrnehmen, als Wirkung einer Ursache anzu-
sehen, so begreift man doch leicht, dals es Ur-
sachen gebe, die nicht erkennbar sind. Denn
da unsere Vorstellungen von den Dingen nicht
die Dinge selbst sind, s¢ kénnen die Ursachen
der Erscheinungen nur in so fern erkennbar
seyn, als sie in den Vorstellungen liegen, wel«
che uns die Aussenwelt durch die Sinne dar-
bietet. Dagegen mussen alle Ursachen, die in
den Dingen selbst liegen, ohne mit in unsere
Vorstellungen uberzugehen, fir uns absolut un-
erkennbar seyn. Diels ist der Sinn eines Satzes,
uber welchen alle denkende Naturforscher und
Philosophen einverstanden sind, dals wir die er-
sten Ursachen der Dinge nicht kennen, Nun
erfodert aber das Wesen einer ichten ldee, dals
die Geistesthatigkeit, welche sie fodert, in jedem
endlichen Grade erreichbar sey (S. 5); stellt
man also das Erforschen der Ursachen als idea-
lischen Zielpunkt fur den Naturforscher anf, so
weilst man ihm ein undchtes Ziel an, das sehr
leicht in das Land der Triumereien fihrt. Auch
lehrt die Geschichte der Wissenschaft, dals alle

Speculationen uber die Ursache der Schwere, der
magnetischen Anziehung, uber die Natur des
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Lichts etc., die Wissenschaft nicht um eine
Haarbreite gefordert haben: 35) vielleicht kénnte
man aber glauben, dals die Kenntnifls der Ge-
setze selbst mangelhaft bleiben miisse, wenn die
Ursache nicht erkennbar ist; aber gliacklicher
Weise lehrt die Erfahrung, dals wir gerade die
Gesetze der Schwere und die Bewegungen des
Lichts vollstandiger kennen, als die Gesetze ir-
gend einer bekannten Ursache von Erscheinun-
gen. In der That begreife-ich auch nicht, was
man noch weiter verlangen konne, oder wiin-
schen durfe, als vollstindige Kenntnifs der Na-
turgesetze: denn man denke sich einen Natur-
forscher, vor dem alle Naturgesetze enthullt la-
gen, wirde wohl fur diesen irgend eine Er-
scheinung unerklirbar seyn? Und, was kann
man denn noch weiter verlangen, als Erklirung
der Erscheinungen? Ich wimsche, dals alle den-
kende Naturforscher diesen Bemerkungen eine
ernstliche Beherzigung schenken mogen, wum
nach und nach immer mehr alle Kopfe auf den
einzigen sichern Weg aller Naturforschung hin-
zuleiten.

Um nun die gesammten Theile der Natur-
lehre erschopfend aulzufinden, bemerke ich
zuerst, dals der Naturforscher entweder blols
einzelne Classen von Erscheinungen, d. h.
solche, die nach dhnlichen Gesetzen erfolgen,
oder das Ganze der Erscheinungen zum Gegen-
stand seiner Betrachtung macht. Hierdurch zer-
falle die gesammte Naturlehre in zwei groflse
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Abtheiluingen, die ich die besondere und
die allgemieine Naturlehre nennen will *).
In jenen ist eine besondere Art von Naturer-
scheinungen, in dieser der ganze Zusammen-
hang aller Naturerscheinungen, der Gegenstand
der Betrachtung.

In der besondern Naturlehre dringt
sich uns der grofse Unterschied nichtorgani-
scher und organischer Erscheinungen wieder
auf.  Sie zerfallt also in anorganische und
organische Naturlehre.

So mannigfaltig die Erscheinungen in der
anorganischen Natur sind, so lassen sie sich
doch erschopfend in zwei Classen bringen; sie
sind entweder rdumliche, oder materielle
Veranderungen. Jene betrachtet die mechani-
sche, diese die chemische Naturlehre.

In der organischen Naturlehre wird man in
der Folge Unterabtheilungen machen, und beson-
ders die Naturlehre der Pflanzen und
Thiere unterscheiden miissen. Aber der gegen-
wartige, noch sehr mangelhafte Zustand der Wis-
senschaft verstattet, sie noch zu verbinden.

*) In meinem Lehrbuch der mechanischen
Natur-Lehre, so wie in meiner Dissertatio
de disciplinis physieis, heilst jene die
theoretische, diese die angewandte Natur-
lehre. Die hier gebrauchten Benennungen schei-

nen mir expressiver, ob sie glg_-i{h von dem ge-
wohnlichen, etwas unbestimmten Spl‘.lcllg{:brdnﬁll
abweichen,




Durch diese drei oder vier Theile ist also
das Gebiet der besondern Naturlehre vollig er=
schopft.

Die allgemeine Naturlehre betrachtet
den ganzen Zusammenhang der Naturerscheinun-
gen, und diel3 entweder nach Verhiltnissen des
Raums, oder der Zeit. In der ersten Riwcksicht
ist sie entweder physische Erdkunde, oder
physische Sternkunde, je nachdem sie den
Zusammenhang der Erschemungen , entweder
blols auf unserm Wohnplatz, oder aulser dems-
selben betrachtet. Nach Verhiltnissen der Zeit
betrachtet das Ganze der Erscheinungen die Ge-
schichte der Natur, die man mit der Natur-
beschreibung (oder, wie man sie gewdohnlich
nennt, Naturgeschichte), nicht verwechseln muls.
Sie versucht in dem gegenwiriigen Zustand der
Natur Data aufzufinden, um die ehemals wirk-
lichen, oder kimnftig moglichen Zustinde der Na-
tur zu beurtheilen. Eine Wissenschaflt, die aller-
dings mehr in der Idee, als in der Wirklichkeit
existirt. Indessen gehort sie zu einer idealischen
Ubersicht des Ganzen, und was man unter dem
Namen Geologie vorzutragen pflegt, enthilt ei-
nige nicht zu verachtende Bruchstiicke derselber.

Ehe wir die einzelnen Theile der Naturlehre
durchgehen, wird es néthig seyn, von einem
Begriff zu reden, der auf allen Seiten physikali-
scher Werke vorkommt, von dem Begriff einer
Naturkraft. Erscheinungen, die mach gleichen
Gesetzen erfolgen, ruhren nicht nothwendig von
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einerlei Ursachien her, (eine gleichformig be-
schlennigte Beu-'{'g,lrrlg kann von einer ganz an-
dern Kraft, als der Schwere, bewirkt werden);
dagegen zeigt sich oft, dals sehr verschiedene
Erscheinungen dennoch eine und dieselbe Ur=
sache hahen (man erinnere sich der mannigfalti-
gen Wirkungen der Wirme). Wann man be-
rechtigt ist, eine I's"]cngc dhnlicher oder unihmli-
cher Wirkungen einer und derselben Ursache zu-
zuschreiben, so mennen wir diese eine Natur-
kraft. Aber es frigt sich, auf welche Art man
sich uberzengen komme, dals mehrere Erschei-
nungen von einer und derselben Ursache her-
rithren? Ist die Ursache wahrmehmbar (wie z. B.
die Warme dem Gefithl, das Licht dem Auge),
8o belehrt uns die Erfahrung davon unmittelbar:
ist aber die Ursache nicht wahrnelimbar, so kann
die ﬁl)crzcngmlg blofs dadurch entstehen, dafs
sich ganz bestimmt, und mit mathematischer
Genauigkeit, das Daseyn eines und desselben
Grundgesetzes in allen noch so verschieden schei-
nenden Wirkungen darthun lifst, so wie New-
ton zeigte, dals bei dem Fall eines Korpers und
bei der Bewegung eines Planeten ein und das-
selbe Gesetz zum Grunde liegt. Ist ein solches
einfaches Gesetz fir eine ganze Classe von Er-
scheinungen gefunden, so hat man einen dent-
lichen Begriff von der Kraft, und es ist moglich,
eine halthare Theorie derselben anszufithren, wenn

auch das innere Wesen der Ursache, (wie z. B

bei der allgemeinen Gravitation), uns vollig un-
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bekannt ist. Da das Streben nach den hochsten
und einfachsten Naturgesetzen der -eigentliche
idealische Ziclpnnkt des Naturforschens ist (S.Q_,J‘,),
o liegt darin vermdoge des blofsen Begriffs schon
das Bestreben, alles auf die einfachsten Natur-
krifre zurackzufilhren. Daher die Regel: man
musse zur Erklirung der Erscheinun-
gen so wenig Naturkrdfte als moglich
annehmen. Aber diese Regel wird sehr oft
gemilsbraucht. Eine gewisse Ahnlichkeit in Er-
scheinungen, deren Ursache nicht wahrnehmbar
ist (Polaritait des Magnetismus, der Elektricitat,
der Krystallisationsfahigkeit etc.), berechtigt mich
durchaus micht, sie eciner einzigen Kraft zuzu-
schreiben, sondern nur die ganz bestimmte Ent-
hullung emes einzigen Grundgesetzes, aus dem
sich alle Verschiedenheit ihrer Wirkungen deut-
lich ableiten lalst. Vereinfachen zu wollen, ehe
man ein solches Gesetz gefunden hat, ist eine
der Wissenschaft hochst machtheilige Voreiligkeit,
welcher sich z. B. diejenigen schuldig machen,
die es als eine ausgemachte Sache ansahen, nicht
als blolse Vermuthung aufstellen, dals Gravita-
tion, Cohision, Adhision und Afhnitit blofs
modificirte Wirkungen einer und derselben Grund-
kraft seyn. Auch hier zeigt sich, wie wichtig
es sey, dals der Naturforscher nur die Untersu-
chung der Gesetze zu seinem Ziel mache: denn
diese wird ihn gegen jeden voreiligen Schlule
verwahren.

A) Die hesondere Naturlehre enthilt,
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nach dem was oben auseinander gesetzt worden,
drei Haupttheile, die mechanische, die che-
mische und die organische Naturlehre.

4) Mechanische Naturlehre.

Riumliche Verinderungen sind Bewegun-
gen, und so ist die mechanische Natur-
lehre die Wissenschaft von den bewegenden
Naturkriften in der nichtorganischen Welt. Die
Erfahrung hat uns aber in diesemn Gebiete zwey
sehr verschiedene Arten von Bewegungen ken-
nen gelehrt. Bey der einen sehn wir eine kir-
perliche Masse, mit unendlich mannigfaltiger
Abinderung der Umstinde, ihren Ort verindern.
Bey der andern sehen wir blofs gewisse, unsern
Sinnen wahmehmbare Wirkungen, in einem
mit Korpern erfullten Raum fortschreiten, ohne
irgend eine bewegte Masse wahrzunehmen. Von
der ersten Art sind die Bewegungen, welche
die Schwere, der Anstols undurchdringlicher
Korper und die magnetische Kraft hervorbringt ;
Die Bewegungen des Lichts sind von der zwei-
ten Art. Wirme und Electricitit bringen beyde
Arten von Bewegungen zugleich hervor. Die
Theorie der eben genannten Naturkrifte be-
stimmt die einzelnen Abschnitte und den wohl-

begrinzten Umfang der mechanischen Natur-
lehre. Um aber diese Grinzen auf das bestimm-
teste wahrzunehmen, mufs man die mathemati-
sche und physische Bewegungslehre unterschei-
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den. Jene ist, wie ich in der folgenden
Abhandlung darthun werde, durchaus mnichts,
als ein Theil der reinen Mathematik, der
die physischen Begriffe von Masse und Kraft
nicht kennt; sondern blofs ven der Geschwin-
digkeit und Richtung eines bewegten Punktes
handelt. Die physische Bewegungslehre wen-
det diese reine Bewegungslehre auf die Naturer-
scheinungen an. Daher ist ein grolser Theil
der mechanischen Naturlehre mit der Mathema-
tik so innig verbunden, dals er ohne dieselbe
nicht verstanden, folglich auch nicht genug-
thuend vorgetragen werden kann, Das eigen-
thiimliche Geschift des Naturforschers hierbey
ist, bey jeder Classe bewegender Krifte dic
Grundbegriffe und die Gesetze, nach welchen
jede Kraft wirkt, genau zu bestimmen; die wei-
tere Ausfithrung, die Anwendung aul alle Er-
scheinungen, welche eine mechanische Natur-
kraft hervorbringt, kann dann offenbar mnichts,
als mathematische Arbeit seyn. Daher kommt
es, dals man einige Abschnitte der mechani-
schen Naturlehre unter dem Namen, ange-
wandte Mathematik, abgesondert vorzutra-
gen pflegt, was fiur den ersten Unterricht micht
zn mifsbilligen 1st; in einer idealischen Uber-
sicht der Wissenschaft aber erfodern die Ge-
seize einer richtigen Topik, diese Abschmitte
zur Physik, nicht zur Mathematik, zu rechnen.
Sollte es einst dem Scharfsinn der Naturforscher
gelingen, die Grundgesetze aller mechanischen
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Naturkrifte vollig zu enthilllen, so wird die
ganze mechanische Naturlehre beinahe aug
nichts, als aus Auwendungen der Mathematik
bestehen.  Vor jetzt sind es nur zwei grolse
Abschnitte, nebst ihren Unterabtheilungen, bei
welchen dieser Fall eintritt: die Gesetze der
Schwerkraft sind durch Galilii und Newton,
die Gesetze der Bewegungen des Lichts durch '
Newton vollstindig enthiillt worden. Auf jene
beziehen sich Statik und Mechanik, Hydrostatik
und Hydraulik, Arostatik und Pneumatik: auf
diese Optik, Dioptrik und Kuluptrili. Doch
schwanken wir auch jetzt noch in einigen die=
ser Abschnitte, selbst in Amclmng der ersten
Begriffe, welches namentlich bei der Bewegung
troptbarer und luftformiger Massen der Fall ist.
Noch mangelhafter ist unsere Kenntnifls der
ubrigen mechanischen Naturkrifte; doch ist
schon jetzt -die Lehre von der Wirme und von
der magnetischen Kraft auf einen Punkt ge=
fuhrt, wo sie der Beihuilfe der Mathematik nicht
mehr entbehren konnen; auch sieht man,
dals sogar die Electricitit hin und wieder zu
mathematischen Betrachtungen Veranlassung dar-
bietet.

Aus dem, was hier tiber die mechanische
Naturlehre gesagt worden, wird man leicht ein-
sehen, dals dasjenige,, was man gewohnlich
schlechthin Physik, oder Naturlehre, oder
auch Experimentalphysik nennt, nichts an-

ders sey, als die mechanische Naturlehre, nach

[3]
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der hier entwickelten schirferen Bestimmung
des Begriffs. Nur hat man bisher dem, was
wesentlich dazu gehort, noch allerlei durfrige
Bruchstiicke aus andern Gebieten der Naturlehre
angehingt: aus der meuern Chemie, die Lehre
von den Luftarten; aus der physischen Geogra-
phie, etwas uber die Atmosphare; aus der
Astronomie, einige Notizen von dem Weltge-
biude. Kein Wunder, dals man bei einer sol-
chen Vermischung ungleichartiger Dinge eine
scharfe Grinzlinie zwischen diesem und andern
Theilen der Naturlehre, besonders der Chemie,
nicht zu fnden wufste. Aber alle jene Brich-
stiicke miissen selbst bei dem ersten Vortrag
abgeschnitten, und denen Theilen der Natur-
lehre vorbehalten werden, wohin sie gehoren.
Aus jenen ubel verbundenen Bruchstiicken
lernt der Lehrling nichts gedeihliches, und man
entzieht der so weitlauftigen und wichtigen me-
chanischen Naturlehre die nothige Zeit.  Dals
es unschicklich oder anmalslich sey, auch jetzt
noch, wie vor hundert Jahren, diesen Theil der
Naturlehre allein Physik zu nennen, als ob
Chemie und Physiologie u. s. w. nicht eben so
gut Physik waren, fallt von selbst in die Au-
gen. Es ist hier der Ort, noch ein Paar Worte

L =

iber den Ausdruck, Experimentalphysik,

Z11 sagel. Insofern der Naturforscher in al-

len Theilen seiner Wissenschaft durch Versuche
die Gesetze der Naturkrifte ausmitteln nls,
konnte man die ganze Naturlehre Experimentale
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physik nennen: man hat aber seit Newtons Zei.
ten einen eigenen Begriff mit dem Worte ver-
bunden. Als unter Newtons Hinden der grofste
Theil der mechanischen Naturlehre zu ' einer
neuen Wissenschaft umgeschaffen wurde, die
aber grolstentheils nur denen zuganglich  war,
welche in die innersten Geheimnisse der Mathe-
matik eingeweiht waren, dachte man auf Mit-
tel, mit Newtons herrlichen Entdeckungen auch
ein grolseres Publicum bekannt zu machen.
Man fing daher an, blofs die Resultate tieferer
Untersuchungen vorzutragen, und statt der na-
thematischen Beweise, durch sinnreich ausge=
dachte Versuche, gleichsam nur eine Ihu-gscha&
ihrer Richtigkeit aufzustellen. Diesen \'m-tr;:g
nannte man kxperimentalphysik, eine Methode,
die an sich gar nicht zu milsbilligen, und dem
ganz analog ist, was man nicht nur in allen
andern Theilen der Naturlehre, sondern in al-
len Wissenschaften aberhaupt thut. Es ist iiber-
all nur wenig Geistern verlichen, die Schitze
der Wahrheit mit eigener Hand zu Tage zu for-
dern, und mit eigenen Augen den Fundort znu
sehen, wo sie liegen. Wie klein ist selbst in
der Geschichite die Anzahl derer, welche sie aus
Quellen studieren konnen, wir ubrigen miissen
uns begnugen, das, was Minner vom Fach fan-
den, auf Treue und Glauben anzunehmen und
zu unserm Nutzen und Fromuinen zu verwen-

den. In der mechanischen Naturlehre hat in-
dessen diese Methode den Nachtheil gebracht,
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dals man geglaubt hat, sie konne als Wissen-
schaft anch ohne Mathematik bestehen.

Die mechanische Naturlehre bleibt, selbst
nach Wegschneidung fremdartiger Zusitze, eine
dufserst weitlauftige und in der That fur die
Krifte cines einzigen Mannes fast zu schwierige
Wissenschaft.  Besonders lassen sich in dieser
Hinsicht zwei Theile unterschieiden, die mach
ihrem ganzen Umfang zu verbinden, die ge-
wohnlichen Kriifte auch eines guten Kopfes
tibersteigt. Die strenger mathematischen Theile,
Mechanik und Optik, erfodern, wenn mnicht
blofs vom Vortrag fur Anfimger, sondern wvon
Erweiterung der Wissenschaft die Rede ist, die
tiefsten Kenntnisse der ganzen Mathematik, und
so sind sie mehr als hinreichend, die vollen
Krifte eines einzigen Kopfes zu beschaftigen.
Die uibrigen Theile, Electricitat, Thermoetrie,
Magnetismus, erfoderm zwar gegenwirtig noch
nicht schlechthin die tiefste Mathematik, son-
dern nur geitbten mathematischen Scharfsinn;
aber da hier noch die ersten Naturgesetze zu
entdecken oder zu berichtigen sind, so machen
sie eine unendliche Menge der feinsten Experi-
mentalarbeiten nothwendig, die wiederum den
Kriften des feinsten Kopfes volle Beschaltigung
geben; und wie viel fur die Wissenschaft zu
erwarten ist, wenn ein guter Kopf seine ganze
Kraft auf einen einzigen dieser Gegenstinde
concentrirt, difs beweist das Beispiel des treffli-
chen Volta.
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5) Chemische Naturlehre,

Die chemische Naturlehre, als der
zweite Theil der besondern Physik, ist die Wis-
senschaflt der materiellen Verinderungen,
die wir in der nichtorganischen Natur wahrneh-
men. Es wird néthig seyn, dieser Erklirung
ein Paar erlauternde Bemerknngen beizufiigen.

1) Es wird ohne Zweifel dem Leser auffal-
len, dals ich das Gebiet der chemischen Natur-
lehre auf die nichtorganische Natur beschrinke,
da doch die Analyse organischer Stoffe einen
sehr wichtigen Theil der Chemie in allen Lehr-
biichern derselben ausmacht. Um alle Hinder-
nisse einer richtigen Ansicht zu entfernen, muls
ich den Leser an dasjenige erinnern, was ich in
der Einleitung uber idealische und empirische
Ansicht der Dinge gesagt habe. Ubersicht einer
Wissenschaft, als Wissenschaft, ist etwas ganz
anderes, als Anordnung fiir den Vortrag; jenes
ist eine rein idealische Arbeit; bei dieser sind
empirische Riicksichten zu beobachten; sie lifst
daher nur Anniherung an das Idealische zu.
Die Natur verbindet oft Dinge untrennbar, die
in der Idee geschieden werden miissen, und oft
machen es empirische Riicksichten nothig, oder
niitzlich, selbst das zu verbinden, was wohl an
sich getrennt werden kinnte. Die L’-nl.ersm:hung
der Mischung organischer Stoffe gehort wohl

ganz unstreitig in die organische Naturlehre;
aber sie verdankt ihr ganzes Daseyn der neunern
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Chemie, wund bei der grofsen Unvollkommen-
heit, in welcher sich rmoch jetzt die organische
Naturlehre befindet, wiuwde diese aulserst wiche
tige Untersuchung ginzlich vernachlifsigt wer-
den, wenn sich die Chemie nicht miutterlich ih-
rer Pflege unterzoge. Uberdifs wird sich die
Chemie nie der Betrachtung organischer Stoffe
ginzlich entziehn konnen, weil sie mehrere
wichtige Reagentien aus der organischen Natur
hernimmt. Aber dennoch bleibt alles organische
in der Idee etwas so scharf begrinztes, dals al-
les, was die Chemie daher aufmimmt, nur als
aus einem fremden Gebiete entichnt, betrachtet
werden muls.

o) Zwischen Mechanik wund Chemie ist
durch unsere Erkliringen eine so bestimmte
Grinzlinie gezogen, dals es gar nicht schwierig
seyn kann, in jeder Naturerscheinung bestimmt
zu unterscheiden, ob sie mechanisch oder che-
misch, oder in welcher Riicksicht sie das eine
oder das andere sey, Aber dennoch ist es auch
hier nicht mdoglich, die deutliche idealische
Granzlinie in der Wirklichkeit uiberall zu beob-
achten. Es giebt Naturkrifte, welche mecha-
nisch und chemisch zugleich wirken, . z. B.
Wirme und Electricitit; hier ist in beiden Ge-
bieten die Uhcrsrhrcirung der idealischen Grinze
unvermeidlich. In andern Fillen ist eine Beob-
achtung  der Grinze moglich, aber nicht rath-

sam. Die Verinderungen des Agregatzustandes

sind chemische Erscheimmgcn. Der mechani~
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sche Naturforscher muls wenigstens davon
Kenntnifs nehmen, dals es verschiedene Agre-
gatzustande der Korper gebe, weil die Gesetze
der Bewegung dadurch sehr modificirt werden;
indessen kann er den chemischen Erorterungen
beinahe ginzlich ausweichen, wenn er es blols
als unmittelbare Thatsache annimmt, dals es
feste tropfbare wund luftférmige Korper gebe;
aber er thut doch sehr wohl, wenn er die che-
mische Seite des Gegenstandes nicht aus der
Acht lalst, weil er sonst leicht, z. B. bei iro=
statischen Versuchen, in Gefahr kommen kann,
Wirkungen der Luft und des ausdelmsamen
Wasserdunstes zu verwechseln.

Um den Inhalt der chemischen Naturlehre
mit einiger Anschaulichkeit darlegen zu konnen,
ist es nothig, den Begrilf einer materiellen
Verinderung, ob er gleich an sich nicht dun-
kel und zweideutig ist, dennoch etwas naher zun
beleuchten. Dals Holz, Stein, Metall, Wasser,
gemeine Luft u. s. w. Stoffe von ganz verschie-
dener innerer Beschaffenheit seyn, sagen uns alle
unsere Sinne; auch sehen wir taglich vor un-
sern Augen Umwandelungen der Korper vorge-
hen, die wir fur neue Schiopfungen wiirden hal-
ten miussen, wenn nicht das bei den auffallend-
sten Umwandelungen doch stets sich gleichblei-
bende Gewicht aller Materie uns helehrte, dals
in der Natur kein Staubchen wigbaren Stoffes

weder entstehe, noch untergehe. Wir sehn (um
von den zahllosen zauberahnlichen Umwandelun-
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gen zn schweigen, welche tiglich unter der Hand
des Chemikers hervorgehen) wir sehen das Eis
zu Wasser, das Wasser zu unsichtbarem» Dunste
werden und umgekehrt; wir sehen das Eisen
sich in Rost verwandeln und i tausend Korper in
Staub und Moder zerfallen; wir sehn den brenn-
baren Korper sich in Rauch und Dunst W Wan-
deln oder ganzlich verschwinden. w. s. £ Dils
sind materielle Verz’indernngen, und die
eigenthiumliche allgemeine Atlfrr.llre der Chemie
ist: den Grund und die {"esuz(, dieser Verande-
rungen zn erforschen. Will man die ﬂniimunﬂ'
dieser Aufgabe, so weit sie bis jetzt die Che-
mie gefunden hat, in einen einzigen allzemei-
nen Satz zusammenfassen, so muls man sagen:
es gebe eine nicht grolse Anzahl wesentlich ver-
schiedener Grundstoffe, aus deren mannigfalti-
ger Mischung alle korperliche Verschiedenheit
hervnrgehc. Im Wesentlichen scheint diese Ant-
wort zwar nicht von der verschieden zu seyn,
welche schon Aristoteles auf die Frage gab, in-
dem er alle Korper aus den sogenannten vier
Elementen zusammensetzte: auch beantworteten
die Naturforscher nach ihm die Frage' eben so,
nur dafs sie andere Elemente an die Stelle der
Aristotelischen zn  setzen versuchten; dernnoch
1st ein sehr grofser Unterschied zwischen der
altern und gegenwartigen \nrqtc!llmﬂaqrr. Was
man bis in die ]LLLtL Halfte des vorigen Jahr-
hunderts Elemente nannte, waren eu!w.t.‘c?v-
Stoffe, die man aus unzulanglichen Grimden
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blofs aus der gemeinen Erfahrung aufgegriffen
hatte, wie das Wasser und die Luft des Aristo-
teles, oder es waren Stoffe, von denen man
iiberall keinen deutlichen und bestimmten Cha-
racter angeben konnte, wie des Aristoteles Erde,
oder es waren blols hypothetische Wesen, wie
sein Feuer, nebst den Elementen, welche spi=-
terhin Paracelsus, Becher und zuletzt Stahl in
die Chemie einfithrten. Eben deswegen war es
auch nicht méglich, von den Mischungen dieser
Elemente deutliche und bestimmte Begrifte zn
geben, und die Ztls;lnllli{,‘ﬂﬁef?lll'lg der Korper
aus ihnen durch syntletische wund analytische
Versuche darzuthun. In der neuern Chemie
hingegen hat man es als Grundsatz anerkannt,
obgleich nicht ganz consequent befolgt, nur
solche Stoffe als Grundstoffe zuzulassen, deren
Daseyn sich durch wirkliche Darstellung  dersel-
ben, und durch genane Bestiminun gihrer unter-
scheidenden Eigenschaften auf eine vollig un-
zweideutige Art darthun lilst; die I\'Iisr_:]nmgcn
der Korper aber micht errathen zu wollen, son-
dern sie gerade mur so anzuerkennen, wie sie
aus unzweideutigen, analytischen oder synthe-
tischen Versuchen hervorgehen. Hierdurch ist
zwar die Anzahl der Grundstoffe bis gegen vier-
zig angewachsen; allein wem ist es unbekannt,
welche bewundernswiirdige Fortschritte die Wis-
senschaft seit der Anerkennung dieses Grund-

satzes gemacht hat? In einem Zeitraum kaum
eines halben Jzhrhunderts hat der Fleils und
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Scharfsinn der Chemiker fast die ganze Kirper-
welt analysirt; ein aulfallender Beweis, dals der
Weg der Erfahrung der einzig richtige im Reich
der Naturwissenschalt sey. Dieser rasche Fort-
schritt der Chemie und das eigenthiunliche ih-
rer Erkenntnilsart geben derselben ein eigenes,
hochst anziehendes Interesse. Der Chemiker
scheint einen Sinn zu haben, der den ubrigen
Sterblichen mangelt, indem er in allen Korpern
win sich herum die Grundstoffe wahrnimmt, aus
welchen sie die Natur mit geheimnilsvoller
Kraft gemischt hat! Aber tauscht sich der Che-
miker nicht, wenn er seine vierzig Grundstoffe
firr die einfachen Elemente der Korperwelt halt?
Allerdings wiwde er sich tiuschen, wenn er
difs wahnte. Aber der grindliche Chemiker ist
weit von dieser Behauptung entfernt; er unter-
scheidet sorgfiltig zwischen G rundstoffen und
Flementen, die erstern sind ihm diejenigen
Stoffe, die er mnicht weiter zerlegen kann; in
Ansehung der letztern bescheidet er sich, sie
nicht zu kennen: ja er sieht ein, dals der
menschliche Geist nie zu einer sichern Kennt-
nifs derselben gelangen konne; aber er begreift
auch deutlich, dafs die Grundlage eines haltba-
ven Gebiudes eben nicht nothwendig einfach,
gsondern nur fest seyn musse, und dals er eine
feste Grundlage seiner Wissenschaft nur
dann haben konne, wenn das Daseyn seiner
Grundstoffe gewils ist, mogen sie ubrigens in

sich einfach oder noch so zusammengesetzt seyn,
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als man will. Mag dann immerhin die Zeit ei-
nen oder alle seine Grundstoffe noch ferner zer-
legen: keine Entdeckung dieser Art bezuchtigt
ihm eines Irrthums, sondern fagt nur zu
dem Schatz schon erkannter Wahrheiten neue
hinzu *).

Die chemischen Arbeiten, welche auf Er-
weiterung der Wissenschaft abzwecken, sind ent-
weder practische oder theoretische.

In Ansechung der erstern begniige ich mich,
folgendes wenige zu bemerken. Ein grofser
Theil dieser Arbeiten hat den Zweck, die Mi-
schung und chemischen Eigenschaften aller Na-
turkorper kennen zu lernen. Diese Arbeit ist
von grolser Wichtigkeit: denn ihr allein verdan-
ken wir es, dals die Chemie gegenwirtig in der
Liste der wunzersetzten Grundstoffe eine vollig
feste uind ganz durchgefuhrte Grundlage besitzt.
Dals aber diese Arbeit grolse Schwierigkeit haben
miisse, und in der That nur eine Sache des
glicklichen Genies, wverbunden mit grofsem
Fleils und Geschicklichkeit, sey, ist schon dar-
aus klar, dals sie auch unter den guten Che-

*) Bestatigt es sich, dals der problematische Stoff,
den man vermittelst der Voltaschen Siaule aus den
Alkalien abscheidet, metallisch sey, so braucht
deswa_-gml in  einem mit Kritik gcschrieimuen
Lehrbuche der Chemie auch nicht eine einzige

Periode abgeindert zu werden; sondern es exhale
blofs der Abschnitt von den alkalischen Grundla-
gen und von den Metallen einige Zusitze,
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mikern so wenigen mit dem seltenen Erfolg
eines Klaproth oder Vanquelin gelingt. Ein an-
derer Stoff zu praktischen Arbeiten liegt in den
kimstlichen Producten der Wissenschaft selbst.
Noch sind lange nicht alle mogliche Mischungen
der Grundstoffe bekannt; von andern kennt man
noch micht genau, entweder die Bestandtheile
oder das quantitative Verhaltnils derselben. Be-
sonders ist die letzte Arbeit weitlauftig und
schwierig, aber fiir die Theorie von grolser
Wichtigkeit. Endlich gehoren hierher die Ver-
suche, die bis jetzt unzersetzten Grundstoffe zn
zerlegen: eine Arbeit, bei der wir, wie die vie-
len fruchtlosen Anstrengungen einiger Chemiker
zu beweisen scheinen, mehr von dem gluckli-
chen Zufall, als von dem Fleils und Genie wer=
den erwarten mmussen.

Die theoretischen Untersuchungen sind in
dem Gebiete der Chemie beinahe ganz mneu, und
haben daher, wenn ich so sagen darf, noch
nicht das volle Burgerrecht erhalten, weil die
frihern Versuche dieser Art micht geeignet wa-
ren, den Chemikern Vertranen zu dieser unge-
wohnten Ansicht ider Gegenstinde einzuflolsen.
Es wird daher nothig seyn, etwas umstindlicher
ither diesen Gegenstand zu reden, Bergmans
Verwandschaftslehre verdient Achtung als erster
Versuch; aber ihr Urheber war nicht genug Ma-
thematiker, um seiner Theorie vollkommene Be-
stimmtheit und innere Haltbarkeit zu geben.
Indessen fand sie Beifall durch ihre grofse Ein-
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fachheit und durch die Vortheile, welche sie auf
den ersten Blick versprach; sie ging daher in
alle Lehrbuicher uber, und herrscht darin bis
auf den heutigen Tag. Dals die Erfahrung mit
der Theorie nicht harmonire, mnahm Bergman
selbst wahr, aber er versuchte die auflfallendsten
Abweichungen durch sinnreiche Hypothesen oder
durch die Betrachtung besonderer mitwirkender
Umstinde als erkliarliche Anomalien darzustellen.
Zu eben dem Zwecke haben andere Chemiker
nach ihm ihren Scharfsinn erschopft, aber ohne
gedeihlichen Erfolg; es giebt eine Menge von
Versuchen, welche dieser Theorie geradezu wi-
dersprechen, andere, die nur durch unnaturliche
Kunsteleien mit ibhr zu vereinigen sind, keinen
einzigen, dessen Erfolg man ohne einen Cirkel
im Schlielsen zu begehen, aus dieser Theorie
voraussehen konnte.

Nach Bergman haben sich, in England
Kirwan, in Frankreich Guyton Morvau, und be-
gonders in Deutschland Richter, sehr eifrig mit
theoretischen Untersuchungen beschaltigt. Aber
sie gingen alle bei ihren Arbeiten von dex
Bergmanischen Theorie und zum Theil auch
von anderweitigen nuricluig{:ll Hypothesen aug,
Daher war der Erfolg ihrer Arbeiten nicht so
bedeutend, als man hatte erwarten sollen. Das
wichtigste hat unstreitig der deutsche Chemiker
geliel‘ert, Es macht seinemi Scharfsinn Ehve,
dals er zuerst die merkwiirdigen Neutralititsge-

]
&

setze wahrnahm, welche aus der ganz einfachen
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Beobachtung flielsen, dafs neutrale Mischungen
gsich nie anders, als neutral zersetzen. Auch
verdanken . wir ihm eine wunendliche Menge
quantitativer Bestimmungen von Mischungsver-
haltmissen, deren Werth sich indessen erst mach
oftmaliger sorgfaltiger Wiederholung aller Ver-
suche wird bestimmen lassen. Es ist in der
That zu beklagen, dals dieser sinnreiche Kopf
sich durch eine nicht genug gezigelte Phanta-
sie ofters zn Chercihmgen und schimarischen
Vorstellungen hat verleiten lassen; auch war es
weder fur die Wissenschaft, noch fur die Aner-
kennung seiner eigenen reellen Verdienste zu-
triglich, dals er seinen -Vortrag mit algebrai-
schen Formeln uiberlud, die sehr oft nicht aus
der Tiefe geschopft waren. Durch alle diese
Arbeiten wurde die Bergmanische Theorie
nicht verdrangt, sondern im Gegentheil ihre
Mangel kunstlich verschleiert. Man hat sie da-
her in allen Lehrbiichern beibehalien, auns Ge-
wohnheit und in Ermangelung von etwas Bes-
serem. Das letzte ist indessen gegenwartig
nicht mehr der Fall, seitdem Berthollets Scharf-
sinn theils die Widerspriuche und die ginzliche
Unbhaltbarkeit der Bergmanischen Theorie un-
widerleglich dargethan, theils an ihrer Statt
Grunidsatze aufgestellt hat, deren Richtigkeit um
so einleuchtender wird, je tiefer man in sie
eindringt und je mehr man sie mit der Erfah-
rung vergleicht. Zwar umfassen diese Grund-
sitze moch nicht das ganze Gebiet der Chemie
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mit gleichem Erfolg; aber sie verbreiten doch
iilber einen grofsen, wichtigen und wohlbe-
granzten Theil derselben ein auffallendes Licht,
namlich wber alle Erscheinungen, bei welchen
sich nichts, als das Spiel wahrnehmbarer, wig-
barer Stoffe zeigt; also besonders uber die weit-
laufrige und dulserst wichtige Lehre von den
Salzen, wo Berthollets Grundsitze sogar eine
vollstindige und strenge mathematische Theorie
moglich machen wirden, wenn nicht hiebei
zum Theil Krifte mitwirkten (besonders Cohi-
sionskrifte) deren Bestimmung durch Mals und
Zahl sehr grofse Schwierigkeiten hat. Awuch den
Einflufs der Wirme auf die chemischen Erschei-
nungen hat Berthollet mit so befriedigender
Klarheit anseinandergesetzt, dals es sichtbar
wird, es fehle uns auch hier zu einer strengen
und vollendeten Theorie nur an einer genauen
Bestimmung ihrer Wirkungen nach Zahl und
Mals. Es wird indessen immer sichtbarer, dals
aulser der Warme auch das Licht, die Electri-
citait, und wer weils was noch fiir unsichtbare
Krifte, bei vielen Erscheinungen mitwirken,
iiber welche man eine volle Aufklirung nicht
eher erwarten darf, als bis es dem mnenschli-
chen Geiste gelungen seyn wird, die Gesetze
dieser unsichtbaren Krifte zu enthillen. Wie
geht es zu, dals diese Theorie, welche die Ge-
schichte einst als eine Epoche in der Wissen-
schaft auszeichnen wird, bei den meisten Che-
anikern, selbst in Frankreich, nicht die lebhafte
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Aufnahme Andet, welche sie verdient? Vielleicht
erklirt sich die Erscheinung durch folgende Be-
merkungen: 1) Die Unbrauchbarkeit der bishe-
rigen Theorie hat nicht nur Mifstrauen gegen
alle Theorien erregt, sondern das Bediufnils hat
die Theorie in einem gewissen Sinn entbehylich
gemacht: die vollstindige empirische Kenntnils
vou dem Verhalien eines jeden Reagens gegen
alle iibrige Stoffe vertritt ihre Stelle und macht,
dals der Chemiker beinahe eben so sicher arbei-
tet, als ob er eine Theorie hatte: 2) Der Urhe-
ber der neuen Theorie, der eben so bescheiden
als scharfsinnig ist, nennt seine Theorie einen
Versuch, und gesteht, dals sie nicht erschopfend
sey; aber leider hat die Bescheidenheit in un-
serm Zeitalter immer das Schicksal, kein Zu-
trauen zu erwecken: 3) Berthollets Theorie ist
in der That schwierig; sie macht es sichtbar,
dals die Theorie der Chemie so einfach nicht
seyn kann, als man bisher glaubte, dals man
nit einer einzigen Verwandschaftskraflt mnicht
ausreicht, und dals bei dem einfachsten Versuch
mehrere Krifte, die sich nicht isoliren lassen,
in Betrachtung zu ziehen sind, um uber den
Erfolg gehorig zu uriheilen. Auch wird es
sichtbar, dals iman eine Theorie der Chemie
nicht wird wvollenden kénnen ohne Beihulfe der
Mathematik, mit der sich angelegentlich zu be-
schaftigen die Chemiker m ihremw Gebiete bisher
sehr wenig Veranlassuwug gehabt haben. 4) In
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Umstand hinzu, dafs kurz nach der Erscheinung
der Bertholletschen Verwandschaftslehre einige
junge Chemiker die Feder ergriffen, um tuber
oder wider dieselbe zu schreiben, offenbar zu
fraih und ohne den "Gcgenalmu{ durchdrungen
zu haben; ein Verfahren, das offenbar der gue
ten Sache der Wahrheit und Wissenschaft nicht
forderlich seyn kann. Endlich muls ich noch
bemerken, dals die theoretischen Untersuchune-
gen in diesemw Felde untrennbar mit den aller=
feinsten Experimentalarbeiten zusammenhingen,
wie uberall in der Naturlehre, wenn es auf
Festsetzung und Berichtigung der ersten Grund-
satze ankommt. Alle Schwierigkeiten reiflich
erwogen, so sage ich micht zu viel, wenn ich
behaupte, dals das ganze Leben und die ange=
strengte Kraft der besten Képfe erfoderlich seyn
wird, wum der Theorie diejenige Vollkommen-
heit zn geben, deren sie emplanglich ist,

6) Organische Naturlehre.

Die organische Naturlehre ist dex
dritte Theil der hesondern Physik. Es ist son-
derbar, dals der menschliche Geist oft so viele
Schwierigkeiten findet, gewisse Begriffe, die sich
ithm selbst aufzudringen scheinen, rein und De-
stimmt aufzufassen *). Der unendliche Unter=

*) Eine .“l"s{i!l{'iltlllll_“' die viel h.luﬁ]{_{:r vorkommt,
als man glaunben sollte. Die zweite und dritte
Abhandlung werden sogar Beispiele im Feld der
veinen Mathematik bemerklich machen.

[4]
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schied des nichtorganischen wund organischen
s;nric.ht sich aus in jedem Stein, --in jeder
PAanze, in jedem Thier; und doch hat man
erst in unserm Zeitalter wahrgenommen, dals
es unnmgi%nglicll nothwendig sey, die Untersu-
chung der organischen Wesen, als einen eigen-
thiomlichen Theil der Naturlehre, abgesondert
21t behandeln. Wie sehr man vormals den Uns
terschied organischer und mnichtorganischer Er-
scheinungen verkannt habe, ist daraus klar, dals
man sich von jeher so viel Mithe gegeben hat,
die organischen Erscheinungen blofs als das
Produkt mechanischer und chemischer Krifte
darzustellen. Wunderbar, dals es mnoch jetzt
Physiologen giebt, welche in der Bildung fester
ﬂl'ganisdwr Theile mnichts, als Crystallisatio=
nen *), in der Entstehung organischer Sifte
nichts, als chemische Mischungen erblicken.
Ein grundliches Studium der Mechanik und
Chemie mufs jeden unbefangenen Kopf iiber-
zeugen, dals alle Mechanik nicht hinreicht, ein
einziges Blurgcfi{fs; dals alle Chemie nicht hin-
reicht, einen einzigen Tropfen Blut zu erzeu-
gen; dals in diesem gulu_-i]nnil‘ﬂ-’t‘alien Theil der
Schopfung eine hohere Art von Kraften und
unsichtbare Stoffe, deren Daseyn wir nur ahnen

konnen, eine Rolle spielen.

*) Worter sind freilich an sich willkiahrlich; aber
sie sind es nicht mehr, wenn sie dienen, Vorur-
theile fortzupflanzen.
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Noch giebt es kein einziges Werk, elches

den Versuch enthielte, die ganze organische N a-
turlehre, auch nur in ihren allerersten Ele-
menten, zu umfassen. Nur einzelne Theile sind
bearbeitet; das Ganze existirt erst in der Idee:
aber der Umfang der bearbeiteten Theile macht
schon jetzt sichtbar, von welchem: unermelslichen
Umfang das Ganze einst seyn werde. So tiefes
Dunkel indessen mnech auf einigen Gegenden
dieses Gebietes, besonders auf den ersten Wig=
senschaftlichen Begriffen und Grundsitzen , liegt,
so lassen sich doch die grolsern Abrhcihmgén
desselben schon jetzt ziemlich bestimmmt und
deutlich unterscheiden,

Dals man bei einer vollstindigen Bearbei-
tung dieser Wissenschaft die Naturlehre der
Pflanzen und Thiere ginzlich werde trennen
mussen, fallt in die Augen. In jeder dieser
beiden Wissenschalten aber wird sich, wie es
mir scheint, alles wunter drei Titel bringen
lassen.

a) Den ersten Theil nenne ich den me=
chanisch-o rganischen. Sein Gegcnsland ist
die Kenntnifls der rimmlichen Erscheinungen im
organischen Korper, also der Bau derselben.
Es ist mit einem Worte das, was man Anatog-
mie der organischen Korper nennt.  Dils ist
der am meisten angebaute Theil der Organi«
schen Naturlehre, weil schon im Alterthume der
Arzt einsah, dals ihm die Kenntils von dem

Bau des menschlichen Korpers unentbehrlich sey.
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Dieser Theil der Naturlehre hat eines Gliickes ge-
nossen, dessen sich kein anderer rithmen kann,
nimlich, dals er von seinem ersten Ursprung
an auf keinem andern als dem richtigen \Ve;_'u.,
auf dem Wege der Beobachtung und Erfahrung
bearbeitet werderi konnte, indem es auch dem
stumpfesten Kopfe einleuchten mufste, dals hier
nur die Sinne und das Messer, nicht metaphy-
sische Verniinfteleien anwendbar sind. Wer
sollte also mnicht glauben, dafs mach den Jahr-
hunderte lang fortgesetzten Arbeiten der scharf-
sichtigsten Beobachter, die Wissenschaft vollen-
det seyn musse? Und doch findet der einsicht-
vollste Zergliederer, selbst im Bau des einzigen
menschlichen Korpers, fortdauernd unerschopili-
chen Stoff zu neuen Entdeckungen. Und was
ist der einzige menschliche Korper gegen den
ungehemgen Umfang des ganzen Thier - und
Pfanzenreichs? Wer sich einen angemessenen
Begriff von diesem Umfange machen will, der
betrachte Lionees Werk uiber die Weidenraupe,
and werfe dann einen Blick auf das zahllose
Heer von PHanzen und Thieren, die neben uns
diesen Erdball bewohnen.

b) Den zweiten Theil nenne ich den che-
misch-organisc hen. Er untersucht die ma-
terielle Beschaffenheit aller Stoffe, die entweder
in den organischen Korpern enthalten sind, oder
ihnen ihren Ursprung verdanken; er st it ei=
nem Worte die chemische Untersuchung der or-
ganischen Koérper.  Nichts ist mehr geeignet,
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den Unterschied des Organischen und Anorga«
nischen sichtbar zu imachen, als die Resultate
der neuern Chemie uber diesen Gegenstand.
Von der ganzen Anzahl korperlicher Grundstoffe
sind es kaum vier bis finf, aus welchen die
Natur die ganze unendliche Mannigfaltigkeit or=
ganischer Stoffe mischt; aber alle diese Mischun-
gen tragen in jeder Bezielung cinen so eigen-
thiimlichen Character an sich, dals wohl kein
grindlicher Chemiker ihren wesentlichen Unter-
schied von chemischen Mischungen verkennen
kann. Der Chemiker kann sehr leicht den or-
ganischen Stoff zerstoren, und ihn bis in seine
Grundstoffe zerlegen; aber er kann ihn nie aus
diesen Grundstoffen wieder zusammensetzen; ja,
er kann bei einer stufenweise fortschreitenden
Zerlegung auch nicht einen einzigen vorwirts
gethanen Schritt wieder riickwiris thun. Die
organische Mischung kann lediglich nur in den
Gefilsen des organischen Korpers entstehen,
und urspringlich nur wihrend und durch das
organische Leben. Dals aber der ganze Umfang
eigenthimmlicher Erscheinnngen, wodurch @ sich
Pflanzen und Thiere bis zum Menschen herauf
auszeichnen, weder blofs rdumliche, d. i. me-
chanische, noch blofs materielle, d. i. chemische
Erscheinungen, mit einent Worte, nicht blofs
dulsere Erscheinungen, sondern innere durch
hohere unsichtbare Krifte bewirkte seyn; dils
liegt in der ganzen Geschichte jedes organischen

Wesens, dils liegt in den Erscheinungen des



54

thierischen Lebens, dils liegt vor allem in den
Erscheinungen des Empfindens, Denkens und
Wollens, so wie sie uns unser eigenes Selbstbe-
wulstseyn unmittelbar darbietet, so klar vor
Augen, dals es schwer zu begreifen ist, wie ein
denkender Kopf in seinen eigenen Gedanken
nichts, als Bewegungen der Fibern des Gehirns,
oder chemische Mischungsverinderungen seiner
Safte sehen konne. Ich bin uiberzeugt, dals ein
grundliches Studium der Mechanik, Chemnie,
Mathematik und Philosophie Milsgriffe  dieser
Art unmoglich mache.

Ich holfe, diese wenigen Bemerkungen wer-
den es hinreichend sichtbar machen, dals die
Untersuchung der organischen Stoffe, als solcher,
ein ganz eigenthimliches und sehr schwieriges
Geschaft sey, welches nicht nur sehr viehum-
fassende griindliche Kenntnisse und Geschicklich-
keiten, sondern in der That einen ganz eignen
innern Beruf des Genie’s voraussetzt. Eine sol-
che Untersuchung, welche zur festen Grundlage
dienen soll, einer Wissenschaft, die grofsten-
theils noch meu, aber die wichtigste von allen
Theilen der Naturlehre ist, eine solche Unter-
suchung zu einem blofsen Anhang der Chemie
zu machen, kann nur so lange verzeihlich seyn,
als man das wahre Verhilmils der Dinge moch
nicht deutlich eingesehn hat.

c) Der dritte Theil der organischen Natur-
lehre ist der physiologische. Sein Zweck
ist: die Gesetze der organischen Kriifte zu ent-
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hillen, Er soll also ganz eigentlich die Theo-
rie der organischen Naturlehre enthalten, Ohn-
geachtet das Bedurils schon seit Jahrhunderten
gereizt “hat, wenigstens die Physiologie des
menschlichen Korpers zu studiren, so muls man
dennoch gestehen, dals diese Wissenschaft bis
jetzt mehr in der Idee, als in der Wirklichkeit
vorhanden ist. Das ewige Wechseln der soge-
nannten Systeme {das rechte Wort heilst Hy-
pothesen) ahnlich dem, was wir auf dem Felde
der speculativen Philosophie wahrnehmen, be-
weist in jedem Fall, dals man in einer Wissen~
schaft noch nicht einmal den richtigen Weg der
Untersuchung, geschweige denn feste Wahrheit
gefunden habe. Aber ich bin iuiberzeugt, dals
die Zeit einst kommen werde, wo man, gelei-
tet durch ein grundliches Studium aller uibrigen
Theile der Naturlehre, durch Beobachtung des
Weges, auf welchem man hier Wahrheit gefun-
den hat, durch ein tieferes und philosophisches
Studinm der Mathematik, wodurch man allein
zur vollendeten Deutlichkeit in Begriffen gelan=
gen kann, wo man, sage ich, durch diese Hiilfs-
mittel geleitet, es allgemein anerkennen wird,
dals man in diesem Gebiete der Naturlehre so
wenig als in irgend einem andern durch Specu-
lation, sondern nur durch mihsame Zergliede-
yung sicherer Erfahrungen festen Fulstrite ge-
winnen konne. Aber wahr ist es, dals es in
dem ganzen Umfang menschlicher Wissenschat-
ten kein Gebiet giebt, wo es schwerer ist, sichere
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Beobachtungen, Versuche und Erfahrungen zu
machen, als in der Physiologie.  Selbst die
speculative Philosophie kampft mit geringern
Schwierigkeiten. Denn was in unsermi Bewulst=
seyn liegt, lalst sich gar wohl beobachten
und zergliedern, sogar noch leichter, als der
Chemiiker einen Korper analysirt, Der Physio-
loge hingegen soll das Innere eines lebenden
organischen Wesens studiren, dessen Auflse-
res ihm nur seine Sinne zeigen; er soll Ver-
suche mit demselben anstellen, d. h. er soll al-
lerlei mechanische wund chemische Mittel auf
dasselbe wirken lassen, und sehen, welche Wir=-
kungen sie haben; aber die Beobachtung hat
gelehrt, dals alle diese Mittel in dem lebenden
organischen Wesen nach ganz andern, noch vol-
lig unbekannten Gesetzen wirken, als in der
todten Natur; wund da jedes organische Wesen
selbst, in einem ununterbrochenen Wechsel von
Verinderungen begriffen ist, und in einer un-
trennbaren, zun seiner Existenz mothwendigen,
Verknupfung mit der Aussenwelt steht, so kann
der Beobachter sogar hei keinem einzelnen Ver-
such mit Sicherheit wahrnehnien, ob eine Er-
scheinung, die er vor sich hat, eine Wirkung
seines Versuchs, oder zufallig einwirkender Um-
stande sey. Nur dann erst, wenn er tausend-
mal beobachtet, tausendmal den Versuch wie~
derholt hat, kann er dahin gelangen, wohin der
Chemiker meistens durch einen einzigen ge-
langt, zu wissen, was das angewendete Mittel

un

\éh

i
be:
Vil
i
gen
tund,



(Hl=
£ily
(anm
Vere
t Ere
kung
Ume
sende
Wie=
n der
fiteel

57

wirke.. Aber Schwierigkeit einer Sache ist nicht
Unmoglichkeit. Liefse sich auch aus der gan-
zen Physiologie nichts anderes zum Beweis der
Moglichkeit, auf dem Wege der Erfahrung zur
Wahrheit zu gelangen, anfuliren, als der Be-
griff der Reizbarkeit, den Haller offenbar nur
auf dem Wege der Beobachtung finden konmnte,
und der ewig als ein Grundsatz fiir die Physio-
logie feststehen wird, so wiwrde dieses einzige
Beispiel schon hinreichend seyn, den richtigen
Weg vorzuzeichnen, den der Physiologe neh=
men mulfs. Aber unstreitig werden noch Jahr-
hunderte verstreichen, ehe man sich auch nur
der richtigen Methode zu beobachten und Ver-
suche zu machen in einem gewissen Grace von
Vollkommenheit bemichtigen wird.

;ff]gf;meéue Naturilehre

Wir haben die Theile der besondern Natur-
lehre durchlanfen; es folgt die allgemeine
Physik. Sie hat es nicht, wie die besondere,
mit einzelnen Klassen wvon N;il111‘ursrlu+inunf_-m:
zu thun.. Vor ihr liegt das ganze grofse Buch
der Natur aufgeschlagen; sie soll im Zunsam-
menhang die Charactere lesen, deren Alphabet die
besondere Naturlehre untersucht. Sie zerfallt
von selbst in zwei Theile. Die Naturerschei-
nungen, in welche sie Licht und Ordnung brin-
gen will, sind entweder diejenigen, welche uns

zundchst wingeben, welche wir it allen unsern
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Sinnen beobachten konnen, oder es sind diejeni-
gen, welche sich jenseits unsers Luftkreises blols
dem Auge aus unermelslicher Ferne zeigen, Sie
ist also theils physische Erdkund(:, theils
Astronomie, beide nach ihrem ganzen Um-
fange genommen.

7) Physische Erdkunde.

Die physische Erdkunde betrachtet den
Bau unsers Erdballs und aller seiner Theile.
Von der Mineralogie unterstutzt, betrachtet sie
zuerst seine festen Massen, den Bau und Gang
des Urgebirgs und des Ganggebirgs, die vulka-
nischen Berge, die Schichtungen der Flotzhiigel
und des HAachen Landes, selbst ins Inmere der
Erde wagt sie, so weit es ihr vergomnt ist, ei-
nen Blick. Minder beschrinkt verweilt linger
ihr Blick auf der weit ausgedehnten Oberfliche,
wo er nmichis als organische Wesen, und selbst
in der obersten Schichtung des Bodens fast
nichts, als Stoffe organischen Ursprungs wahr-
nimmt. Staunender fand schon ihr Blick, selbst
in der Tiefe, Uberreste fritherer organischer
Schopfungen, welche wunderbare Ahnungen von
wechselnden Schopfungen erregen. Von den
festen Massen geht die Betrachtung zum Wasser
oiber, das in einem ewigen Kreislanf, nicht un-
ihnlich dem Umlauf des Blutes, begriffen ist,
indemy es sich als Dunst in den Luftkreis er-
hebt, als Regen und Schnee zuruckkehrt, und
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durch Quellen, Biche und Flisse, wie durch
Adern dem ewig bewegten Ocean zustromt, der
selbst unzihlbaren Schaaren organischer Wesen
zum Aufenthalte dient. Das Luftmeer, welches
unsern Erdball wmfliefst, ist ein reichhaltiger
Gegenstand der Betrachiung. Die physische
Erdkunde untersucht die Mischung, die man-
cherlei Bewegungen desselben und die zahllosen
chemischen, elektrischen und optischen .Erschei-
nungen, die wir Meteore nennen. Endlich,
nachdem sie die grolsen Theile des Erdballs be-
trachtet hat, wirft sie mnoch einmal den Blick
auf das Ganze zuruck, entlehnt von ihrer
Schwester, der Astronomie, die Kenntnils der
Gestalt, . der Grilse und der Bewegungen des-
selben, und zeigi, wie die wechselnde Einwir-
kung des allbelebenden Sonnensirahls in. jedem
Theile derselben den Wechsel des Tags und dex
Jahreszeiten hervorbringt. Kein Theil der Na-
turlehre ist mehr geeignet, demw Menschen die
Schranken seiner Erkenntnils fuhlbar zu ma-
chen. Wihnt er vielleicht, in der besondern
Naturlehre eine bedeutende Hohe erklimmt zu
haben, so fiihlt er hier fast auf jedem Schritt,
wie grols der Umfang dessen sey, was er nicht
weils.  Fast iiberall mufls er sich begnugen zu
sagen: so ist es. Selten nur kann er das wie?
und warum? beantworten. Nur einzelne Stel-
len im grofsen Buche der Gottheit kann er ent-

ziffern, das Ganze bleibt ihm immer und ewig
ein unbegreifliches Wunder; aber jede Stelle, die



6o

er lesen kann, sey ihm hoch und heilig; denn
jede 1t — ein Gedanke der GUHllL‘ilE- Wenn
jeder Blick zur Erde den Menschen an seine
Verwandschaft mit dem Staube erinnert, so
lifst ihn jeder Blick zum Himmel seinen
hohern Ursprung, seine hohere Bestimmung,

ahnen.

§) Astronomie,

Die Sternkunde, sie ist der Triumph des
menschlichen Geistes, eine lange Stelle 1m
Buche der Natur, rein und lichtvoll aufgeklart
durch die tiefsten Geister die lebten, zwar nicht
jedem zuganglich, aber wm desto ehrwurdiger
und heiliger, die letzte Stelle 1m Duche der
Natur, die mit einem Blick das Weltall um-
falst. Weislich liels die allgiitige Mutter uns
am Firmament nur das Begreifliche, nur das
dem menschlichen Geiste Zugingliche, die Be-

wegungen der nihern Weltkorper sehen, um
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mwns den Aufschwung zu der hohen Idee
Unendlichen zu erleichtern. Aber deutlich ge-

r

nug zeigt sie uns in jedem Irrstern einen
Erdball, in der Sonne einen Weltkorper hohe-
ven Ranges, in jedem Lichtstern eine Sonne,
and zaubert dadurch wundersame Ahnungen
iiber Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft ins
Herz. Sie wollte uns einladen, die Allgutige,
sie wollte uns reizen, imer tiefer einzudrin-
gen in dic Wunder der nihern Natur, und uns
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so auf einen Weg Ffithren, wo Ewigkeiten hin-
durch fortgesetztes Strehen uns dem hdéchsten
alles Genusses, dem Anschauen des Al und des
Einen entgegenfithren kann.

Aller dieser Wissenschaften Inbegriff ist
die Naturkunde! Aber haben wir ihren Umfang
auch wirklich erschopft? Ist nicht alles, was
ist, Natur? Ist nicht auch des Menschen Geist
ein Theil der Natur? Ja sg ists. ikmpirische
Seelenlehre ist Naturbeschreibung des Gei-
stes; speculative Philosophie, gelangt sie
einst zur Wirklichkeit, so wird sie nichts seyn,
als die Naturlehre de= geistigen Krifte.
Vernunftlehre und Mathematik sind schéne schon
vollendete Theile derselben. Auch Geschichte,
ist sie etwas anderes, als fortgefithrte Naturge-
schichte des menschlichen Geistes? Auch Alter-
thumskunde, ist sie etwas anders, als eben diese
Naturgeschichte des Geistes aus einem schénen
Zeitranme der Vergangenheit, vorziiglich geeig-
net, das Hohe, das Geistige, das heilige Idea-
lisché, wonach jedes edlere Herz strebt, gleich-
sam herabzuneigen zur Wirklichkeit, und so
den Geist fur dasselbe zu erwarmen und zu
beleben? Ja, es, giebt nur eine Wissenschaft!
sie heifst Naturkunde. Was wir Wissen-

schaften nennen, sind nur Lweige der einen,
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verbunden durch ein schwesterliches Band, jede
die andere ehrend, keine die andere zuruck-
stofsend, keine der andern die Hulfsmittel ent-
ziechend, deren sie bedarf, wum in gleichem
Schritt emporzuklimmen zu den Hohen des
Lichts, die lieblich und liebevoll das Auge des
Sterblichen reizen, sollte auch die geheimnils-
volle Hand, die uns leitet, mur das Geschlecht,

nicht den Einzelnen zum Ziele fuhren.
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*einer idealischen Ubersicht der
Mathematik nach ihrem ganzen

Umfange.

Die Mathematiker pflegen bekanntlich selten
sich des zusanumenhangenden Vortrags zu  be-
dienen, sondern sie zerstiickeln den Vortrag in
einzelne Satze; und soll die Form schulgerecht
seyn, so setzen sie uber jeden Satz, Aufgabe,
Grundsatz, Lehrsatz u. s. £.  Der grolste Theil
der Leibnitz - Wolfischen Schule glaubte in der
punktlichen Beubuchtung dieser Form» den Grund
von der absoluten Gewilsheit der Matheniatik
zu finden, und hoffte daher, durch Nach-
ahmung derselben, die mathematische Gewils=
heit auch auf andere Felder des menschlichen
Wissens verpflanzen zu koénnen. Der Versuch

ist nmicht gelungen; entweder fithrte er nicht
zum Ziele, wie in der speculativen Philosophie,
eder er wurde licherlich, wo man ihn sonst

(5]
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auszufuhren unternahm. Man ist jetzt wohl all-
gemein uberzeugt, dals diese Methode nur das
siulsere Fachwerk der Wissenschalt sey. Aber
merkwirdig ist es immer, theils, dals andere
Wissenschaften dieses Fachwerk micht anneh-
men, theils, dals es die Mathematik fast noth-
wendig zu fodern scheint. Es kann daher nicht
ohne Interesse seyn, dieses Fachwerk etwas na-
her zu beobachten.

Die Logiker sagen uns: ein Grundsatz
bedinrfe keines Beweises, ein Lehrsatz sey
dessen bedirftig; eine Aufgabe fodere etwas,
wozu Auflosung und Beweis nothig sey; ein
Postulat fodere etwas, wozu man kemes von
beiden bediuwfe. Fragt man, wie das zugehe ?
go sagen sie, dals gewisse Satze unmittelbar
und durch sich selber deutlich seyn, andere
nicht. Dils alles ist richtig, aber es bleibt noch
immer die Frage iibrig, wie geht es zu, dals
gewisse Sitze unmittelbar deutlich sind, andere
nicht? Ich erinnere mich nicht, hieruber irgend-
wo etwas befriedigendes gefunden zu haben;
da es aber mein Geschick gebietet, mich mit
jedem Jahre wieder in den Elementen, wie in
einem Wirbel, herumzudrehen, so habe ich es
mir zu einer heiligen Pflicht gemacht, die Kraft,
welche ich der Erweiterung der Wissenschaft
nur selten opfern darf, wenigstens durch unab-
lissiges Streben nach vollendeter Deutlichkeit in
den ersten Begriffen ihrer festesten Begrindung

zu widmen. Meine gegenwirtige Ansicht von

oder
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dem TFachwerk der Mathematik ist kiuzlich
folgende:

Der nnmittelbare Zweck jedes einzelnen
mathematischen Satzes ist dreifach: 1) Vollen=
dete Deutlichkeit im Begriff einer Gro-
[se, (z. B. Erklirung des gleichseitigen Dreiecks,
oder Erklirung einer Quadratzahl); <) Her-
vorbringung einer Grilse, dem Begriffe
gemals ( Construction  eines gleichseitigen
Dreiecke; Erhebung einer Zahl zum Quadrat);
3) Exrweiterung der Kenntnifls einer Gro-
fse durch Bemerkung von etwas, das in
der construirten Grofse liegt, ohne im
Begriff gedacht zu seyn (z. B. Bestim-
mung der Winkel im gleichseitigen Dreieck,
oder Untersuchung des innern Baues einer Qua-
dratzahl aus Theilen der Wurzel).

Die meisten Grolsen, welche der Mathema-
tiker betrachtet, sind zusamumengesetzt, d. h.
ihre Vorstellung ist aus ungleichartigen Vorstels
lungen gemischt. (So liegen in der Vorstellung
des Dreiecks die Vorstellungen, Fliche, Linie,
Begranzung u. s. f. in der Vorstellung der Qua-
dratzahl die Vorstellungen von Produkt, Facto-
ren, Gleichheit u. s. I.) Wenn sich in irgend
einem Object ungleichartice Bestandtheile unter-
scheiden lassen, so muls jeder dieser Bestand-
theile fur sich betrachiet, etwas gleichartiges
seyn. Was aber durchans gleichartig ist,

nenne ich materiell =einfach. Die Vermi-

schung des Ungleichartigen setzt also das Dae
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seyn des Gleichartigen oder materiell - Einfachen
voraus. Also mussen allen mathematischen Be-
griffen einfache Begriffe zum Grunde lie-
gen, d. h. Begriffe, die etwas durchaus Gleich-
artiges vorstellen. Von dieser Art sind in der
Geometrie die Begriffe von Punkt, Linie,
Fliche, Raum, in der Arithmetik Einheit und
Vielheit.

Auf diesem Unterschied einfacher und zu-
sammengesetzter Begriffe von Grolsen, verbun-
den mit dem obigen dreifachen Zweck der
Sitze, bernht die Eintheilung aller mathemati-
schen Sitze, und man ubersieht schon, dals
wir sechs Arten derselben erhalten mussen, drei,
die es mit einfachen Begriffen, und drei, die
es mit zusammengesetzten Begriffen zu thun
haben.

Die Natur und unser eigenes Vorstellungs-
vermogen geben uns allezeit das Zusammenge-
getzte frither als das Einfache; denn die allge-
meine Aufgabe, welche die gesammte &dufsere
und innere Wirklichkeit dem Verstande vorlegt,
ist eigentlich, in dem Zusammengesetzten das
Einfache zu erkennen. Ich will daher von den
zusammengesetzten Begriffen zuerst sprechen.

1) Erklarungen, (definitiones) sind Zer-
legungen eines zusammengesetzten Begriffs in
einfachere; soll die Erklirung absolute Deut-
lichkeit geben, so mussen die einfacheren Be-
griffe, die sie enthilt, von neuem zerlegbar
seyn, bis zum schlechthin einfachen. (Z. B.
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Quadrat ist — ein Parallelogram — ein gleich-
seitiges — ein rechtwinkeliches; Parallelo-
gram ist ferner — eine vierseitige Figur —
eine parallelseitige; Figur endlich ist — eine
Fliche — eine begrinzte. Offenbar sind difs
lauter Zerlegungen der Vorstellungen, die bis in
das ganz einfache fortgefithrt werden konnen.)

o) Eine Aufgabe (problema) ist die Fo-
derung, eine zusammengesetzte Grifse zu con-
struiren.  Ein zusammengesetztes Object kann
nur durch eine zusamumengesetzte Operation
construirt werden; eine zusammengesetzte Ope-
ration setzt das Daseyn einfacher Operationen
voraus; die Aufgabe muls folglich eine Awflo-
sung haben; d. h. sie muls mir sagen, welche
einfache Operationen und in welcher Ordnung
ich sie verbinden misse, um das zusammenge-
setzte Object zu erhalten.  Sie bedarf auch ei-
nes Beweises; denn sie mufs mich uberzeugen,
dafs ich durch das vorgeschriebene Verfahren
wirklich und wvollstindig und genau das durch
den Begriff bestimmte zusammengesetzte Object
erhalte,

5) Ein Lehrsatz (theorema) ist ein Satz,
welcher behauptet, dals in einer construirten
Grofse etwas enthalten sey, was zwar durch den
Begriff bestimmt war, aber in demselben mnicht
gedacht wurde. Dals sich zwei Sehnen im
Kreise in proportionale Stiicke schneiden, oder
dals die Quadratwurzel einer ganzen Zahl, die
eich nicht unter den ganzen Zahlen findet, sich




iiberall nicht ohne Fehler in Zahlen ausdriicken
lasse, difs sind Eigenschaften -zusammengesetz-
ter Objecte, die offenbar im Begriffe derselben
nicht gedacht wurden. — Dals ein Lehrsatz
eines Beweises bedurfe, bedarf selbst keines
Beweises.

Bei einem einfachen Object findet der-
selbe dreifache Zweck statt, den wir eben ange-
geben haben; vollstandige Deutlichkeit in der
Vorstellung, Construction und erweiterte Kennt=-
nifs. Wir haben aber, wie es scheint, nur zwei
Classen von Siitzen fur sie iibrig: Postulate fur
die Construction, und Axiome far die Erweite-
rung der Erkenntnils iiber den Begriff hinaus.
Indessen findet sich die dritte Classe leicht ge-
nug auf. Sie liegt in der Classe der Definitio=
nen. Jedermann weils, wie viel man an der
Delinition einer geraden Linie gekiumtclt hat,
ohne eine befriedigende zu finden. Aber die
gerade Linie und die Linie uberhaupt, ist nicht
das einzige, was sich nicht definiren lafst. Eu-
klides Delinition vom Punkt, palst eben so gut
auch auf den Zeitpunkt, und enthalt uberdieses
kein einziges positives Merkmal, also keine
wahre Zergliederung des Begriffs. Seine Defini-
tion von der Ebene ist ein Grundsaiz, keine
Definition. Kurz es ist sichtbar, dals Punkt,
Linie, Fliche und Raum lauter einfache,
und in sich selbst gleichartige Vorstellungen

sind, die eben deswegen keine Definition zu-

lassen, weil die Definition eine Zergliederung
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des ungleichartigen ist. Man muls folglich of-
fenbar diese Begriffe von den Definitionien tren-
nen, und so erhalten wir in Beziehung auf die
einfachen mathematischen Begriffe folgende drei
Classen von Sitzen:

1) Grundbegriffe (notiones primae), de=
ren Gegenstand ein in sich einfaches und gleich-
formiges Elementar - Object der Mathematik ist.
Die Logiker irren sich, wenn sie den einfachen
Begriffen Deuntlichkeit absprechen; denn was
kann deutlicher seyn, als die Begriffe der ein-
fachen mathematischen Objecte? Ist es mnicht
klar, dals man uiberhaupt alle Deutlichkeit leug=
nen miisse, wenn man sie den Grundbegriffen abe-
spricht? Denn ich mochte wohl wissen, wie es
moglich wire, aus lauter undeutlichen Be-
griffen einen deutlichen zusammenzusetzen ?
Aber die Logiker haben den innern Bau unse-
rer Vorstellungen, der in der Mathematik siche=
rer, als irgendwoanders aufzufinden ist, mnoch
nicht genug studirt. Thre Erklirung der Deut-
lichkeit muls anders gefalst werden, wenn sie
nicht zn Widerspriuchen fuhren soll. Kant ur-
theilte nicht richtig, wenn er die Logik fur vol-
lendet hielt; aber dieser Gegenstand wiirde uns
zu weit von unsern gegenwartigen Zweck ent-
fernen. Ich berufe mich daher blofs auf das
klare Bewulstseyn eines jeden Menschen, dafs

keine Vorstellung bestimmter, unzweideutiger,
vollendeter, also mit einem Worte deutlicher
seyn konne, als die Vorstellung einer Linie oder
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irgend eines andern einfachen mathematischen
Objects.  Ein Streit hieriiber wiirde itbrigens
nicht das wesentliche meines Vortrags treffen.

2) Ein Foderungssatz (postulatum) fo-
dert die Construction eines einfachen mathema-
tischen Objects; z. B. eine gerade Linie durch
zwel Punkte zu ziehen; eine Ebene durch drei
Punkte zu legen u. dgl. nu. Die Foderung
geschieht aber offenbar nicht an die Hand,
sondern an die Einbildungskraft. Die mit
der Hand gezogene Linie ist bekanntlich keine
Linie, sonderm nur ein mangelhaftes Bild des-
sen, was sich der Verstand denkt, und die Ein-
bildungskraft im Innern realisirt; ich kann sie
anch nicht verlangern, so weit ich will, sondern
nur so weit, als meine begrinzte Taflel reicht.
Die innern Operationen  der Einbildungskraft
hingegen sind absolut wunbeschrinkt; an sie
kann ich die Foderung machen, die gerade Li-
nie so weit ich nur will zu verlingern u. s. £
Ware die Operation der Hand gemeint, so wire
dils keine ganz einfache Operation, sie erfodert
mehr als ein Instrument, und lilst also eine
Zergliederung oder eine Auflsung zu, Die
Operation der Embildungskraft hingegen, wenn
sie eine Linie, eine Fliche constimirt, ist eine
vollig gleichformige, also ganz einfache Opera-
tion, und es hat also keinen Sinn, wenn ich
eine Zergliederung derselben, d. h. eine Auflé-
sung fodere,

5) Ein Grundsatz (Axioma) setzt et-
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was zn dem Begriff eines einfachen Objects
hinzu, was nicht in dem Begriffe gedacht war,
Was kann aber zu der Vorsiellung des Einfa-
chen noch hinzukommen, was nicht schon da=
rin gedacht ware? Lag noch etwas anders darin,
so war es ja nicht einfach! Ganz richtig; auch
setzt der Grundsatz in der That nichts zu dem
Begriff eines einzelnen Objects hinzu, sondern
er betrachtet nur zwei einfache Objecte in Ver-
bindung mit einander, und bemerkt, was aus
dieser Verbindung entstehe. Zwei Punkte fal-
len zusammen: zwei gerade Linien schneiden
sich nur in "einem Punkte: durch zwei ver-
schiedene Punkte kann nur eine gerade Linie
gezogen werden; die gerade Linie ist die kiwr-
zeste. Ausdehnung zwischen zwei Punkten u.
s. L. DBei solchen Sidtzen nach einem Beweise
fragen, hat wieder keinen Sinn; denn was
durch die unmittelbare Verbindung zweier ein-
fachen Objecte entstehe, kann auch nur durch
die unmittelbare Anschauung erkanmt werden.
Man muls Euklides Geist bewundern, der
gewils keine ganz deutliche Einsicht in den
Grund dieser Classification hatte, und doch die
Sitze so richtig sonderte, dals nur wenig daran
zu andern ist. Alles, was die einfachen Objecte
betrifft, schickt er voran, und dann lilst er erst
die ubrigen Sitze folgen. Die Grundbegriffe
sonderte er zwar nicht von den Deflnitionen,

liefs sie aber nach einer ganz richtigen topischen
Ordnung auf einander folgen, und vor den zu-
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sammengesetzten Begriffen vorangehn. Scine
Postulate sind mnicht vollstindig, aber das feh-
lende lafst sich leicht erginzen, Die Axiome
gében zu mehreren chcrlmngen Veranlassung:
dals Gleiches zu Gleichem gesetzt, gleiche Ag-
gregate gebe u. dgl., ist nicht ein Axiom der
Geometrie, sondern der allgemeinen Mathema-
tik; dals alle* rechte Winkel einander gleich
sind, ist kein Axiom, sondern ein Corollar zur
Definition des rechten Winkels, so wie die
Gleichheit der Halbmesser und Durchiesser ein
Corollar zur Definition des Kreises. Nach den
hier aunfgestellten Begriffen ist es moglich, die
wahren Axiome methodisch, also vollstindig
aufzufinden.

Es kommen in der Mathematik noch einige
Benennungen von Satzen vor, die sich aber
blofs auf zufillige Stellung, nicht auf Zweck
und Inhalt der Sitze beziehn., Ein Zusatz
(corollarium) ist ein Satz, der durch einen un-
mittelbaren Schlufs aus dem vorhergehenden
folgt, also aus einem andern Grunde, als die
Axiome und Postulate, keines Beweises bedarf.
Oft ist das Corollar wichtiger, als der Satz, wor-
aus es folgt. Eine Anmerkung (scholion)
nennt der Mathematiker alles, was nur beilaufig
bemerkt wird, nicht nothwendig in die Folge
der Sitze gehort. Ein Lehnsatz (lemma) ist
jeder Satz, der dem Inhalte nach in einen an-
dern Abschnitt gehort, aber hier, wo er steht,

nur um eines folgenden Beweises willen ent-
lehnt wird,
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Uneeachtet die Beobachtung dieses Fach-
werks nicht den eigentlichen Grund wvon der
Gewilsheit und Denilichkeit der Mathematik ent-
hilt, so ist doch nicht zu lengnen, dafs sie die
Dentlichkeit ungemein belordert, indem sie die
Aufmerksamkeit auf jeden einzelnen Schritt hef-
tet, den man thut, wodurch falsche Schritte we-
nigstens erschwert werden. Dals man aber fest
auftreten kann, liegt nicht in der Methode des
Gehens, sondern offenbar in dem festen Grund
und Boden, den man unter sich hat. Es liegt
mit einemn Woeorte in der absoluten Deutlichkeit
und Vollstindigkeit der Grundbegriffe so wohl
von den Grolsen selbst, als von ihrer Constru-
ction. Der Grund dieser Vollstandigkeit und
Deutlichkeit jedes Grundbegriffs liegt aber darm,
dals diese Grundbegriffe Geschipfe unsers ei-
genen Vorstellungsvermdaogens, also auch
ganz und vollstindig in demselben enthalten sind.
Bei allem, was von aulsen in mich kommt, kann
ich nie wissen, ob ich das Ding ganz habe; was
in mir und durch mich selbst erzeugt ist, be-
sitze ich ganz und vollstindig. Aber die ma-
thematischen Grundbegriffe sind nicht willkuhr-
liche Erzeugnisse der Einbildungskraft, wie die
Ideale der Kunst; sondern dem Wesen unsers
Vorstellungsvermogens wesentlich  zugehorige.
Darum sind sie in jedem Kopfe vorhanden; sind
in jedem Kopfe die nimlichen; nur in dem ei-
nen dunkel, in dem andern klar, in einem drits

ten deutlich gedacht. Aber ilhre Zusammen-
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setzungen sind willkiihrlich, wenn gleich an ge-
wisse Regeln gebunden; das Leilst, die Regel ist
nothwendig, und in dem Wesen des Vorstel-
]ungsvcrmiigens gegrundet ; aber ob ich nach
der Regel construiren will, das steht bei mir;
daher kann die Vorstellung einer Parabel, oder
eines Integrals in einem Kopfe fehlen, ohne dals
ihm etwas abginge, was wesentlich ziun Vor-
stellungsvermogen gehort; aber die Vorstellung
von einer Linie, wvon einer Zahl, kann in kei-
nem Kopfe fehlen.

Nach diesen Erérterungen kann es nicht
schwer seyn, die Idee, welche der gesammiten
Mathematik zum Grunde liegt, rein und deut-
lich aufzufassen. Die Lehrsitze der Mathema-
tik sind es eigentlich, in welchen sich die idea-
lische Tendenz des Ganzen offenbaret. Denn
selbst das Problem hat nur den Zweck, Stoff zu
neuen Untersuchungen herbeizuschaffen. Der
Zweck jedes Lehrsatzes aber ist etwas zu er-
kennen, was in einem gegebenen Zusammen-
hang wvon Groifsen zwar nicht unmittelbar ge-
dacht war, aber doch durch denselben bestimimt
ist. Der idealische Zweck der Mathematik kann
also kein anderer seyn, als: Erkenntnils al.
les dessen, was durch irgend einen ge-
gebenen Zusanuueﬁhang von Grilsen
bestimmt ist. Gegeben aber ist ein Zusam-

menhang von Grofsen nur dann, wenn er durch
die Einbildungskraft nach nothwendigen Regeln
(oder wie Kant sagt, nach Begriffen) in einem
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anschaulichen Bilde dargestellt ist, in welchem
ich, weil es mein eigenes Geschopf ist, auch
das wahrnehmen kann, was meine Willkithr bei
der Construction nicht hineingelegt hatte, son-
dern was von der Natur der Grolsen, die ich
construire, abhingig ist.

Die Hervorbringung eines anschaulichen Bil-
des in der Einbildungskraft heilst Constru-
ction. Es findet aber in der Mathematik eine
doppelte (aber auch nur eine doppelte) Constru-
ction statt. Entweder ist das Bild, welches die
Einbildungskraft producirt, selbst eine Grolse,
oder es ist ein blols willkuhrliches Zeichen, an
welches wir die Vorstellung von einer Grifse
durch dasselbe umnerklirliche Kunststiuck der
Geisteskraft anknupfen, durch welches wir mit
dem leeren Schall der Worte Begriffe verbinden
und damit denken.

In dem ganzen Umfang unsers Vorstellungs-
vermogens kommt nur eine einzige Art von
Grolsen vor, die unmitielbar durch sich selbst
und ohne willkuhrliche Zeichen darstellbar ist:
die raumliche Groflse. Die ibrigen Grolsen
sind, wie alle allgemeine Begriffe, nicht abgeson-
dert darstellbar, aber wohl sind sie darstellbar
zn sinnlichen Gegenstinden. So ist die Zahl in
jeder Menge sinnlicher Gegenstinde vollkommen
dargestellt ; aber ich kann sie schlechterdings
nicht fir sich allein darstellen, sondern ich muls
mindestens Punkte oder Striche, also etwas, was
nicht Zahl ist, zu Hiulfe nelunen, wm sie dar-
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zustellen. Es ist nicht einmal nothwendig, dafs
die Dinge, welche ich zihle, an sich sinnliche
Dinge sind; man kann blofse Vorstellingen, ja
sogar Nullen zihlen. '
Vermige dieser doppelten Constructionsart
zerfillt die Mathematik in zwei grolse Gebiete,
welche ich die riumliche Mathematik und
die allgemeine Mat hematik nenne. bei der
idealischen Ubersicht einer Wissenschalt kommt
man sehr leicht in den Fall, gewisse bestunmte
Unterschiede deutlicher wahrzunehmen, als sie
der empirische Gang der Wissenschalt unter-
scheidet. Dann fehlt es an Worten, diese Un-
terschiede zu bezeichnen. Difs. ist der Grund,
warum ich die obigen Ausdricke statt der
gangbaren Arithmet ik ind Geometrie
wihle, um diese fur einen weiterhin zn machen-
den Unterschied aufzubewahren, ohne jedochs
wie sich zeigen wird, von dem gewohnlichen
Sprachgebrauch sehr weit abzuweichen.
Gemeiniglich unterscheidet man die beiden
Theile, von denen ich hier rede, so, dals man
sagt: die Arithmetik sey die Lehre von den
discreten Grolsen, die Geometrie von den
stetigen. Der Unterschied ist nicht unrichtig;
denn alle riaumlichen Grifsen sind stetig: die
Zahl hingegen als Grundbegriff der Arithmetik
ist eine Menge von Einheiten, also wenigstens
in der Vorstellung discret. Aber man setzt anf

diese Art den wesentlichen Unterschied beider
Theile ins Object der Wissenschaft, und difs
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genau; denn wer weils

s
[

ist wenigstens nicht
nicht, dafls Korper, Flichen und Linien, also
stetige Grifsen, Gegenstinde arithmetischer Un-
tersuchungen seyn kémnen, und dals umgekehrt
die Findung einer Wurzel in Zahlen, also ein
eigentlich arithmetisches Problem, der Gegen-
stand einer geometrischen Construction seyn
konne. - Eigentlich sind allgemeine und rium-
liche ‘Mathematik blofs zwei verschiedene
Methoden, mathematische Fragen aufzulgsen,
Denn auf der einen Seite schlielst die allge-
meine Mathematik stetice Grifsen aus ihrem
Gebiete gar mnicht aus, sondern umfalst alles,
was Grolse ist. Auf der andern Seite aber ist
bei einer geometrischen Construction das rium-
liche selbst nicht nothwendig  der eigentliche
Gegenstand der Betrachtung. Denn da jeder
anschauliche Gegenstand Bild einer Grifse seyn
kann, so kann auch die rdaumliche Grifse blo-
fses Bild irgend einer andern Grilse seyn. So
kann z. B. die Linie das Bild einer Zall (wie
beli einer geometrischen Wurzelausziehung), oder
irgend einer andern Grofse, z. B. einer Zeit,
einer Geschwindigkeit u. s. f. seyn, wie so oft
in der reinen Mechanik geschieht. In der That
ist auch keine mathematische Frage erdenklich,
die nicht eben sowohl geometrisch, als arithme-
tisch aufgelost werden kinnte. Denn wie spe-
ciell sich auch die Frage auf eine eigene Art

von Grofsen beziehen mag; so ist doch leicht
einzusehen, dals das Specielle in jedem Fall nux
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Hille einer allgemeinen mathematischen Frage
ist. Wer nach der Zunahme eines Cul)il;zls
durch Zinseszins fragt, will eigenilich nur wis-
sen, wie die Glieder einer geometrischen Reihe
wachsen, und diese lafst sich eben sowohl geo-
metrisch, als arithmetisch construiren. u. dglh.- 1.

iLs giebt aber noch einen andern allgemci-
nen Unterschied in der Betrachtung der Grolsen,
der in beiden Gebieten statt findet und eine Un-
terabtheilung derselben bestimmt.  Dils st der
Unterschied bestandiger und veranderli-
cher Grofsen. In der Mathematik der bestindi-
gen Grofsen setzt man, dals ein gewisser Zu-
sammenhang unveranderlicher Grolsen (wie z.
B. in einer algebraischen Gleichung oder I
einer gegebenen geometrischen Figur) vor mir
liege, und die Frage ist, was dadurch bestimmt
sey. In der Mathematik der verinderlichen Gro-
fsen setzt man, es liege ein Zusammenhang von
Grolsen vor mir, deren einige oder mehrere
gleichformig wachsen oder abnehmen (wie z. B.
in einer Function oder in der Frage uber die
Bewegung eines Punkts, dessen Geschwindigkeit
gleidltﬁrmig wichst); und die Aufgabe ist, was
hierdurch fiar bestimmte Veranderungen in dem
ganzen Zusammenhang dieser Grolsen entstehen.
Die Mathematik der verinderlichen Grolsen ist
ganz eine Erfindung der neuen Zeiten, und man
sicht aus den Fortschritten, welche diese Wis-

senschaft gemacht hat, von welcher unendlichen

Wichtigkeit si¢ ist. Ubrigens finder der Begri
der
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der Verinderlichkeit, wie die beigefiigten Bei-
spicle zeigen, sowohl in der allgemeinen, als in
der rawmlichen Mathematik statt; und es zer-
fille daher jedes dieser beiden Gebiete in zZwel
grolse Theile,

Die allgemeine Mathematik des Be‘tmmlwe
nenne ich reine Arithmetik; die allgemeine
Mathematik des Verinderlichen Ana]yu

Die rawmliche Mathematik des Bmf.uldwcn
heilst reine Geometrie; die rimmnliche \I‘nhc-
matik des Verinderlichen ist nichts, als die
reine Bcwegung::lch re, ich nenne sie Pho-
rometrie, um sie von der physischen Bewes
gungslehre zu unterscheiden, welcher der Name
Mechanik ethymologisch uwnd herkommlich
gebtihrt.

Ich hoffe, diese Eintheilung des ganzen Ume-
fangs der reinen Mathematik, die sich gewils
durch Einfachheit und Klarheit emphiehlt, werde
sich auch bei der niheren ;‘11|:em.mduw{z:mo
nicht als geschopft aus den Quellen der dn,htcn-
den Phantasie, sondern als aus der Natur der
Sache abgeleitet, bewihren.

I. Allgemeine Grofsenlehre,

In der allgemeinen Groflsenlehre wird
die Grofse construirt durch willkiihrliche Zeichen.
Diese sind von doppelter Art; Zeichen fir die
Grofsen selbst, und fir die mit ibmen vorzi-
nehmenden Operationen. Der. Grofsen - Zcie

L6]
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chen giebt es zwei Arten: bestimmte (Ziffern)
and unbestimmte (Buchstaben). Zu den
Operations = oder Rechnungs - Zeichen gehoren
1) die sogenannten algebraischen; dils sind
die Zeichen der gcnmincn Piechnungsarten nebst
der Potenzerhebung und Wurzelausziehung.
o) Die sogenannten transcendentischen sind
zuerst diejenigen, durch welche man andeutet,
dafs zu einer Zahl der Logarithmus oder umge-
kehrt genommen werden solle; ferner mehrere
Zeichen, die urspriunglich aus der Trigonometrie
genonmen sind, aber bekanntlich einen rein
arithmetischen Sinn haben konnen , die Zei-
chen nimlich, durch welche man in der Trigo-
nometrie andeutet, dals man zu einem Bogen
irgend eine trign,nmmel.rische Linie, oder umge-
kehrt, nehmen solle. Ich erinnere mich mnicht,
irgendwo den Unterschied beider Operationen
recht deutlich auseinander gesetzt gefunden zu
haben. Es wird daher nicht uberflissig seyn,
ihn hier anzugeben. Was durch eine alge-
braische Rechnung gefunden wird, ergiebt sich
entweder durch eine einzige Operation, ob-
gleich diese in gewissen Fillen unendlich seyn
kann, wie z. B. bei Waurzelausziehungen, ja selbst
bei micht aufgehenden Divisionen: oder durch
eine bestimmute endliche Zah] solcher Operatio-
nen. Was durch eine transcen dentische
QOperation bestimmt ist, kann nur durch un-
endlichvielmalige Wiederholung bestimm-

ter algebraischer Rechnungs - Operationen gefun-
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den werden, die man nicht als blofse Theile ei=
ner einzigen Operation, wie bei den Wurzelaus-
zichtingen, ansehen kann. Iin Grunde sind die
algebraischen Operationen die einzigen Elemente
alles Rechnens, und wenn z. B. der Logarithmus
einer Zahl gesucht wird, so sind es offenbar
lauter Operationen dieser Art, die man anwen-
det.  Aber will man diese Reclmnnu durch
algebraische Zeichen andeuten, so sieht man
leicht, dals es nur durch eine éuaammense(zunw
von unendlich vielen geschehen konne. Dle
unendlichen Reihen, durch welche man Loga-
rithmen und trigonometrische Verhilmisse VOr=
stellt, sind im Grunde nichts anders, als die
Andeutung der unendlich vielen algebraischen
Operationen, die man vornehmen muls, um
eine solche Gxolse zu finden. Fur den gewohn-
lichen Gebrauch sind daher Tabellen hej diesen
Grilsen ein unentbehrliches Bedurfnils, wo ich
das ein fur allemal berechnet finde, was ich in
jedemr einzelnen Falle durch eine desto grolser
Menge von Operationen suchen mulste, je ge-
nauer ich das Resultat haben wollte.

Die allgemeine Mathematik theile ich in
Arithmetik und Analysis.

A.. Arithmetilk.
Ich verstehe also unter Arithmetik die Lehre
von bestindigen Gréfsen, sofern sie
durch willkiuhrliche Zeichen construirt

werden. Ich weiche daher hier von dem ge=
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wohnlichen Sprachgebrauch etwas ab, der eigent-
lich die ganze allgemeine Mathematik, ol,)gieiclx
etwas schwankend, so mennt. Die Arithmetik
in dieser engeren Bedeutung hat drei Abschnitte :

1) Zahlen-Rechenkunst;

2) Buchstaben - Rechenkunst;

3) Algebra.
Der erste ist die Theorie der Rechnungsopera-
tionen in bestimmten Zeichen ( Ziffern ); der
zweite ist eben die Theorie in unbestimmten
Zeichen (Buchstaben); der dritte ist die Lehre
von den Gleichungen,

Um den idealischen Zusammenhang dieser
Theile zu ubersechen, bemerke ich, dals die
Algebra eigentlich der Hauptabschnitt der Arith-
metik und die beiden ersten nur Vorbereitungen
dazu sind. Das Problem namlich, welches die
Arithmetik der bestindigen Grolsen aufzulosen
hat, allgemein ausgedruckt, lautet so: einen
gegebenen Zusammenhang bestindiger Grolsen
symbolisch zu construiren, und alles zu hnden,
was durch denselben bestimmt ist. Und man
sicht leicht, dafs dieses die Idee der Algebra ist.
Aber vor ihr miissen die einfachen Elemente
aller arithmetischen Operationen erklirt seyn,
welches in den Dbeiden ersten Abschnitten
geschieht.

B. Analysis.
Die Analysis ist die Theorie der
verinderlichen Groé[sen, sofern sle
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durch willkihrliche Zeichen construirt
werden. Der Unterschied zwischen bestindigen
und verinderlichen Grofsen ist so wichtig, und
so sichtbar, dafs es in der That auffallend ist,
zu bemerken, wie unsere besten Scliriftsteller,
zwar nicht ihn uibersehn, (denn wer kinnte das ?)
aber doch ihn nicht scharf herausheben, und die
Grinzen, die er vorschreibt, deutlich beobachten.
Ich weils keinen einzigen Schriftsteller zu nen-
nen, bei welchem ich eine deutliche wund be=
stinimte Erklirung von der Analysis gefunden
hitte. Hitte man diese gesucht, (und unser eben
gegebener Begriff mufs sich, dunkt mich, jedem,
der die Sache kennt, als richtig aufdringen); so
wiirde man eingesehn haben, dafls die Analysis
zwar Buchsraht'n-]{ccllmmg und Algebra voraus-
setzt, wie alle spitere Theile eciner Wissenschaft
die frihereri; aber dals sie nicht zur Analysis
gehoren.  Selbst Segner und Kistner, unsere
genausten Verfasser von Lehrbiichern, beobachten
diese Grinzen nicht.

Die Analysis theilt man bhekanntlich in die
gemeine und in die héhere Analysis; Be-
nennungen, die ich den Ausdriicken Analysis
des Endlichen und Unendlichen vorziehen
mochte. Der Begriff der ersteren hat gar keine
Schwierigkeit. Das allgemeine Problem, welches
sie zu losen hat, ist folgendes: aus der syms=

bolischen Construction eines gegebenen
Zusanuneuhangs veranderlicher und be-
stindiger Griolsen (welche der Analyst
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eine Function der verinderlichen Gro-
fsen nennt,) alles zu finden was durch
denselben bestimmt ist. Dieser Begriff hat
keine Schwierigkeit: wir halten uns de:her bei
demselben nicht auf.

Was aber die hohere Analysis betrifft,
30 sagt zwar jedem, der sie kennt, ein klares
unzweideutiges Bewulstseyn, dals sie etwas an-
ders sey, als die gemeine Analysis; indem sie
einec eigene Classe schr allgemeiner Aufgaben
umfafst, und diese nmach einer ganz eigenen Me-
thode behandelt. Allein dieser ganze Calcul, der
an Scharfsinnigkeit alles uibertrifft, was man sonst
scharfsinnig nennt, wurde von seinen bgiden
Erfindern auf einen Begriff gegrindet, den we-
der die ersten Erfinder selbst, mnoch irgend ein
Analyst nach ihnen, zur vollendeten Dentlichkeit
hat bringen konnen. Leibnitz nannte ihn
das Differenzial einer verinderlichen Grilse,
und erklirte dieses durch die unendlich kleine
Verinderung einer Function, welche dadurch
entsteht, dals eine in ihm enthaltene verander-
liche Grofse eine unendlich kleine Verianderung
Teidet. Newton nannte ihn die Fluxion einer
verinderlichen Grofse, und erklirte diese durch
die Geschwindigkeit, mit der sich eine Function
indert, wenn eine in ihr enthaltene verduder-
liche Grofse mit einer bestinmten Geschwindig-
keit wichst oder abnimumt, Beruligt man sich
mit diesen Erklirungen, so hat ubrigens die

Worterklarung der hoheren Aualysis nicht die
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geringste Schwierigkeit. Sie lehrt: entweder aus
einem gegebenen Zusammenhang < eranderlicher
Grifsen, den Zusanunenhang ihrer Differenziale
zu finden: oder umgekehrt, aus einem Zusam-
menhang von Differenzialen den Zusammenhang
der zugehorigen veranderlichen Grifsen zu fin-
den. Jenes geschieht in der Differenzial-
Rechnung, dieses in der Integral-Rech-
nung. Da die ganze folgende Abhandlung be-
stimmmt ist, diesen schwierigen Gegenstand voll-
stindig zu erortern, so halte ich es fur uber-
flussig, hier noch etwas hinzuzufugen.

II. Die riumliche Mathematik.

Wir kommen zu dem zweiten Haupttheil
der Mathematik, den wir raumliche Mathema-
tik genannt haben. Sie hat es mit der einzigen
in unserm Vorstellungsvermdgen vorkommen-
den Grolse zu thun, welche unmittelbar durch
sich selbst darstellbar ist; so dals sie einer Con-
struction durch Zeichen, zwar wie jede Grolse,
wohl empfinglich, aber nicht schlechthin be-
durftig ist. Wir theilen sie, wie die allgemeine
Mathematik, in die Theorie des Unverdnder-
lichen und in die Theorie des Verinderli-
chen im Raume. Jene haben wir Geometrie
genannt, diese Phorometrue.
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Das allgemeine Problem, ‘welches die er-
stere aulzulosen hat, ist: einen Zusammen-
hang raunmlicher Grolsen, der durch ei-
nen Begriff oder Satz gegeben ist, zu
construiren, um dadurch alles zu fin-
den, was durch denselben bestimmt ist.
So construirt die Geometrie ein Dreieck, seinem
Begrilte gemals, nm die Eigenschaften desselben
kenmen zu lermen, d. h, alles zu finden, was
durch drei Linien, die in einer Ebene emen
Raum begrinzen, bestinunt ist. So construirt
sie einen Kegel, eine Kugel und einen Cylin-
der von gleichemn Durchmesser und Hohe, um
zu untersuchen, was f[ur ein Verhiltnils die so
bestimmmten Riume haben u. s. £, Da die Geo-
meirie die ausgedehnte Grofse selbst, nicht ein
blolses Zeichen derselben betrachter, so hat sie,
zwar nicht an Gewilsheit, aber wohl an An-
schaulichkeit einen Vorzug vor der allgemeinen
Mathemaiik. Auch ist eben deswegen ihre Me-
thode ganz eigenthumlich. Die allgememe Ma-
thematik rechnet, d. h., alle ithre Operationen
sind im Grunde nichts, als Vermehrung und
Verminderung der Grofsen mnach mehr oder
minder einfachen Regeln. Die Methode der
Geometrie ist: unmittelbare Anschauung
und Betrachtung der Grolse selbst. Sie

aucht alles auf, was aulser den bestimumenden

Stucken im Objecte selbst liegt, und betrachiet,
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in welchem Verhiltnils jedes, was sie wahr-
nimmt, gegen die bestimmenden Stucke stehe;
sie vergleicht alle Theile und Bestandtheile des
Objects unter sich, und mit andern schon be-
kannterr Objecten, wm so wo moglich seine
Erkenntnils zu erschopfen. Um aber den Geist
der Geowmetrie ganz aufzufassen, ist noch zweier-
lei zu bemerken. 1) Die Objecte der Geome-
trie konnen nicht blofs unmitielbar, sondern
auch, wie alle Grifsen uberhaupt, mittelbar
durch willkiihrliche Zeichen construirt werden,
d. h. die geometrischen Gegenstande sind einer
arithmetischen und algebraischen Behandlung
empflinglich. 2) Da die Zeichen, durch welche
nian  Grifsen in der allgemeinen Mathematik
vorstellt, ginzlich willkiihrlich sind, so konnen
die Objecte der Geometrie seibst als Zeichen je-
der andern Art von Grolsen gebraucht werden :
so kann man die Linie als das Bild einer
Zahl, einer Zeit, einer Geschwindigkeit, einer
Kraft u. s. £. betrachten, und so selbst jede
solche Frage, welche micht raumliche Grolsen
betrifft, in das Gebiet der Geomietrie heriiber-
ziehen. Kurz die geometrische Methode ist im
Grunde eine cben so allgemeine Methode als
die arithmetische, und jede mathematische Frage
lafst sich daher eben so wohl geometrisch, als
arithmetisch und algebraisch untersuchen. Es

hat aber jede dieser Methoden ihre eigenen Vor-

zuge. Die gcnmcl.rim;hc hat den Vorzug der
Anschaulichkeit und aulseren Evidenz; aber sie
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giebt in der Anwendung auf iuflsere Gegen-
stainde der Sinne nur sehr mangelhafte Annihe-
rungen: denn die wahren Objecte der geometri-
schen Untersuchung sind blofs- im Kn;rt'e, und
konnen aulserlich nur annahernd, und wegen
der Beschranktheit der Sinne nur sehr mangel-
haft dargestellt werden. Dagegen hat die arith-
metische Methode den Vorzug, dals ihre Zei-
chen micht mehr oder weniger gelten, als die
Begriffe , die man an sie knupft; sind diese
also richtig, so sind ihre Operationen entweder
ganz [fehlerfrei, oder wenn man sich einer
Naherungsmethode bedient, so kann man die
Anndherung zu jedem Grade von Genauigkeit
treiben.  Bei der geometrischen Methode sind
in der Anwendung auf die sinnliche Welt zwei
Quellen von Fehlern unvermeidlich, Unsicher-
heit der sinnl@h gegebenen Grolsen, und Un-
sicherheit der mit ihmen vorzunehmenden Ope-
rationen. Bei der arithmetischen Methode ist
blels die erste Quelle von Fehlern unver-
meidlich.

Die reine Geometrie - hat es blofs mit der
Construction bestindiger Grofsen zu thun;
denn wenn sie auch zuweilen von dem Begriff
einer Bewegung Gebrauch macht, so geschieht
es doch mehr einer Bequemlichkeit wegen, als
weil es nothwendig ware; wenigstens ist in kei-
nem Falle die Bewegung selbst der Gegenstand
der Betrachtung. Hierin liegt der Grund, war-
um die sogenannten genetischen Erklarungen
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nicht ganz rein geometrisch sind, ob sie gleich
bisweilen, besonders in der Stereometrie, grolse
Bequemlichkeiten gewdhren, und an sich der
geometrischen Evidenz nicht den geringsten
Eintrag thun.  Man hat daher ecigentlich nur
dann Ursache, dem Begriff der Bewegung mog=
lichst auszuweichen, wenn man einen Versuch
machen will, wie weit sich der ganz reine Vor-
trag der Geometrie treiben lasse. Wie weit difs
moglich sey, zeigt deutlich die Geometrie der
Alten: doch sieht man leicht, dals die Einmi-
schung fremder besonders arithmetischer Begriffe
(Zahl, Verhiltnils, Vervieltaltignng, Theilung u.
s. I.) zum Theil selbst in den allerersten Be-
griffen der Geometrie ganz unvermeidlich sey.
Uberhaupt lassen sich in keinem Theile der
86
riai beobachten, als in der Geometrie. Schon

Mathematik die idealischen Granzen weniger

in der Analysis ist es schwer, und wenn es
moglich ist, mnicht rathsam, den geometrischen
Ansichten auszuweichen: aber in der Geometrie
ist die Einmmischung der Zahlen- und Buchsta-
ben - Rechnung  ein wesentliches Bedurfnils gsi-
worden; indem man offenbar die Lehre vof
der Ausmessung der Linien, Flichen und
Riume, gegenwirtig, um der zllannjgfultigen
Anwendungen willen, als einen integrirenden
Theil der Geometrie ansehen mmfls. Es ist da-
her zwar nothig, sowohl in der Elemientar- als
hohern Geometrie, den reinen Vortrag bis zu

einem gewissen Punkt streng zu beobachten, um
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den Geist der Wissenschaft zu erhalten; aber
ich: halte es Ffar tadelhaft, diesen Versuch zu
weit zu treiben. So gewils es eine kleinliche
Ansicht der Dinge ist, immer nur in der Wis-
senschaft- Nutzen, mnicht Wahrheit, zu suchen,
eben so gewils ist es ein Vorurtheil, zu glau-
ben, dals jede Riuicksicht auf Anwendung die
Wissenschaft erniedrige.  Im Gegentheil muls
jeder, der die Dinge unbefangen betrachtet, ein-
raumen, dals jede wissenschafiliche Theorie um
desto sorgfiltiger bearbeitet werden milse, je
fruchtbarer sie sich in der Anwendung zeigt.

Man theilt die Geometrie in elementare
und hoéhere. Die Grinze zwischen beiden ist
zwar im Grunde nur willkithrlich gezogen, aber
doch natinlich und sehr bestimmt. Alles was
durch die gerade Linie und durch den Kreis
construirt werden kann, gehort in die niedere
Geometrie, alles, wobei andere Curven vorkoni-
men, in die hohere.

Die Elementar - Geometrie theilt man in
Planimetrie (oder Epipedometrie), und Ste-
reometrie. Jene wmfalst alles, was in einer
Ebene construirt werden kann, also Linien,
Winkel und ebene Figuren; diese begreift alles,
was sich nur in einem Raume von drei Dimen-
sionen construiren lalst.

Jeder dieser beiden Theile hat wieder einen
rein geometrischen wund einen aus Verbindung

von Geomeltrie und Arithmetik gemischten
Theil, . In. der Planimetrie enthilt dieser ges
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mischte Theil die Lehre von der Ahnlichkeit der
Figuren, von ihrer Ausmessung und die Lehre
von der Berechnung der Dreiecke. Die letzte
ist fur die Anwendung von solcher Wichtigkeit,
dafs man zweckmilsig gefunden hat, ihr durch
den eigenen Namen der ebenen Trigono-
metrie den Character €iner eigenen mathema-
tischen Wissenschaft zu geben. Es erstreckt
sich aber ihre Anwendbarkeit nicht blofs aunf
Natur - und Kunstgegenstinde, sondern man
weils, dals sie fur alle Theile der Mathematik
selbst, besonders fur die Analysis, von unendli-
cher Wichtigkeit ist. Man muls daher in der
Analysis entweder sehr viel verlieren, oder zu
einem hochst gekunstelten Vortrag seine Zu-
flucht nehmen, wenn man den Versuch, sie
rein vorzutragen, hartnickig durchsetzen will.
Zwischen der Planimetrie und Stereometrie
ist bisher eine Liicke gewesen, welche Monge
und Lacroix sehr glicklich durch die Géome-
trie descriptive, die ich im deutschen
Projectionslehre menne, ausgefiillt haben.
Man bedient sich in der Stereometrie perspecti-
vischer Zeichnungen, ohne vorher den Lehrling
in den Stand zu setzen, dals er sie verstehen
konne. Zwar kann und muls man sich auch
wirklicher korperlicher Figuren beim mimndli-
chen Unterricht bedienen; aber man sieht auch
leicht ein, dals ihr Gebrauch nur sehr einge-

schrankt ist, mnd dals er bei dem schriftlichen
Unterricht aus Biichern ganz wegfillt. Dals die
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Perspective, die man-bisher als einen Theil
der angewandten Mathematik vorgetragen hat,
sehr wenig aus der Physik voraussetze, be-
merkte schon Kistner in seinen Anfangsgrun-
den, und liels sie daher gleich auf die Elemen-
tar - Geometrie folgen. Sie braucht aus der Phy-
sik nichts als den Begriff aines Lichtstrahls, und
das Gesetz seiner geradlinigen Bewegung; aber
beides gehort gar micht zum Wesen dieser Wis-
senschaft, wund sie erscheint als vollkommen
reine Geometrie, wenn man die allgemeine Auf-
gabe, welche sie aufzulosen hat, auf folgende
Art ausdriickt: es sind zwei Ebenen der
Lage nach gegeben, mnebst einem Punkt
aulser ihnen; von diesem Punkt zieht
man unbegrinzte gerade Linien durch
bestimmte Punkte der einen Ebene;
man soll die Durchschnittspunkte die-
ser Linien mit der andern Ebene fin-
den. Wenn man diese Durchschnittspunkte in
der zweiten Ebene Projectionen von den
Punkten in der ersten Ebene nennet, so ist auch
dieser Begrilf rein geometrisch. ﬂbrigcns ist
der Begriff einer Projection bei sehr vielen ma-
thematischen Untersuchungen von Nutzen, und
verdient schon deswegen in die Elementar-Ma=-
thematik aufgenonnmen zu werden.

Die Stereomnetrie wird also folgende Ab-

schnitte haben mussen. 1) Die Projectionslehre;
2) Die Lehre von der Lage der Ebenen; 3) Die
Lehre von den Kirpern, soweit sie ohne Arith-
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metik vorgetragen werden kann. Dils sind die
rein geometrischen Abschnitte. Vermischie Ab-
schnitte sind: 4) die Ausmessung der Korper,
und 5) die spharische Trigonometrie.

Die hohere Geometrie hat ihren schi-
nen rein geometrischen Character in den neuern
Zeiten zum Schaden der Wissenschaft beinahe
ganz verlohren. Iis ist wahr, die Anwemlung
der Analysis auf die Curven, giebt ihrer Theo-
rie eine so bewundernswiiwrdige einfache Ansicht,
dals es kein Wunder ist, wenn sich die Mathe-
matiker haben wverleiten lassen, iiber derselben
die Methode der Alten beinahe zu vergessen,
Aber auf der andern Seite gewiahrt wieder die
rein geometrische Methode so wichtige Vortheile,
und beschaftigt den Scharfsinn auf eine so ei-
genthiunliche Art, dals jedem, der es mit der
Wissenschaft gnt meint, die Aufrechthaltung der
Methode der Alten am Herzen liegen muls.
Man sollte daher in jedem Lehrbuche wenigs
stens die Lehre von den Kegelschnitten erst iny
Geiste der Alten vortragen, eche man ihre ana-
lytische Behandlung zeigte. KEin gewisser Mit-
telweg, den einige eingeschlagen haben, die
Lehrsatze aus den Alten, und die Beweise ans
der neuern Analysis zu nehmen, scheint miv
nicht zweckmailsig. Seit Newton wilste ich in
der That keinen Geometer zn mnennen, der
beide Methoden so vollkommen vereinigt hatte,

als dieser eminente Geist.



B. Phorometrie.

Ich komme zn dem letzen Theil der reinen
Mathematik, zu der reinen Bewegungslehre, die
ich Phoromeirie genannt habe. Der blolse Zu-
sammenhang, in welchem ich diese Wissen-
schaft hier aufstelle, macht es schon sichtbar,
dafs sie mnothwendig als Construction des
Feranderlichen im Ranm zur reinen Ma-
thematik gerechnet werden misse, well sonst
hier eine grolse Licke bleiben wiirde, welche
man nothwendig auszufullen suchen miilste,
wenn sie in der reinen Mechanik micht schon
lingst und héchst vollstindig ausgefulle wire.
Bisher schwankte diese Wissenschaft, die ian
bald reine Mechanik, bald Dynomik, bald hohere
Mechanik nannte, immer auf den Granzen der
reinen und angewandten Mathematik hin und
her, als ob ihre Abkunft wirklich unsicher ware.
Indessen fithlte es jeder, der sich mit ihr be-
schiiftigte , dals es lauter rein mathematische
Arbeitenn waren, die er unter Hinden hatte. Wie
geht es also zu, dals man dennoch nicht wagt,
ihr ganz besdmmt den Platz anzuweisen, der
ihr gebiihrt, und sie als wirkliche reine Mathe-
matik zn behandeln. Der Grund ist nicht schwer
zu finden. Einige Begriffe, die unleugbar von
physischem Ursprung sind, die Begriffe von
Masse, Beharrungsvermogen, und beson-
ders Kraft, laufen durch alle Theorien der Me-
chanik hindurch, von den ersten Begriffen und
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Grundsitzen an, so dals sie untrennbar dazu Zu
gehoren scheinen. Dils ist aber unrichtig, und
nur eine Folge des Ganges, welchen der
menschliche Geist bei der Erfindung dieser
Theorie genomimen hat. Die erste 1-"'61'“111:1351111%
zn diesen Untersuchungen sind lauter Aufgaben
der Physik: der freie Fall, und die Wurfbewe-
gung eines Korpers, die Schwingungen eines
Pendels, einer gespannten Saite, die Bewegun-
gen der Weltkorper: difs waren die Gegenstande,
welche den menschlichen Geist zuerst reizten,
die allgemeinen Gesetze der Bewegung aufzusu-
chen; und hier hatte man es freilich tiberall mit
Massen und Kriften zu thun. Es gelang " dem
Scharfsinn, alle diese Fragen in viel grolserer
Allgemeinheit aufzulosen, als in der sie die Na-
tur selbst vorgelegt zu haben schien; und so
behielt man die Begriffe, welche blofs dem
speciellen Fall, von welchemy man ausgegan-
gen war, zugehodrten, auch in der allgemeinen
Theorie bei. Der freie Fall der Kérper war z.
B. ein von der Natur aufgestelltes Problem; es
war die Wirkung einer physischen Kraft, der
Schwerkraft. Man fand, die Bcwegung sey eine
gleichformig zunehmende, und man entwickelte
ganz allgemein die Gesetze dieser Art von Be-
wegung: aber die Begriffe von Masse und

—

Kralt, die der speciellen physischen Aufgabe zu-
gehorten, schlichen sich unvermerkt mit hin-

uber in die allgemeine Theorie, aber ganz unno-
thig: denn das allgemeine Problem lautet so:

L 7]
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wenn sich ein Punkt so bewegt, dals seine Ge-
schwindigkeit in jedem Augenblick um gleichviel
zunimmt, wie grofs wird seine Geschwindig-
keit, und sein zuriickgelegter Weg, am Ende je-
des Zeitraums seyn? Wer sieht micht ein, dals
diese Frage eine rein mathematische ist, wund
mit den Begriffen von Masse und Kraft gar
nichts zu schaffen hat?

Die unnothige Einmischung jener physi-
schen Begriffe in die Theorie, hat hin und wie-
der ganz ohne Noth Schwierigkeiten veranlalst,
weil der Begriff einer Kraft etwas idealisches an-
zeigt, was an sich gar micht anschaulich ist.
So hat man Ofters Schwierigkeiten gefunden bei
der Lehre von der Zusammensetzung der Krifte,
die in der That ein Cardinalpunkt fir die ganze
Mechanik ist; und man hat sehr kunstliche
Wege versucht, um diese Schwierigkeiten zu
heben. Sie verschwinden aber von selbst, so-
bald man das rein mathematische und physische
trennt. Die rein mathematische Frage heilst:
wie kann ein Punkt zwei Bewegungen von ge-
gebener Richtung und Geschwindigkeit auf ein-
mal haben? Und wer sieht micht ein, dals, diese
Frage zu beartworten, die ersten Elemente der
Geometrie hinreichen. Die Beantwortung der
physischen Frage aber, von cer Wirkung zweier
zugleich thitigen Bewegungskrifte, ist offenbar
nichts anders, als die einfache Anwendung el-
nes rein mathematischen Satzes auf einen phy-
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sischen Fall. Selbst die allgemeine Theorie der
Centralbpwegungen lilst sich von allem phy-
sischen entkleiden und als eine rein mathema-
tische Frage darstellen, wenn man nur bemerkt,
dals das Gesetz und der Ausdruck der Krifte
nichts anders ist, als das Gesetz und der Aus-
druck der in jedem Augenblick zu der schon
vorhandenen Bewcg:mg in gewissen I{ichlnngen
hinzukommenden Gcsclxwiudigkciwl'l. Man
bedenke nur, wie man dazn gekommen ist,
Krifte in mathematische Formeln zn bringen ?
Kraft ist die ihremi Wesen nach vollig unbe-
kannte Ursache einer Bewegung, also gewils
nichts melsbares; was wir messen kénnen, ist
lediglich ihre Wirkung, die Bewu;ung, welche
wir ibr zuschreiben. Die Grifse der Bw.-'cgung
aRer ist das Produkt der Masse und Geschwin-
digkeit; und da die Masse immer etwas bestin-
diges ist, so ist jeder Ausdruck der Kraft of-
fenbar nichts, als der Ausdruck Fiir das Geserz
der in jedem Augenblick entstehenden Geschwin-
digkeit, multiplicirt mit einem bestindigen Coef-
ficienten; und dieses sind lauter rein mathema-
tische Begriffe. Wenn man sagt, die Central-
kraft der Sonne stehe im verkehrten Verhiliils
nit den Quadraten der Enr.fermmg, SO sagt
man nichts anders, als: der Zusatz an Ge-
schwindigkeit, welchen ein Korper in der Rich-

tung gegen das Centrum der Bewegung in je-
dem Punkte erhilt, stehe in dem gedachten
Verhalisse u. s. £
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Die Trennung des rein mathematischen und
des physischen 1ist also hier moglich; und sie
wirde far beide Wissenschaften von grofsem
Nutzen seyn. Sie fildlt eine Licke, die sonst in
der Mathematik bleiben wurde, und macht die
theoretische Untersuchung der Bewegungen of-
fenbar einfacher und leichter. Die Physik aber
bringt sie der reinen Idee der Wissenschaft
niher, indem sie micht mehr gezwungen seyn
witrde weitliuftige und schwierige mathematische,

o

.

Theorien aufzunehmen, sondern, so wie sie mit
Recht sich schon jetzt nicht fiir verpflichtet halt,
die Lehrsitze der Arithmetik und Geometrie
zu beweisen, berechtiget ist, sie aus ihrem ei-
genthi'nmlidu:n Gebiete zu entlehnen; eben so
wiirde sie nach Absonderung der Phorometrie die
Lehrsitze dieser Wissenschaft entlehnen diirfen;
und als mathematische Arbeit wirde ihr blofs
die ganz specielle Anwendung derselben auf die

Naturerscheinungen tibrig bleiben.

Ich mufs noch ein Paar Einwiunfe erwih-
nen, die man vielleicht meiner Ansicht der
Phorometrie entgegenstellen wird. Die Theorie
des Verinderlichen im Raume, wird man viel-
leicht sagen, ist schon in der hohern Geometrie
realisirt, indem man Abscissen, Ordinaten, Bo-
gen, Flichen, kurz alles, als veranderliche Gro-
fsen behandelt. Dals diese Ansicht der Curven
phorometrisch sey, ist richtig; aber es ist auch
klar, dals hier die Bewegungen nicht Zweck,



und
Sie

Sem

n;
1B

lie

sal

Wall=
-
100rie

¥ ] -

101

sondern blols Hulfsmittel sind. Es wird wohl
niemand leugnen, dals es die Elementar - Geo-
metrie nur mit bestindigen Griélsen zu thun
habe; und wiirde sie aufhiren, die Theorie be-
standiger riaumlicher Grélsen zu seyn, wenn
man dergleichen phorometrische Ansichten in
sie aufnihme, was gar wohl moglich ist, und
sogar bisweilen geschieht! Die Mathematik be-
darf eines Theiles, wo die Bewegung nicht
Hulfsmittel, sondern Zweck ist.

Ein anderer Einwurf, dem ich entgegensehe,
ist der, dals der Begriff der Bewegung selbst
kein mathematischer, sondern ein empirischer
Begriff sey. Ich muls diesen Einwurf um so
mehr erwarten, da Kant selbst und sein Com-
mentator Schulze in Konigsberg, der ein guter
mathematischer und philosophischer Kopf war,
und aufser ihnen vielleicht noch viele andere,
diesen Begriff zu einem empirischen machen,
Aber was ist denn die Bt’:w'i_‘;;l]ng eines
Punktes? Kann man anders antworten, als es
sey eine stetige Veranderung seines Orts im
BRaume? Und ist 1"':.‘1‘51’]1(101*111'1@; etwas anders
als successive Verschiedenheit? Nun méchte ich
doch wohl wissen, wo in dieser, dimkt mich,
sehr vollendeten Analyse des Begriffs das Empi-
rische lige? Im Punkt? Oder im Ort? oder im
Raum? Oder in der Succession? Oder in der
Verschiedenheit? Oder in der Stetigkeit? — Ich

gestehe, es wirde mir ganz unbegreiflich seyn,
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wie man den ganz ryein mathematischen Ur-
sprung dieses Begriffs verkennen konnte, wenn
ich nicht wulste, wie oft der innere Ursprung
eines Begriffs verwechselt wird mit seinem Uber-
gang aus dem dunklen ins deutliche Bewulst=
seyn. Die Vorstelling vom Raum muls offen-
bar allen andern Vorstellungen &ulserer Gegen-
stinde zum Grunde liegen: denn wie konnte
ich mir etwas als anlser mir vorstellen, ohne
dafls ich vorher schon eine Vorstellung von dem
Aulsermir hatte? Aber zum deutlichen Be-
wulstseyn bringen wir ihn allerdings erst da-
durch, dals wir Ausdehnung und Entfernung
mit den Sinnen wahrmehmen. 'Eben diese Be-
wandnifs hat es nicht nur mit dem Begriff der
Bewegung, sondern uberall mit allen mathema-
tischen Begriffen. Thr Ursprung liegt in dem
Wesen unseres Vorstellungsvermogens; aber zum
deutlichen Bewulstseyn kann sie nur die sinn-
liche Wahrmehmung bringen ?

Tch schliefse diese Ubersicht der reinen Ma-
thematik mit einem Riickblick auf den unge-
heuren Umfang derselben. Wer sie in allen ih-
ren Theilen grindlich kennen will, muls ihr
sein ganzes Leben widmen, und doch ist dieses
in der That nicht hinreichend, sich alles wich-
tige, was man entdeckt hat, vollig anzueignen.
Difs zeigt sich unter andern sehr deutlich in
der schon erwihnten Erscheinung, dals es ge-
genwirtig nur wenige Gelehrten dieses Faches
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geben mochte, welche in der hiohern Geometrie
in dem wvollen Besitz der rein geometrischen
Methode wiaren. Gewils hat diese Methode eben
den unwiderstehlichen Reiz, der allen Theilen
der Mathematik eigen ist, in einem vorziglich
hohen Grade. Ihre Vernachlissigung ist also
wohl nicht einer Geringschatzung, sondern dem
zu grolsen Umfang der Wissenschaft zuzuschrei-
ben. Ich mochte daher vorschlagen, bei jeder
Academie der Wissenschaften einen eigenen Ge-
lehrten fiir die reine Geometrie anzustellen, um
den Geist der alten Methode nicht unter der
Last der neuern Analyse erdriiccken zu lassen.

Die angewandte Mathematik.

Was ist nun die angewandte Mathema-
tik? Die allgemeine Idee derselben hat keine
Schwierigkeit. Sie ist Anwendung der rei-
nen Grolsenlehre auf empirische Ge-
genstinde. Jeder wahrnehmbare Kirper hat
extensive Grolse; jede Eigenschaft, jede Kraft
eines Dinges, intensive; wir konnen nichts be-

trachten, nichts uns vorstellen, nichts denken,
worauf der Begriff der Grofse nicht auf man-
nigfaltige Art anwendbar ware. Das idealische
Feld der angewandten Mathematik ist daher in
der That nicht kleiner, als das Universum selbst,
unsere eigene Geisteskrafte nicht ausgenommen.
Hieraus erklart sich die besonders in allen Thei-
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len der Naturlehre sichtbare Erscheinung, dals
diec Wissenschaften, je weiter sie angebaut wer-
den, sich dem Gebiete der Mathematik desto
mehr nahlern, und dasselbe oft in ganz uner-
warteten Stellen berithren: eine Erscheinung,
welche ohme Zweifel in Zukunft immer haufiger
sich zeigen wird.

Es ist daher nnstreirig interessant, die mans-
nigfalticen Anwendungen, welche schon jetzt
von der Mathematik gemacht werden, in einem
leichten Umrils zu iibersehen. Einen richtigen
idealischen Leitfaden hierzu aufzufinden, diirfre
schwer seyn, da diese Anwendungen aulserst
mannigfaltig und die meisten nur sehr zufillig
entstanden sind. Ich mufs mich daher begnu-
gen, emnen empirischen Leitfaden gefunden zu
haben.

Wir wenden die Mathematik an, entweder
auf Werke der Natur, oder anf Werke des Men-
schen. Jene ist physische angewandte Ma-
thematik, diese will ich die technische
nennen :

Physische angewandte Mathematik.

Die verschiedenen Theile der erstern lassen
sich ziemlich leicht mach den verschiedenen

Theilen der Naturkunde ubersehen.
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In der Naturgeschichte haben uns kiyz-
lich Haiiy's schine Entdeckungen zu einer nn-
erwarteten Anwendung in dem Gebiete der
Mineralogie gefilhrt. In der Botanik und
Zoologie sind wir mnoch nicht so weit, Glei-
chungen fir die Curven angeben zu konnen,
welche die idealische Gestalt des Blatts der Eiche
oder Linde, oder die Gestalt der Krystall-Linse
m Auge bestinumnen.

In der mechanischen Naturlehre
herrscht die Mathematik iiberall. Daher

1) Die mechanischen Wissenschaften,
welche die Lehre vom Gleichgewicht und
von der Bewegung fester, tropfbarer und
ausdehnsamer Kérper enthalten : Statik und
Mechanik, Hydrostatik und Hydraulik, Ae-
rostatik und Pnewmatik.

2) Die optischen Wissenschaften,
welche die Mechanik des Lichts enthalten:
Optik, nebst Lamberts Photometrie; Diop-
trik und Katoptrik.

Die Lehre von der Wirme, von der Electricitit
und magnetischen Kraft machen Hoffnung zu
kiinfligen neuen Theilen der angewandten Ma-
thematik, und man wagt es schon jetzt, das

Wort Thermometrie auszusprechen.
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Die chemische Naturlehre beriithrt in
ihren mneuen theoretischen Untersuchungen die
Grinzen der Mathematik; und wenn auch jetzt
noch die Anwendung fast lediglich auf die
Lehre von Verhialmissen und Proportionen be-
schrankt ist, so kann man doch mit vieler Zu-
versicht erwarten, dals einst die Zeit kommen
werde, wo man die Aufloslichkeit eines Salzes
fir jede Temperatur, oder die Dichtigkeit und
andere Eigenschaften der Mischungen durch
analytische Formeln oder krumme Linien con-
struiren werde.

Hales schrieb eine Statik der Gewichse, Bo-
velli iiber die Bewegung der Thiere. = Beides
sind mangelhafte Versuche, welche aber dennoch
die Moglichkeit sichtbar machen, die Anwendun-~
gen der Mathematik in das Gebiet der organi-
schen Naturlehre iwiberzutragen. Vielleicht ge-
lingt es unsern Enkeln glucklichere Versuche

zu machen.

Die physische Erdbeschreibung hingt mit
der mathematischen innigst zusammen; und
die Astronomie ist durchaus mathematisch;
und von welchemn Umfang!

Soll ich noch Anwendungen auf eine gei-
stige Naturlehre erwahnen ? Die Berech-
nung der Wahrscheinlichkeit zeigt, dals die Idee
nicht sciimarisch ist,
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Technische angewandte Mathematik.

Das Wort technisch ist bei der Benenmmg
der technischen Mathematik in etwas weitem
Sinne zu nehmen. Es soll nicht blofs die An-
wendung ' der Mathematik auf Kinste anzeigen,
sondern im Gegensatz der physischen Mathema-
tik Am-.-cm_}nng auf alles, was nicht unmittelbar
Werk der Natur ist. Es dirfte schwer seyn, hier
in den Objecten der Anwendung einen Leitfaden
zu ihrer Classificirung zu finden, da sie so viele
fach und von so adulserst mannigfaltiger Art
sind. Dagegen geben die gesammten Theile der
reinen und angewandten Mathematik selbst ei-
nen bequemen Leitfaden ab, an welchem sich
alle erheblichen Theile der technischen Mathe-
matik ziemlich leicht und vollstindig aufzihlen
lassen. Zwar entlehnen die technischen Anwen-
dungen das, was sie bediirfen, oft aus verschie-
denen Theilen der Mathematik, indessen ist doch
gewohnlich ein bestimmter Theil derjenige, aus
welchem sie vorzuglich schopfen.

Die arithmetischen Operationen der
reinen Mathematik wendet man an, in der ge-
meinen practischen undkaufminnischen
Rechenkunst; in der politischen Arith-
metik; in der Berechnung der Glucks-
spiele.

Aus der Geometrie schopft das meiste,
dessen sie bedarf die gemeine Feldmelskunst
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oder practische Geomelrie ; desgleichen die
Markscheidekunst.

Als Anwendungen der mechanischen
Wissenschaften muls man betrachten: die
practische Mechanik oder Maschinenlehre,
die ein sehr weitlanftiges Feld wird, wenn man
die wunziahligen zum Theil héchst sinnreichen
Maschinerien dazu rechnen will, welche in den
Kimsten gebraucht werden; ferner Hydrotech-
nik. Auch lassen sich am schicklichsten hierher
rechnen die in der That sehr mannigfaltigen
und weitlauftigen Anwendungen der Mathematik
auf alle Zweige der burgerlichen und der
Kriegsbaukunst, ob diese gleich mnicht allein
aus der Mechanik, sondern besonders auch aus
der reinen Mathematik sehr vieles schopfen.
Endlich gehort hierher noch die Geschutz-
kunst.

Die Lehrsitze der optischen Wissen-
schaften finden ihre Anwendung in der praks-
tischen Optik, d. i. in der Lehre von der tech-
nischen Zusammensetzung aller Arten von opti-
schen Werkzeugen ; desgleichen in der Per-
spective, sofern man sie nicht als reine Ma-
thematik behandelt (S. g35. [.), sondern eigent-
lich fur den Kunstler bearbeitet.

Aufden astronomischen Wissenschaf-

ten beruhen die mathematische Chronologie,
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die Gnomonik, und die so wichtige Steuer-

mannskunst,

Dils sind die gréfsern Parthien mathemati-
scher Anwendungen auf Geschiifte - und Verhilt-
nisse des Lebens; der kleinern sind unzahlig
viele: denn es giebt wohl keine Handarbeit,
welche nicht Veranlassung zum Rechnen und
Messen, dem der es versteht, "darbieten sollte.
Verbindet man hiermit eine andere Bemerkung,
dals die Mathematik in ihren Elementaritbungen
eben so leicht, als in ihren hochsten Theorien
schwer sey, dals der stumpfiste Kopf wenigstens
zihlen lerne, dals die mathematische Elemen-
tar - Operationen die leichteste und einfachste
Axt des Verstandesgebrauchs, und die Fihigkeit
zu denselben ein Genieingut aller Sterblichen
sey; eine Bemerkung, deren Richtigkeit besti-
tigt wird durch das Vergniigen, welches allen
verstandig unterrichteten Kindern das Rechnen
macht, durch die Fortschritte, welche auch mit-
telmilsige Képfe darin machen, besonders aber
durch den auffallenden Erfolg wohl iberlegter
Pestallozzischen ﬂbun;_:cn: bedenkt man endlich,
dals die Mathematik die einzige Wissenschaft ist,
in welcher vollendete Deutlichkeit der Begriffe,
strenge Richtigkeit und Evidenz der Schliisse

erreicht werden kann: kurz, erwigt man den
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eigenthiimlichen Charakter dieser Wissenschaft

und ihr Verhaltmils gegen unser Vorstellungs-

vermogen: so muls es jedem Unbefangenen e?n-
leuchtend werden, dals das Studium der Mathe-
matik bei weitem das wirksamste Hulfsmittel fur
die Bildung der intellectuellen Geisteskraft sey,
an welchem schlechterdings jeder Mensch in ge-
wissem Grade Antheil nehmen kann: ein Vor-
zug, durch welchen sich die Mathematik von je-
dem andern Bildungsmittel des Verstandes un-
terscheidet. Namentlich kann das Studinm der
Grammatik, so wichtig es in anderer Niwcksicht
ist, doch dieses Bildungsmittel nicht ersetzen:
denn es muls doch, dinkt mich!, fur jeden un-
befangenen Beurtheiler einleuchtend ceyn, dals
es micht maoglich ist, einem Kinde von einem
Casus oder Modus einen so richtigen und
deutlichen Begriff, als von einer geraden Linie
und einem Kreise beizubringen; da die gramuna-
tischen Begriffe eigentlich zu den feinsten phi-
losophischen gehoren, wobei selbst geubte Den-
ker Schwierigkeit finden, ganz ins deutliche zu
kommen. Das Studinm der Grammatik zu fruh
angefangen, diirfte daher vielleicht den Verstand
11151.11‘ verbilden, als bilden; denn es ist wohl
der geradeste Weg zur Seichtigkeit, wenn man
frihzeitig gewohnt wird zu glauben, man ver-
stehe etwas, was man nur halb, oder weniger

als halb get}il'st hat.

Dals man die Frage aufgeworfen hat: ob
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man den grolsen Haufen der Menschen
aufkldren solle ? kann nur durch die Vieldeu-
tigkeit des Worts aufkliren entschuldigt wer-
den: denn wenn man die Frage bestimter
so falst: ob man die Geisteskrifte jedes
Menschen zu wecken, zu wuben und zu
beleben suchen solle? so kann wohl kein
Mensch von hellem Kopf und reinem Herzen
einen Augenblick anstehen, wie sie zu beant-
worten sey. Die Frage kann nur seyn: auf
welche Art man aufs zweckmiilsigste, und
ohne Nachtheil des Ganzen, die Krifte jedes
einzelnen Menschen bilden kénne? Die Erhal-
tung der menschlichen Gesellschaft erfodert eine
unendliche Menge von Geschiften und Verhilt-
nissen, unter welchen sehr viele niedrige, klein-
liche und den Geist beengende, aber doch Far
das Ganze schlechterdings nothwendige sind.
Hieraus folgt, dunkt mich, unwidersprechlich
der Grundsatz: dals man den Verstand dessen,
den eine hohere Hand auf eine niedrige Stufe
des Gliicks gestellt hat, mehr intensiv, als ex~
tensiv bilden miisse. Menschenfreundliche Min-
ner, in deren Hand Gott das Geschift legte,
mittelbar oder unmittelbar kunftige Generatig-
nen zu bilden! O sorgt dafiir, dals auch der
armseligste, der verlassenste, nach dem Beispiel
des edlen Pestallozzi geubt werde, in den ein-
fachsten Verstandesarbeiten, in den ersten Ope-
rationen des Rechnens und Messens. Dils wird
ihm das kleinliche Geschift, das er als Mann



112

treiben mulfs, nicht verhalst machen; er wird es
mit Liebe treiben, weil er es mit dem Gefuhl
geistiger Selbstthitigkeit treibt; und doch wer-
det ihr ihn auf der Stufenleiter emplindender
und denkender Wesen heben. Aber wverschont
ihn mit einer extensiven Ausbildung, die er auf
geinem Standpunkt nicht fassen, die sein gefes-
selter Fuls nicht verfolgen kann und darf, die
ihn it seinem Geschick unzufrieden, die ihn
ungliicklich, und vielleicht moralisch schlechter

machen wurde.
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t" "Tnllcndem Deutlichkeit der Grundbe-
grifle ist fur die feste Begriindung einer wissen-
schaftlichen Theorie zwar wvon unschatzbarem
Werthe, aber nicht von unbedingter Nnrhwc:ndig-
keit. Nur dunkle Begriffe sind der Tod alles
wissenschaftlichen Fortschreitens; dagegen wirde
es nicht schwer seyn zu zeigen, dals aulser dem
Gebiete der Mathematik, z. B. in der Logik,
Moral, Rechtslehre, Politik, u. s. . die wichtig-
sten Untersuchungen, deren Richtigkeit die Uber-
einstimmung aller selbstdenkenden, wahrheitlie-
benden, und durch keine Sophisterei verdrehten
Kopfe verburgt, dennoch blofs auf mehr oder
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minder klaren, nicht auf deutlichen Begriffen
beruhen. Ja selbst in dem Gebiet der Grolsen-
lehre giebt es einige wenige Punkte auf welche
sich eben diese Bemerkung anwenden lalst.
Kein gehorig unterrichteter kann an der Richtig-
keit der Lehrsitze von Parallellinien, oder an
der Haltbarkeit unserer Theorie ven den Loga-
rithmen zweifeln, und doeh beweisen die be-
kannten Schwierigkeiten dieser Theorien, dals in
den Grundbegriffen, worauf sie beruhen, noch
irgend ein Mangel an vollendeter Deutlich-
keit versteckt liegen miisse. So wahr und hali-
bar iibrigens eine auf blofs klaren Begriffen be-
ruhende Theorie seyn kann, so ist sie doch von
der Seite jederzeit in einer ungunstigen Lage,
dals sie Bedenklichkeiten, Zweifeln, und Angrif-
fen blofs gestellt ist, die sich bei der innigsten
ﬁberzcngmlg von der Richtigkeit der Sache,
dennoch mie ganz siegreich zuriickschlagen

lassen *).

*) Ich mochte die sehr wichtige und fruchtbare Lehre
der Logiker von deutlichen, klaren und
dunkeln Begriffen selbst als Belag zu dem In-
halt dieses §. aufstellen. Denn der Begriff eines
Merkmals, dessen sie sich bei dieser Classifica-
tion bedienen, ist so vage uad unbestimmt, dals es
unmoglich ist, vermittelst dieses Begriffes eine
deutliche und scharf bestimmte Erklirung jener
drei Arten von Begriffen zu geben. Denn ein
Merkmal kann die zufilligste gar nicht zum
Wesen des Dinges gehonge Sache seyn. Wenn
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Das auffallendste Beispiel zur Bestitigung
unserer Bemerkung durfte wohl die hohere
Analysis geben: denn man muls gestehen,
dals der eigenthiimlichste Gruadbegriff derselben,
der Begriff eines Differenzials, oder wie ihn
Newton nannte, einer Fluxion nichts weniger,
als deutlich ist. Selbst die beiden scharfsinnigen
Erfinder des Algorithmus der hohern Analysis,

man sagt: eine I'liche sey die Grinze eines
Korpers, so giebt man unstreitig ein richtiges
Merkmal an, das aber nur eine aufsere Bezie-
hupng ausdriickt, welche nicht zum VVesen der
Sache gehért, und das Innere des Begriffs einer
Flache nicht im geringsten aufklirt : denn eine
Fliche kann man sich gar wohl auch ohne einen
Korper vorstellen. Ich mochte daher diese drei
Arten von Begriffen auf folgende Art bestimmen.
Deutlich ist ein Begriff, wenn ich ihn nicht
nur im Ganzen vollstandig und genau aufgefalst
habe, sondern mich auch der einfachen Begriffe
bewulst bin, aus denen er, als aus ungleichartigen
Bestandtheilen zusammengesetzt ist. Klar ist
ein Begriff, den ich zwar im Ganzen genan und
vollst.mdlf’ aufgefalst habe, ob ich 01@15]1 seine
Bcsmndlheﬂe gar nicht, oder nur mangelhaft
darlegen kann. Dunkel ist endlich ein Beouff
wenn ich nickg einmal seinen Umfang, und seine
Grinzen vollstindig, wund bestimmt aufgefalst
habe. Vom Kreise ]mt einen deutlichen Bc"uff
der Geometer, einen klaven fast jedermann, einen
dunkeln der welcher ihn noch mit einer Ellipse
verwechseln kann., Die weitere Ausfiithrung die-
ses Gegenstandes wiirde eine eigne Abhandlung
erfodern.
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achwankten, wie wir zeigen werden, in der ge-
nauen Bestimmung, oder im Gebrauche dess-cl-
ben. Die vortrefflichsten Amnalysten nach ihnen,
haben mancherlei Wege versucht, die Schwie-
rigkeiten zu heben, anf welche jener undeut-
liche Begriff fithrt, aber dals keiner von allen
diesen Versuchen seinen Zweck vollkomunen er-
reicht kaben kénne, ist schon daraus klar, dals
ein vollkommen gelungner Versuch langst jede
andere Vorstellungsart verdrangt haben miilste,
welches der Fall nicht ist.

5. Es liegt am Tage, welche erstaunens-
wirdigen und alle Erwartung iibertreffenden Fort-
schritte die Grolsenlehre in sich selbst und in
allen ihren Anwendungen durch den Algorith-
mus der Differenzial - und Integral - hechnung
gemacht hat. Und je vertranter der Analyst mit
den Geheimmnissen dieses Calculs wird, um so
unerschuitterlicher wird seine ﬁhcrzcugung von
der strengen Richtigkeit desselben, ob er gleich
nicht im Stande ist, sich gewisse Paradoxien be-
friedigend anfzulosen. Versucht er es den Be-
griff des Differenzials zu analysiren, so sieht er
sich gezwunger, den Begriff des Unendlich-
kleinen entweder, wie es Leibnitz, Euler,
Segner, und andere thun, wunverhulit hin-
einzulegen, oder ihn, wie Newton, Maclau-
rin, d'Alembert, I"Huilier und andere,
kimnstlich zu verschleiern, und wir werden in

der Foloe sehen, dals dils, und warum es unver-
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kleine Grifse? Kann ein Ding, was man bald
als im strengsten Sinn = o zu setzen, bald
wieder als eine wirkliche Grifse anzusehen ge-
zwungen ist, etwas anders seyn, als ein unbe=-
greifliches Mittelding zwischen Nichts und Et-
was? und straubt sich nicht der gesunde Ver-
stand des Mathematikers mit vollem Recht ge-
gen einen solchen Mysticismus ?

4. Und doch beweiset nicht nur der glin-
zende Erfolg, den ein methodischer Gebrauch
dieses Begriffs in der hohern Analysis gehabt
hat, dals er kein Hirngespinst sey, sondern es
lifst sich auch aus anderweitigen Griinden trotz
des Widerspruchs, den er in sich zu tragen
scheint, seine vollgiltige Realitat aufser Zweifel
setzen. Zu dem Ende bemerke ich zuerst, dals
die Idee des Unendlichen in ihren beiden
Bestimmungen, als u nendlichgrofls, und
unendlichklein, nicht etwa blofs der ho-
hern Amnalysis, sondern der ganzen Mathematik,
selbst in ihren allerersten Begriffen zum Grunde
liegt. Man mufls Euklides zweites Postulat aus-
streichen, wenn man mnicht die Unendlichkeit
des Raums voraussetzen will. Denn ist der
Raum nicht absolut unbegranzt, d. h. unendlich
grofs, so kann ich eine Linie, eine Fliche, ei-
nen Raum nicht, so weit ich will, sondern
nur bis zu den Griuzen des Raums erweitern.
Die absolute Unbegrinztheit der natiirlichen
Zahlenreihe fithrt nothwendig auf die Idee des
Unendlichgrofsen, oder setzt dieselbe, gerade so,
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wie Euklides zweites Postnlat, voraus. Und da
der Begriff der Zahl auf alle erdenkliche Arten
von Grolsen anwendbar ist, 8o ist man’ anch ge-
nothigt, die Anwendbarkeit der ldee des Unend-
lichgrolsen, auf alle Arten von Grifsen einzu-
raumen. Eben so fuhrt die absolute Unbegrinzt-
heit in der Theilung einer jeden Grifse, noth-
wendig auf die Idee des Unendlichkleinen,
Euklides beweiset im ersten Satz des zelnten
Buches, auf eine Art, die Niemand in Anspruch
nimmt, oder nehmen kann, dals man durch
fortgesetzte Theilung auf Grofsen komme, welche
kleiner sind als jede gegebene; hieraus aber
folgt durch einen Schluls, gegen welchen die
feinste Dialektik nichts aufbringen kann, dals es
kein Hirngespinst sey, Grolsen zu denken,
welche kleiner sind, als alles, was gegeben
werden kann d. h. welche unendlichklein
sind. Ich gestehe indessen gern, dals Schlusse
dieser Art den Verstand mehr zwingen, als
iiberzengen. Der Mathematiker ist gewohnt die
Realitat eines Begriffs nur dann erst einzuriu-
men, wenn er ihm in einem wirklichen Fall
realisirt vorgelegt wird, Aber auch an solchen

Beweisen fir die Realitit der Idee des Unend-
lichen fehlt es nicht. Die Tangente und Secante
des rechten Winkels sind von jeher unendlich
grols gewesen, und werdén es in alle Ewigkeit
bleiben; und zu sagen, dals der rechte Winkel
keine Tangente habe, ist eine dialektische Sophi-
sterei, die man nur machen kann, so lange man
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das eigentliche Wesen der mathematischen Un-
endlichkeit noch mnicht deutlich aufgefalst hat.
Man macht indessen gewohnlich wviel weniger
Einwendungen gegen das Unendlichgrolse, als
gegen das Unendlichkleine ; aber glicklicher
Weise existirt auch fiir dessen Realitit ein Be-
weis, gegen welchen die feinste Dialektik nichts
gultiges einwenden kann; und es ist sonderbar,
dafs die Vertheidiger des Unendlichkleinen, nicht
mit Nachdruck Gebrauch davon gemacht haben.
Im sechzehnten Satz des dritten Buchs beweist
Euklides so streng, als irgend etwas bewiesen
werden kann, dals der Winkel eines Kreisbogens
mit seiner Tangente kleiner sey, als jeder spitzige
Winkel; d. h. kleiner als jeder Winkel,
der gegeben werden kann; und dennoch
ist man gezwungen, mnach den ersten Begriffen
von einer Grolse, diesem unendlich kleinen
Winkel eine gewisse Art von Grofse beizulegen:
denn er wird grifser, wenn man den Halbmes-
ser des Kreises kleiner nimmt, und umgekehrt;
und ungeachter er, wie Euklides streng erweiset,
durch keine gerade Linie getheilt werden kann,
so kann er doch, was eben so streng erweislich
ist, durch Kreishogen von grolserem Halbmesser
und zwar schlechthin ins Unendliche getheilt
werden, Hier haben wir also eine unendlich-
kleine Grofse, in einem anschaulichen Gegen=

stand vor uns, und man mufs einraumen, dals
die Realitit eines Begriffs, durch Darlegung ei-
nes wirklichen Falls, mnicht strenger erwiesen
werden kann.




Es wurde nicht schwer seyn aus dem gan-
zen Umfang der Mathematik, und selbst aus den

Elementen derselben miehrere Sitze anzufihren,
von denen man dreist behaupten hann, dafls
ihre ersten Erfinder nur durch Betrachtung un-
endlich kleiner Grofsen auf sie gekommen sind,
und nur auf diesemm Wege sie finden konnten:
denn der Begriff dringt sich bei vielen Gelegen-
heiten nnausweichlich anf: man kann ihn durch
kunstliche Wendungen wverschleiern, aber man
kann ihn nicht beseitigen. Ich halte es aber fur
uiberflitssig hier mehrere Beispiele aufzustellen,
da der einzige angefuhrte Satz, die Realitat des
Begriffs , trotz seiner widersinnig scheinenden
Natur doch auf eine Art darthut, welche die
schirfste Kritik aushilt.

5. Betrachtunigen dieser Art hellen zwar
das Dunkel nicht auf, was auf diesem Begriffe
liegt, aber sie zeigen doch unwidersprechlich,
dals er keine Schimire, keine Geburt der
schwarmenden Phantasie, sondern aus dem We-
sen des Vorstellungsvermogens selbst entsprun-
gen, und untrennhar mit der Mathematik ver-
bunden sey. Die Grunde welche sich dafiir auf-
stellen lassen, scheinen mir so evident, so un-
zweideutig, dafls ich schon lange, ich gestehe es,
nicht blofs milstrauisch gewesen bin gegen je-
den Versuch das Unendliche aus der Mathematik
zu verbannen, sondern dals ich dils far ganz
unausfithrbar gehalten habe. Daher glaube ich,

man musse diesen sonderbaren Begriff aufzukli-
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ren, nicht ihn zu verdringen suchen. Unstreitig
ist der Begriff des Unendlichen von ganz eigen-
thumlicher Art, und von andern mathematischen
Beeriffen sehr verschieden; aber dils berechtigt
uns nicht ihn zn verwerfen, sobald er sich als
nothwendig aufdringt. Bei iofters wiederholtem
Nachdenken iiber den Begriff des Differenzials,
bin ich auf eine Vorstellungsart gekommen, die
ohne allen Mysticismus jede Schwierigkeit zu
losen scheint. Ihre Auseinandersetzung ist der
Zweck der gegenwartigen Abhandlung.

6. Ehe ich aber diese Ansicht darlegen
kann, halte ich es fur nothig, die vornehmsten
Versuche durchzugehen, die man bisher gemacht
hat, um die Schwierigkeiten der héherm Analysis
zu heben; denn ich wiirde etwas uberflussiges
zu unternehmen scheinen, wenn ich es micht
sichtbar machte, dafls alle bisherigen Versuche

dem Begriff des Unendlichkleinen auszuweichen,
nur sinnreiche Verschleierungen desselben sind.




II.

Uber die Lﬁz:uldr:glichkeic aller bisher ge-
machten Versuche, die Grundbegriffe der

hoheren Analysis aufzuklaren,

e Zu den Versuchen, dem Begriff des Un-
endlichkleinen auszuweichen, mufs man schon
die Exhaunstionsmethode der Alten rech-
nen. Es ist nothig, hier von ihr zu reden.
Denn ob sie gleich den Begriff des Differenzials
nicht ersetzen, noch zur alleinigen Grundlage
der hohern Analysis dienen kann, so wird sie
doch bei sehr vielen Theorien unentbehrlich, so
bald man den Versuch macht, den Begrilf des
Differenzials ganz zu entbehren. In der That
kann wohl die strengste Kritik nichts gegrunde-
tes aufbringen gegen den allgemeinen Gang der
Schliisse, der bei dieser uberaus scharfsinnigen
Methode zum Grunde liegt, Demohngéachtcr.

durfte sie, gerade in dem Fall, wenn sie ange-
wendet wird, um den Begriff des Unendlich-
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kleinen auszuweichen, nur zu einer kunstlichen
Verschleierung desselben fuhren. Es wurde eine
eigne Abhandlung erfodern dieses allgenmein zu
untersuchen: denn der Grund liegt micht in der
Methode selbst, sondern in den Objecten, auf
welche sie angewendet wird, weswegen die Un-
tersuchung nur durch Induction gefuhrt wer-
den konnte. Wir miissen uns daher begniigen,
einen einzigen Fall anzufuohren, nach welchem
sich aber die uibrigen leicht werden beurtheilen
lassen. Die Alten bewerkstelligten bekanntlich
die Vergleichung des Kreises mit dem Dreieck
durch die Exhaustionsmethode. Die ganze Starke
des Beweises beruht daranf, dals der Perumeter
jedes daulsern Polygons grofser, jedes innern
Polygons kleiner ist, als die Kreislinie, oder
einfacher, und in neuerm Ausdrucken, dals die
Tangente eines Bogens grolser, die Sehne kleiner
ist, als der Bogen. Das letzte folgt aus dem
Grundsatz, - dals die gerade Linie die kurzeste
Ausdehnung zwischen zwei Punkten sey. Das
erste nahm Archimedes gleichfalls als blofsen
Grundsatz an: man hat aber lingst die richtige
Bemerkung gemacht, dafs dieser Satz eines Be-
weises bediirfe, und man hat verschiedene Ver-
suche gemacht, diese Liicke auszufiillen. Man
analysire jeden solchen Beweis, nnd alle darin
enthaltene Begriffe, so weit als moglich, und ich
firchte, man wird jederzeit, entweder einen
Fehler im Beweis, oder den Begriff des Unend-
lichkleinen versteckt finden. Eben so einfach



als sinnreich ist z. B. die Art, wie der neuneré
Euklides, Legendre in seinen Elémens de
Geometrie diese Liicke erginazt, Er giebt
L. IV. Pr. IX. (p. 115.) folgenden Satz: wenn
uber den Endpunkten einer geraden Linie eine
krumune oder gebrochene, oder gemischte, aber
nur nach auswirts convexe Linie beschrieben
ist, so ist dieselbe kleiner, als jede sie einschlie-
[sende und blofs auswirts convexe Linie. Den
Beweis fahrt er auf folgende Art. Wire die
eingeschlossene Linie nicht kleiner, als jede ein-
schliefsende, so miilste es unter allen einschlie-
[senden Linien eine geben, welche die kleinste
ware. Nun giebt es aber keine solche kleinste:
denn welche einschlielsende man auch far die
kleinste annehmen mag, so lalst sich jederzeit
leicht zeigen, dals es noch kleinere gebe. Folg-
lich ist die eingeschlossene Linie kleiner, als
jede einschliefsende. Ich weils nicht, liegt die
Schuld an meiner Einsicht, oder an dem Be-
weis, er hat mir nie ganz befriedigend geschie-
nen. Der Schluls, dals, wenn die eingeschlos-
sene Linie nicht kleiner sey, als jede einschlie-
{sende, sich unter den einschliefsenden eine
kleinste hnden miusse, scheint niir nicht ge=
nau, es milste, dunkt mich), heilsen: so miis-
sen sich unter den einschlielsenden welche fin-
den, die kleiner als die eingeschlossene Linie,
oder auch derselben gleich sind. Dann verliert
aber der Beweis seine ganze Kraft, denn raununt

man als denkbar ein, dals unter den einschlie-
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fsenden Linien kleinere seyn konnten, so mufs
man auch vor dem Beweis als denkbar einrdu-
men, dals alle einschliefsenden Linien  kleiner
seyn konnten, und dann folgt aus dem Beweise
weiter nichts, als dals es unter ihnen keine
kleinste gebe; nicht aber, dals sie alle grolser
seyn, als die eingeschlossene. Wenn man bei
einem Beweise untersuchen will, nicht ob der
Satz richtig, sondern ob in der Formi der
Schliisse ein Fehler sey, so scheint mir kein
Mittel sicherer und leichter zu seyn, als dals
man die blolse reine Form der Schlusse
abgesondert betrachte, indem 1nan statt der
besondern Grofsen, welche der Satz enthali, all-
gemeine Zeichen wahlt. Bei unserm Beweise
wire nun der Fall folgender. Es ist eine be-
stimmte Grofse A (die eingeschlossene Linie)
gegeben, mit welcher eine Unendlichkeit ande-
rer Grifsen derselben Art (die einschlielsenden),
die wir als Werthe einer veranderlichen Grilse
vorstellen konnen, und mit x bezeichmen wol-
len, in einer gewissen gegebenen speciellen
Verknupfung (des Einschliefsens und Einge-
schlossenseyns) stehen, die zwar unmittelbar
tiber das Verhiltnils ihrer Groflse nichts aussagt,
woraus man aber durch Schlusse eine Verglei-
chung abzuleiten versucht. Es soll also, und
zwar durch einen indirecten Schlufs, gezeigt
werden, dals A kleiner sey, als jeder Werth
von x. Zu dem Ende werde ich sagen mus-

sen: wenn A nicht kleiner ist, als jedes x, so




miussen die einzelnen Werthe von x entweder
alle, oder einige derselben kleiner als A, oder
auch A gleich seyn. Nur im zweiten Fall
(wenn einige x kleiner als A sind) darf ich
annehmen, es gebe unter ihnen ein Minimum:;
im ersten Fall ist dils nicht nothwendig u. s. f

Wenn der Beweis in unzweideutiger Strenge
gcf{ihrt werden soll, so sehe ich in der That
keine.andere Moglichkeit ein, als dals man ihn
lediglich von gebrochnen Linien erweise,
und dann schlielse, was von jeder nur erdenk=-
lichen gebrochnen Linie gilt; das gilt auch von
einer krummen. In diesem Schluls wiwrde aber
der Begrilf des Unendlichkleinen wversteckt lies
gen: denn eine Krumme Linie kann nur durch
Hulfe dieses Begriffs als eine gebrochene be=
trachtet werden. Aber ich bin auch uberzeugt,
dals jeder Versuch, dem Unendlichkieinen aus-
zuweichen, bei dhnlichen Fragen, nur auf Ver«
schleierungen desselben hinauslaufen mochte. In
der That begreife ich auch nicht, wie irgend
ein ﬂbcrgang vom Geraden zum Krunumen an-
ders noglich sey, als durch das Unendliche
kleine: denn difs ist das einzige, was eine ge=-
rade und krumme Linie gcme'm haben konnen,
und worin alle Verschiedenheit zwischen gerade
und krumm ganzlich verschwindet. chrlmupt
aber dinrfte derselbe Fall iiberall eintreten, wo
zwei zu vergleichende Grolsen bei jedem end-
lichen Werth ungleichartig sind, aber im Un-
endlichkleinen als gleichartig erscheinen.
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8. Die neuern Versuche, die man gemacht
hat, die hohere Analysis gegen den Vorwurf zu
sichern, dals sie auf unsichern Grundbegriffen
beruhe, lassen sich unter zwei Abtheilungen
bringen. Entweder behielt man den Begriff und
das Zeichen eines Differenzials bei, und suchte
nur den Begriff so zu bestinunen, dals die Wi-
derspriiche, auf welche er zu fithren schien, be-
seitigt wurden; oder man verwarf den ganzen
Begriff, und suchte auf anderm Wege zu dem
zu gelangen, was man vermittelst jenes Be-
griffs gefunden hatte. Die¢jenigen, welche den
ersten Weg einschlagen, legen entweder den
Begriff des ' Unendlichkleinen unverhullt zum
Grunde, wund suchen nur durch allerlei Ver-
nunfteleien die Widerspriche zu entkriften, auf
welche er zu Fahren scheint; oder sie suchen
ihm gleich anfinglich in der Erklirung des Dif-
ferenzials anszuweichen. Ob mit Glick, wol-
len wir in der Folge untersuchen. Was Versu-
che der zweiten Art betrifft, so scheint es, wenn
man den Begrilf eines Differenzials ganz auf-
giebt, in der That moglich, und zwar auf mehr
als eine Art, dlles, was man gewdhnlich durch
einmaliges oder mehrmaliges Differenziren fin-
det, durch Operationen der gemeinen Analysis
zu finden, wodurch auch fiar die Operationen
der Integralrechnung der paradoxe Begriff des
Unendlichen als entbehrlich erscheint.” Allein,
wenn man entweder die entfernteren Sitze auf-
sucht, welche einer solchen Theorie mittelbar

Lol




150

zum Grunde liegen, oder wenn man versucht,
sie auf Gegenstande der Geometrie und Mecha-
nik anzuwenden, so kommen eben die Schwie-
rigkeiten, denen man ausweichen wollte, wieder
unverdrangbar zum Vorschein.

g. Unverhullt legten den Begriff des Un-
endlichkleinen zum Grunde, Leibnitz, die
Bernoulli, 'Hospital, Varignon, Euler,
Segner, etc. Aber in' der That schwankte in
der Erklirung des Differenzials niemand mehr
als der Erfinder. Selbst seine allerersts Erkla-
rung des Differenzials triigt, sogar im Ausdruck,
den Charakter der Unsicherheit. Nachdem er
in der Abhandlung, Nova methodus tan-
gentium etc. (Act erudit. 1684. p. 467 E)
den Algorithmus der algebraischen Differenziale
blofs historisch dargelegt hat, fihrt er (p- 469.)
fort: Demonstratio omniwm facilis erit
in his rebus wersato, et hoc unum con-
sideranti ipsas 3%, dY, dV, dW, = A 1
ipsarum X, ¥, Vs W z (cujusque in sua
serie) eZ.*'jj'creun's'J‘ sew incrementis et
decrementis momentanets proportiona-
lis haberi posse ete Bis dahin hatte er,
wenn X die Abscisse, and y die rechtwinkliche
Ordinate einer Curve ist, 9X :m:.:{c'schcn als
eine beliebige Linie, und gy als die vierte Pro-

purtiOn‘dlE zur Subtangente, Ordinate, und ax.
Weiterhin betrachtet er die Tangente ausdruck-

lich als die ger:uiiinige Verlingerung eines un-
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endlichkleinen Bogens. In spdtern Abhand-
lungen, besonders in der, De motuum coe-
lestium causis (Act. er. 1689. p. 82 £)
spricht er nicht nur bestimmt von Zinfinice
parvis, sondern sogar von incomparabilia
ter parvis, und scheint die hohern Dilferen-
ziale nicht anders als durch diese Erklarung
retten zu konnen. Ich fiithre dils nicht an, um
cin so grolses Genie herabzusetzen, im Gegen~
theil scheint mir daraus hervorzugehen, dals ein
so feiner philosophischer Kopf die Unsicherheit
eines blols klar aufgefalsten Begriffs viel lebhafs
ter wahrgenommen habe, als seine Nachfolger.

10. Newtons Fluxionen sind schon eine
scharfsinnige, doch micht vollstindige Verschleie-
rung des Unendlichkleinen. In dem Begriff der
Fluxionen kommt unmittelbar das Unendlich-
kleine nicht vor: denn sie sind Geschwindigkei-
ten, mit welchen sich veranderliche Grolsen in-
dern. Auch weicht er sinnreich dem Begriff in
allen Lehrsitzen und Aufgaben aus; und so viel
ich finden kann, ist in dem ganzen scharfsinni-
gen Werke, Methodus fﬁutxionum, nur eine
einzige Stelle, wo sich der Begriff unverhullt
hervordringt; mniamlich blofs in dem Beweis,
(nicht in der Auflosung), des ersten Problems;
Data relatione, quam invicem habent
f‘fur_-ute.r qmmu‘tacu, determinare re=
lationem, quae inter earum flu:c:'uuex
intercedit ete. Er Lingt diesen Beweis mit
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Folgenden Worten an *): fluentium quanti-
tatum momenta (videlicet earum par-
tes z'ndefinite parvae, quarum ac-
cessione in fn(lf’_/'fnit‘e parvis parti-
bus temporis quantitates ipsae jugis
ter augentur) sunt ut wvelocitates qui-
bus ff.u.fuu.“ aut crescunt ete.

Man weils, dafs Newton die Herausgabe
dieses unendlich wichtigen Werks sehr lange ver-
zogerte, ohne einen andern Grund anzugeben,
als dals er den Streit nicht liebe. Ohne Zwei-
fel befriedigte iln seine Ansicht des Grundbe-
griffes nicht, und difs bestdtigt sich noch mehr
dadurch, dals er in seinem zwar frither heraus-
gegcbenen, aber spater ansgearbeiteten Princi-
piis pha’ﬂoxophifw naturalis, von den
Fluxionen keinen Gebrauch macht, sondern fir
sie die Grinzverhaltnisse substituirt, von wel-
chen gleich umstindlicher die Rede seyn wird.

Niemand hat sich wohl grofsere oder viel-
mehr unsaglichere Miihe gegeben, die Fluxions-
rechnung von dem Vorwwf eines Mangels an
Evidenz in ihren Grundbegriffen zu befreien,
als Maclaurin, und doch kann er in dem
wichtigsten Fundamentalsatz seiner Theorie, im
14ten Theorem des ersten Buchs, den Begriff
von etwas, das kleiner ist als alles, was sich

*) In Castillons Ausgabe von Newtons Opusculis,
Vol. L. p. 59
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geben lifst *), nicht ausweichen, und in der An-
wendung auf besondere Gegenstande der Geome-
trie und Mechanik kann man doch, wie wir in der
Folge allgemein zeigen werden, der Betrachtung
unendlichkleiner Groflsen nicht entgehen.

Man hat ubrigens beide noch, und nicht
ohne Grund, getadelt, dafls sie in die Grundbe-
griffe der Amalysis, mechanische Begrifte, Be-
wegung und Geschwindigkeit einmischten,
was zwar der. Evidenz keinen Eintrag thun
wirde, (denn jene Begriffe gehorig gefalst, sind
reine mathematische Begriffe) aber doch den
Gesetzen einer richtigen Topik nicht gemils ist.

13. Keine Vorstellungsart ist in den neuern
Zeiten beliebter gewm-dcn, als die Theorie der
Grinzverhiltmisse. \ Dafs Newton sie schon in
seinen Principiis gebraucht habe, ist schon
oben erinnert worden; und die ganze erste Se-
ction des ersten Buchs enthilt in elf Lehrsitzen
vielleicht das scharfsinnigste, was sich iiber diese
Vorstellungsart sagen lafst. Nach ihm hat be-
sonders dAlembert dieselbe dringend empfoh-
len, und I'Huilier hat sie besonders sorgfaltig,
auf Veranlassung einer Preisfrage der Kgl. Acad.
der Wiss. in Berlin fur das Jahr 1786 aus-

gefuhrt ™).

*) In Pezanas fr. Ub. Traité des fluxions par Mac-
laurin, Paris 1749. Vol. L. p. 45.

**) Exposition elementaire des principes des calculs
superieurs, par U'Huilier & Berlin, Die nene Aus-
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Um diese Vorstellungsart richtig zu wurdi-
gen, ist es nothig, die Idee welehe ihr zum
Grunde liegt, kurzlich auseinander zu setzen.
Es sey y gleich irgend einer Function von x,
oder y—=Fx: man nehme an, x wachse um die
beliebige Grifse Ax, und y gehe dadurch iiber
in y+Ay, so lifst sich beweisen, dals seyn
werde

%:p-}-q&x-{—r&x’-}-s&x"’ + etc.
wWo p, g, r, s etc. in allgemeinen Functionen
von x, und nach gewissen Gesetzen von der
ursprunglichen Fx abhingig sind: in besondern
Fillen kann ein oder der andere dieser Buchsta-
ben einen bestindigen Werth erhalten, oder
auch = o0 oder selbst unendlich grols werden.
Nun ist klar, dafs, so lange Ax irgend eine be-
stimmte Grofse hat, wie klein sie auch seyn
mag, das Verhilmifs Ay doch von Ax abhin-
Ax
gig sey. Stellt man sich aber Ax vor als eine
veranderliche stetig abnehmende Grolse, so lei-
det auch das Verhilmils %—é eine stetige Verin-

derung, wund wird endlich A x=o0, so bleibt

blofs ubrig i—i:p; fur diesen Fall schreibt
X

gnbc dieser Schrift hat den Titel: Principiorum
calculi (."{J.;‘reutiaffs et integralis expositio elemen-
taris 1795,

&
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man nun statt A das Differenzialzeichen, und
: dy :
g0 erhilt man —— = p; d. h. es folgt aus die-

ser Betrachtung, dals das Differenzialverhilinifs
dy
dx
sondern Fillen auch eine bestindige Grifse, oder

cine bestimmte Function von X, und in be-

— o0, auch sogar unendlich grols, kurz, was
man will, seyn konne. Ist nun p eine Fun-
ction von X, SO ist klar, dafs auf sie alle die
Schlusse angewendet werden konmnen, die man
bei der wrsprunglichen Function gemacht hatte;

d
dafs ff.rllalic.h der zweite Diﬁcrenzi;-ll-Qumicnt éﬁ
- X

eben so als der erste eine Function von X .
s. [. seyn konne. Und so scheint in der That
auf eine sehr einfache Art der Algorithmus der
Dilferenzialrechnung nach seinem ganzen Um-
fang gerechtlertigt werden zu konnen, ohne
dafs man nothig habe, den zweideutigen Be-
griff des Unendlichkleinen zu Hulfe zu nehmen.

Wir wollen diese Vorstellungsart etwas ge-
nauer zergliedern, weil die Schwierigkeiten, auf
welche diese Analyse fuhst, gri}i‘sl{:rnheils die
nimlichen sind, die sich bei jeder andern Vore-
stellungsart finden,

12. Erstlich. Da die strenge Richtigkeit

: Jy :
der Gleichung :)l =— p schlechterdings voraus-
- _

setzt, dals der strengste Sinn g X =0 scy; WOI~

aus ehen so nothwendig folgt, dals auch qy=o0
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sey, so nothigt die oblge Darstcllunn zZwar eine
zurdmmen , Jalw der Quotient & jede Grolse vor-
stellen konne; aber iiber die innere Moglich-
keit, dals zwei strenge Nullen ein bestimmtes
Verhaltnils haben koénnen, giebt weder diese,
noch irgend eine andere mir bekannte Vorstel«
lungsart einen befriedigenden Aufschlufs,

' 153. Zweitens. Nimmt man die erste
Schwierigkeit Ffir beseitigt an, so zeigt zwar
diese Vorstellungsart sehr befriedigend, dals man

den Werth des ersten Dlﬂ'ezenndl - Quotienten
ay ) . : :

T einer zweiten leFcrenzml*Operntlon unter-
werfen konne, und beweiset auf diese Art im
allgemeinen die Moglichkeit hoherer Differen-
zial - Ausdriicke, aber sie giebt durchaus keinen
befriedigenden Aufschluls darnber, wie man
berechtigt sey, jedes einzelne Ditferenzialzeichen
als eine verinderliche Grofse, oder anch das eine
als eine veranderliche, und das andere als eine
bestandige Grifse anzusehen und zu behandeln:
denn das thut man offenbar, indem man sich

: a2
erlaubt statt g (a ) z. B. zu schreiben 4
X

>

dx?
Und so fuhrt die Idee der Grinzverhiltnisse ge-
rade auf dieselbe St,hwmrwkelt, als die unver-
hullte Idee unendlichkleiner Grifsen : dagegen
hat die letzte den wichtigen Vorzug, dals aus
ithr der Algorithmus der hohern An; lysis auf
eine viel muladlu Art abgeleitet werden kann.
14. Drittens. Wenn der Algorithius in
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strenger Allgemeinbeit erwiesen werden soll, so
setzt die Theorie der Grinzverhaltnisse den Satz
voraus, dals jede Function in eine Reihe ver-
wandelt werden konne, deren Glieder nach Po-
tenzen irgend einer in der Function enthaltenen
Grofse fortschreiten. Es fragt sich also, aunf
welche Art man vor der hohern Analysis
zur ﬂbcrzcngung von der allgemeinen Richtige
keit dieses Satzes gelangen konne ? Mir scheint
kein anderer Weg offen zu seyn, als der einer
vollstindigen Induction. Diese hat bei algebrai-
schen Functionen keine Schwierigkeit. Was aber
die transcendentischen betrifft, so scheint
die Sache mehr Schwierigkeit zu haben. Zuerst
ist es woll micht moglich vor der Integral-
Rechnung anch nur den Begriff transcendenti-
scher Verhilmisse in volliger Allgemeinheit auf-
zufassen. Doch wurde dils auch mnicht unun-
ganglich nothwendig seyn: wofern sich nur der
Beweis fur diejenigen transcendentischen Ver-
haltnisse, welche schon die gemeine Analysis
kennt, ohne Schwierigkeit geben lalst. Allein
hier scheint mir, ich gestehe es, eine unuber-
windliche Schwierigkeit-zu liegen. Mir ist keine
Art bekannt exponentielle oder logarithmische
Functionen in Reihen zu verwandeln, wobei
man der Betrachtung unendlichkleiner Groflsen
aus dem Wege gehen konnte. Was die trigono-
metrischen Functionen betrifft, so haben sich

einige. Anaiysten eines Vortrages bedient, wobei

sie der Schwierigkeit zu entgehen scheinen, Sie
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nehmen die beiden bekannten Reihen, welche
den Sinus und Cosinus durch den Bogen aus-
dricken, als gegeben oder als \villki111:1icll ges
bildete Rieihen an; untersuchen die Eigenschaften
derselben, und suchen dann aus diesen zu be-
weisen, dals die eine der Sinus, die andere der
Cosinus eines Bogens sey. Allein ich zweille,
dals sich dieser letzte Beweis in erforderlicher
Strenge fithren lasse. Zwar lilst sich leicht be-
weisen, dals beide Reihen, werin man jede zum
Quadrat erhebt und sie dann addirt, nothwendig
die Sumume 1 geben, woraus strenge folgt, dals,
wenn man die eine als den Ausdruck eines Si-
nus betrachtet, die andere den Cosinus eben-
desselben Bogens vorstelle: auch muls man ein=
viumen, dals dieser Bogen irgend eine Function
der verinderliche Grofse x sey, mnach deren Po-
tenzen beide Reihen geordnet sind: dals aber
diese Function uichts anders sey, als diese ver-
inderliche Grofse x selbst, dils strenge zu er-
weisen, durfte, wie ich glaube, sehr schwierig
seyn,

15. Viertens. Es giebt eine grofse Menge
von Aufgaben, wo man einen Differenzialaus-
druck sucht, nicht durch Differenzirung einer
gegebenen endlichen Function, sondern durch
unmittelbare Betrachtung eines gegebenen Ver-
haltnisses gewisser Grolsen, oder einer geome-
trischen Figur. Von dieser Art sind [ast alle

Anwendungen der héhern Analysis auf die ho-
here Geometrie und Mechanik, Es scheint mir
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gogar, als musse man die Methode, einen
Differenzial - Ausdruck unmittelbar zu
finden, in gewisser Rucksicht fur das Eigen-
thumlichste der hohern Analysis ansehen, indem
sie auf diesem Wege Aufgaben auflisen kann,
die man durch andere Mittel entweder gar nicht,
oder nmur mit grofsen Umschweifen wurde auf-
losen konnen. Denn wenn jeder Ausdruck, der
integrirt werden soll, auf keinem anderen Wege,
als dem der Differenzirung einer endlichen
Function, gefunden werden konnte, so liefe der
wichtigste Theil dieser erhabnen Wissenschatft,
wie mich dunkt, auf nichts, als auf ein sinnrci-
ches Spielwerk des Scharfsinns hinaus: denn das
hiefse michts anders, als einen Weg AB it
grolser Kunst von A nach B zuriicklegen, blofs
zn dem Zweck, um eben so kiinstlich wieder von
B nach A zuriuck zu kommen, also am Ende
nichts weiter zu finden, als das, wovon man
ausging. Kann man hingegen auf irgend einen
Weg unmittelbar nach B kommen, ohne durch
A zu gehen, so begreift man, dals man oft
durch den Riuckweg von B mach A Wahrheiten
entdecken kinne, zu welchen kein anderer Zu-
gang offen seyn mochte. So viel ist wenigstens
unstreitig, dals die unmittelbare Aufsuchung
von Differenzial - Ausdrucken eine Sache von der
grolsten Wichtigkeit sey, und ich begreife micht,
wie man bei dieser Arbeit der Betrachtung un-
endlichkleiner Grofsen entgehen konne. Ver-

sucht man es, so sieht man sich gensthigt zu
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den listigen Weitschweifigkeiten der Exhaue
stionsmethode seine Zuflucht zu nehmen, gegen
welche ich meine Bedenklichkeiten schon oben
vorgeiragen habe.

16. Ich mufls hier noch eines Versuches er-
wihnen, die Schwierigkeiten der Differenzial-
Bechnung zu heben. Der in Konigsberg ver-
storbne Johann Schulz liefert in seiner
Entwickelung einiger mathematischen
Theorien (Konigsberg 1803. Seite 179.), eine
Abhandlung : Uber das Fundament der
Differenzial - Rechnung. Ich muls geste-
hen, es scheint mir, als wire Niemand dem
deutlichen Begriff eines Differenzials naher ge-
kommen, als er. Er zeigt sehr befriedigend, das
Differenzial sey nichts, als die Granze einer ver-
anderlichen Grilse, oder ihrer Function, und
daher im strengsten Sinn = o. Aber er macht
es durchaus nicht anschaulich, dals und in wel=
chem Sinn man eben diese Null auch als eine
wirkliche Grolse betrachten konne und musse.
Er betrachtet die Differenziale als absolute
Nullen, und sieht den Algorithmus der Diffe-
renzial - Rechnung mnicht als ein nothwendiges
Erzeugnifs der Vernunft an, sonderm mepnt sie
eine heuristische Fiction. Er betrachtet also
im Grunde die Differenzialzeichen als leere und
an sich bedentungslose Formen, mit denen man
aber nach gewissen sinnreich erdachten Gesetzen
eine richtige Rechnung fuhren koénne. Eine
Vorstellungsart, deren vollstindiger Beweis, woe
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fern er moglich ist, nmur durch sehr tiefe meta=-
physische E:]'ﬂl't{:l‘llﬂg(‘.l] gegeben werden konnte.

17. Wegen dieser Unzulinglichkeit aller
Versuche, den Begriff des Differenzials aufzuklis
ren, scheinen mehrere der grolsten Analysten ge-
neigt, den ganzen Begriff als wvollig unhalthar
aufzugeben. Hieraus sind verschiedene hochst
sinnreiche Versuche entstanden denselben ent-
behrlich zu machen. Der scharfsinnigste und am
vollstindigsten ausgefithrte Versuch ist unstreitig
der, welchen der ehrwurdige La Grange in
seiner Theorie der analytischen Functio-
nen geliefert hat: Doch ist nicht mirider sinn-
reich die Art, wie Pasquich, Gruson und
neuerlich auch Langsdorf eben diesen Zweck
zu erreichen suchen. So verschieden iibrigens
diese Theorien sind, so lassen sie sich doch un-
ter einen allgemeinen Gesichtspunkt bringen.
Nimmt man namlich von irgend einer Function
fortschreitend das erste, zweile, dritte Differen-
zial u. s. £ so weils man 1) dals jedes Diffe-
renzial bestehe aus einer bestimmiten Function,
die man den Differenzial - Coefficienten mennt,
multiplicirt in ein Differenzialzeichen, 2) dals
jeder folgende Differenzial - Coefficient von dem
vorhergehenden, so wie der erste von der ur-

sprunglichen Function, mnach einem und dem-
selben Gesetz abhiangig sey.

Da nun jeder dieser Coeflicienten im /llge-
meinen « betrachtet, eine bestimmte endliche
Function ist, so muls es auch einen endlichen
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Weg durch lauter analytische Elementar - Opera-
tionen geben, zu jedem Coefficienten den nichst-
folgenden, oder umgekehrt aus diesem den vor-
hergehenden zu finden. Jenes muls offenbar ein
vollstandiges Surrogat fur die Differenzial - Rech-
nung, dieses far die ]ntcgral-ﬂcchlmng geben;
und so scheinen in der That Theorien miglich
zu seyn, bei welchen man dem zweideutigen
Begriff eines Differenzials ginzlich ausweichen
konne. Allein geht man aus diesen Theorien
heraus, einerseits in die entfernteren Sitze, auf
welchen sie in ihrem ersten Ursprunge beruhen,
anderseits auf diejenigen Fille ihrer Anwendung,
wo ein Differenzial - Ausdruck’ unmmittelbar ge-
sucht wird, so stolst man auf dieselben Schwie-
rigkeiten, von welchen wir schon oben §. 14.
und (. 15. geredet haben.

18. Das Resultat aus allem bisherigen diirfte
folgendes seyn. Der Begriff des Unendlichen
und seine besondere Bestimmung als Differen=
zial ist keine willkiihrliche Erfindung, die man
beliebig annehmen oder verwerfen konnte. FEx
muls vielmehr nothwendig aus dem Wesen un-
serer Vorstellung entspringen, weil wir ihm nicht
ausweichen konmen: man miuls ihn daher anf-
zukliren suchen. Aber es liegt auf demselben
eine gewisse noch nicht aufgeklarte Undeutlich-
keit, vermoge deren er einen Widerspruch in
sich zu enthalten scheint; indem man durch
gleich stark bindende Griinde gezwungen. ist, das

Differenzial eimmnal im strengsten Sinne == 0

i




]jle’m.
chst«
Vir-
tein

U

143

zn setzen, und doch anch wieder auf der. andern
Seite als eine wirkliche Grifse zu behandeln.
Ob mein Versuch, diesen schwierigen Gegen-
stand aufzuklaren, die Prifung einer strengen
Kritik aushalten werde, muls ich dem Urtheil
einsichtsvoller Leser tiberlassen, doch hoffe ich,
dals man bemerken werde, der Versuch sey
nicht entsprungen aus einem zufilligen Einfall,
sondern aus dem sorgfiltigen Bestreben tiber das
Wesen unseres Vorstellungsvermagens selbst, wo
moglich, zu deutlichen Begriffen zu gelangen.
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111,

Vevsuch den _Begmﬂ des Differenzials
vollig aufzu};l{iren.

19. Dic Logiker sind einverstanden, dals
der analytische Gang der eigentliche und wur-
sprimgliche aller Untersuchung sey : denn Syne
thesis setzt allezeit Vollendung der Untersuchung
und Ubersicht des Ganzen voraus *). Ich glaube
daher, dals es uberall von Nuntzen sey, neue
Ansichten wissenschaftlicher Gegenstande zuerst
analytisch vorzutragen. Selbst Newtons grolse

Ent-

*) Es wird kaum nothig seyn zu bemerken, dals
hier nicht von m; Lllltinml'-,l:h(,‘!, sondern von logi-
scher Analysis und Synthesis die Rede ist. Die
Analysis betrachtet ihren Gegenstand zuerst in
einzelnen Fallen und steigt: von da allmihlig zu
allgemeinen Ansichten empor. Die Synthesis hin«
gegen hebt umgekehrt mit allgemeinen Begriffen
und Ansichten an, und steigt von da al].m.xhl:n

zur Anwendung auf emzelne l-.nlle herab.
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Entdeckungen wiirden frither gefalst, und ihre
I{ichri:kcit F‘.““'O]llt'i]]t“ anierkannt worden se yn,
wenn er vor dem streng synthetischen V ortrag, in
seinen Pri Incipiis, wenigstens einige seiner me-
chanischen lntcuuclmn%n, in ihrer urs spriimglich
analytischen Gestalt dem Publikum mitgetheilt
hitte. Aus dieser Ursache werde ich hier th.’]'l ana=-
Iytischen Gang vorziehen. Ist meine Ansicht die
richtige, so wird der synthetische Vortrag in der
Folge nicht die geringste St'lm‘icriglwit habern.
20. Scitdem ich den Begriff des Dilferen-
zials [ur nothwendig und unausweichlich halte,
habe ich geglaubt, nicht sicherer ihn zur vollen-
deten Deutlichkeit bringen zu kénnen, als wenn
ich ihn zuerst in geometrischen Constructionen
betrachtete und ihn dann ers ganz allgeniein
auf alle Arten von Grilsen anzuwenden ver-
suchte; weil die riumliche Grolse e einzige
unmittelbar anschauliche in dem ganzen Um-
fanig unsers ‘\'ur.qn:l]1ln_g:s\-'t-mn_i;cua ist. Ist tibri-
gens die geometrische Methode, wie wohl Nie-
mand bezweileln wird, von eben so allgemeinem
Umfang, als die arithmetische, so ist nicht zn
besorgen, dals man auf diesem Wege einen zu
eingeschrankten Begriff finden werde, wenn man
nur zuletzt alles, was aus dem Wesen des
Riaumlichen entspringt, gehorig absondert. Wir
wollen daher hier einen solchen Gang der Un-
tersuchung befolgen, dals wir zuerst einige schr
einfache Functionen, die sich leicht geometrisch
construiren lassen, nebst ‘ihren Differenzialen, in

[10]
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Betrachtung ziehen; tind versuchen wollen, ob
wir nicht in der Comnstruction, kir und be-
stinimt, dasjenige auffinden komnen, was durch
die Differenziale vorgestellt wird. Gelingt uns
difs, so wollen wir den so gefundenen Begriff
allgemein zu machen und auf alle Arten von
Grolsen anzuwenden suchen.

o1, Man betrachte ein Produkt von drei
verinderlichen Grolsen vxz nebst dessen Dilfe-
renzial xzgv+vzax+vxaz. Ein solches Pro-
dukt kann am einfachsten construirt werden
durch ein Parallelepipedum von drei verander=
lichen Dimensionen. Die Entstehung eines sol-
chen Parallelepipedi kann man sich auf folgende
Art vorstellen. In dem Punkt A. Fig. 1. denke
man sich drei Linien AB, AC, AD senkrecht
aufeinander, und zwischen den Schenkeln dex
rechten Winkel BAC, BAD, CAD unbegranzte
Fbenen. Man denke sich ferner drei bewegliche
Flichen, wvon denen die eine, von der Ebene
DAC an, aufwirts sich parallel fortbewege bis
in die Lage BH, und der znrickgelegte Weg
AB sey = v: Die zweite Ebene rucke aus der
Lage BAD gegen die rechte Seite fort bis m
die Lage CII, und es sey AC = x. Die dritte
Ebene endlich rucke von vorme nach hinten aus
der Lage BAC bis in die Lage DH, und es
sey AD = z: so ist das ganze Parallelepipe-

dum AH =— vxz: die drei Endflaichen aber
BH+OH,+DH, durch welche das Parallelepi=

pedum belicbig begrinzt worden , sind. =
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xz+vz+vx. Die erste von diesen Endfichen
BH = xz bezieht sich auf die wverinderliche
Grolse AB = v: denn sie ist dadurch entstane
den, dals eine Ebene aus der Lage DC in die
Lage GF, um die veranderliche Entfernung
AB = v fortgeruckt ist, und sie ist von dem
ersten Gliede unsers obigen Differenzials nur
darin verschieden, dals hier gv fehlt: die zweite
Endfliche CH = vz bezieht sich auf die ver=
anderliche Grolse AC = x, und ist von dem
zweiten Glied des Differenzials blofs darin ver-
schieden, dals hier gx fehlt: eben so bezieht
sich die dritte Endfiche DH — vx auf die ver=
anderliche Linie AD — z, und ist von dem
dritten Stuck des Differenzials nur darin ver-
schieden, dals hier gz fehlt. Das ganze Diffe-
renzial von vxz scheint also in der That nichts
anders vorzustellen, als die drei Endfichen
BH, CH, DH; doch mit einer eigenen Nehen-
bestimmung, welche durch die beigefiigten Diffe-
renzialzeichen angedeutet wird. Es scheint mir
nicht schwierig, diese Nebenbestimmung aufzu-
finden. Zwischen einem Korper und einer Flache
kann gar keine Vergleichung, folglich. auch kein
ﬁlwrg;m;- von dem eimen zum andern gemacht
werden, wofern man nicht beide unter einen
gemeinschattlichen Begriff subsummiren kann.
Difs hat auch keine Schwierigkeit: denn man
kann eine Flache jederzeit wvorstellen, als einen
l{ibr}nur, in welchem einer seiner Dimensionen

bis auf Null abgenommen hat. Eine Flache fui
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sich betrachtet kann jederzeit als ein Produkt
von zwel Dimensionen angeschen werden; soll
sie aber als ein Korper mit einer verschwunde-
nen Dimension symbolisch bezeichnetr werden,
so muls ein dritter Factor hinzukommen, wel-
cher mir andeutet, dals eine Dimension ver-
schwunden sey, und welche? mit einem Wort,
es muls ein Diflerenzialzeichen hinzukommen,
denn dieses deutet mir beides an. Nach dieser
Ansicht der Sache stellt also das Differenzial
xzav+vzgx+vxgz nichts anders vor, als die
Summe der Endfiichen BH+CH+DH, nur
nicht als blofse Flichen, sondern als Korper muii
einer verschwundenen Dimension vorgestellt.
00. In der That kann auch der Sinn des
Differenzials gar kein anderer seyn, als der hier
angegebene. Dils scheint mir vollig evident zu
werden, wenn man auf aie Grundregeln zuruck-
geht, nach welchen die Differenzial - Ausdrucke
gebildet werden. Das Differenzial von vxz
findet man nach diesen Grundregeln bekanntlich
auf folgende Art: Man schreibt v+Av statt v;
x+ Ax statt x, z-+Az statt 2, w0 Avg Dixy Az
Stiicke von beliebiger Grofse sind. Sollte dils
in der
jede der drei Linien AB, AC, AD um ein

beliebiger Grolse verlingern , und

Figur u_a;';_;r'~LL-lli werden , so miilste man

Stuck von
durch die Endpunkre derselben drei neue Fli-

chen, parallel nut den schon vorhandenen End-
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grofserte Parallelepipedum wurde gleich seyn
(v+Av) (x+Ax) (z+Az). Entwickelt man
diese Formel, so erhilt man
VX7

+xzAv+veAx4+vxAz

+zAVvAX4+-xAVvAz+vAXAz

+AvAxAz.
Da die Zeichen Av, Ax, Az Linien von belie-
biger Linge anzeigen, so stellt jedes einzelne
Glied dieser Formel, weil es lauter Produkte
von drei Faktoren sind, einen Kdérper vor, wo-
von man sich durch genauere Betrachtung aller
einzelnen Theile mit Iiucksicht auf die Figur
leicht wuiberzeugen Kenn. Das erste Glied vxz
ist das wunvergrolserte Parallelepipedum selbst:
lilst man dieses weg, so stellt das Aggregat der
tibricen Glieder die Zusitze vor, welche der
Korper iiber seinen drei Endflichen erhalten hat.
Man lasse nun die drei Linien Av, Ax, Az
bis auf Null abnehmen, mund setze in diesem
Sinn dafur 9v, 9%, 9z, so stellen die drei Glie=-
der der zweiten Reihe drei Korper mit einer
verschwundnen Dimension vor, das heilst drei
Flichen, niamlich unsere oben betrachteten End-
flichen. Die Glieder der dritten Reihe stellen
vor drei Korper mit zwei verschwundenen Di-
mensionen, das heilst drei blofse Linien; und
das Glied in der vierten Zeile stellt einen Kor-
per von drei verschwundnen Dimensionen vor,
das heilst einen blolsen Punkt. Da nun ein

Punkt gegen eine Linie, und eine Linie gegen
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eine Fliche im strengsten Sinne =— o ist, so ist
klar, dals wenn man auch die dritte und vierte
Zeile weglafst, die ubrigbleibende zweite Zeile
nichts anders sey, wund seyn konne, als ein
streng richtiger Ausdruck fur die drei Endflichen
unsers Parallelepipedi. Und so scheint aus die-
ser Betrachtung, wie mich dunkt, ziemlich evi-
dent hervorzugehen, dals die eigentliche Funda-
mental - Operation der Differenzial - Rechnung
wohl auf nichts anders fuhre und fihren komne,
als auf einen eigenen, aber streng rich-
tigen Ausdruck fur die Endgrinze einer
Function.

~ 23. In dem besondern ¥all, von welchem
wir hier reden, konnte man das Differenzial
auch fur einen Ausdruck der drei Anfangs-
Grinzen unsers Korpers, AE+AG+AF, hal-
ten: allein schon aus dem, was im vorigen (.
gesagt worden, ergiebt sich, dals das Differen-
zial nur ein Ausdruck der Endgrinzen sey.
Denn wenn man in der vollstindigen Entwicke-
lung der Formel (v+Av) (x+Ax) (z+Az)
blols das erste Glied vxz weglilst, so ist das
Aunsdruck nicht far die Anfangstheile, son-
dern fur die Endtheile des Korpers: lifst man
also in diesen, Av, Ax, Az, verschwinden, so
kann das Uln'igblcihcm‘!c kein Ausdruck tur die

Aggregat der uibrigen Glieder der wvollstindige

Anfangsgranzen, sondemn nur fir die End-
granzen seyn. Zum Uberfluls kann man sich

noch durch eine geometrische Betrzu;hllmg hier~

fenz
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von iberzengen. Der Korper ACDEBIKL,
Fig. 1., stelle eine abgekurzte vierseitige Pyra-
mide vor; die Grundfiche derselben AE sey
jetzt von bestandiger Grolse, und = b, die
Hohe AM der ganzen unverkurzten Pyramide
ACDEM sey auch von bestindiger Grolse und
=— a: Die Hohe AB der abgekurzten Pyramide
sey veranderlich und = x; so wird die Hohe BM
der abgeschnittenen Pyramide BMIKL = a—x
seyn, und nach bekannten Lehrsitzen der Ste-
reometrie wird sich die untere Grundfliche AE
zur obern BK verhalten, wie a?: (a—x)?* folg-
N 2

lich wird BK gleich seyn (—1:1\ :

2 2
Ausdruck fiar BK, als blofse far sich bestehende
Fliche betrachtet, seyn wurde. Betrachtet man
aber BK als Endgranze eines Korpers d. 1.

als einen Korper, dessen Hohe verschwunden

welches ein

ist, so muls man den Ausdruck noch mit dem

Zeichen der verschwundnen Hohe, d. 1. mit dem
Differenzialzeihen 9x, multipliciren. Auf diese

2 (a—x)2b

Art erhilt man denselben Ausdruk ——— 9%,
=

welchen die Regeln der gemeinen Differenzial-

Rechnung geben. Denn es ist die Pyramide

MAE — lab und die abgeschnittene MBK

=

di==x)" : : .
=1 g—-—-— also die abgekirzte Pyramide
a2 ' =

(a— x) 3 )
wovon das Diffe-

’

NE=—43ab—3

die eben fir die Endgranze BK gcf‘::nv

renzial
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3 a—x)2}
dene Formel ( )b

- dX 1st. Dagegen wiirde

der Ausdruck fiur die An['a:r}gsgr;'inzc A =— hax
Sl'}'ll.

24. Schon diese Betrachtungen zeigen, dafls
es gar wohl moglich sey, sich wenigstens in ei-
ner geometrischen Construction bei jedemi Diffe-
renzial - Ausdruck etwas bestimmtes, deutliches
und sogar anschauliches zu denken. Auch zei-
gen sie, dals es so widersprechend nicht sey,
als es auf den ersten Blick scheint, ein und
dasselbe Ding einmal im strengsten Sinn = o
Zu seizen, wund dann wieder als eine wirkliche
Grolse zu betrachten: denn die drei verander-
lichen Endgrinzen unsers Parallelepipedi sind,
gegen den Korper verglichen, im strengsten Sinn
nichts : aber an sich betrachtet ist ihr Aggregat
eine vollig bestimmte Grofse, und zwar in un-
serm Fall eine Function von v, x, und z. Es
ist daher klar, dafs man ferner nach einem Dif-
ferenzial von diesem Differenzial fragen kinne,
Denn wenn AD Fig. 2. eine von den Endgran-
zen unsers Kdrpers etwa GF (Fig. 1.) also
AC = z und AB = x wire, so ist die Fliche
AD far sich betrachtet — xz; und sie ist ent-
standen dadurch, dals AB in die Lage CD, AC
in die Lage BD fortgeriickt ist folglich ist
CD+BD ihre Endgrinze, und diese als blolse
Linie betrachtet ist — x+z: betrachtet man
aber CD, als eine Linge x, deren Breite z ver-

schwunden ist, so mufls man sie durch Xdz
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und ans dhnlichen Grunden BD durch zgx,
also die ganze Endgrinze =— xJz-~zgJx setzen,
wie' es die Regeln der Dilferenzial - Rechnung
geben. Aul eben die Art kann man ferner nach
einem Differenzial dieser Endgrinzen fragen,
und wenn AD. Iig. 5. eine der verinderlichen
Seiten des vorigen Parallelogramms =— x vor-
stellt, so mmfs man sich diese Linie entstanden
denken dadurch, dals ein beweglicher Punke C
von A aus bis B fortgerickt ist. Die End-
granze dieser Linie ist dann der Punkt B selbst;
dieser far sich betrachtet ist = o, als Endgriinze
der Linie x aber muls er durch ax vorgestellt
werden. Nun scheint es zwar, dals man mnit
den Differenzial - Operationen am Ende sey, und
dals man nach einem ferneren Differenzial dieses
Punktes nicht fragen konne; doch siehet man
leicht ein, dals der Grund davon nicht in dem
allgemeinen Begriff einer Endgrianze,
sondern in dem besondern Wesen raumlicher
Grofsen liege.

Es zeigen fermer die angestellten Betrach-
tungen durch Induction eines wirklichen Falls,
dals es mnicht widersprechend sey, eine ganze
Reihe von Grolsen, A (Korper), B (Flache),
C (Linie), D (Punkt) zu denken, welche in
solcher Beziehung auf einander stehen, dals jede
folgende gegen die vorhergehende schlechthin
verschwindet, oder unendlich klein, und da-

her umgekehrt jede vorhergehende gegen die

folgende unendlich grofs ist. Es ist daher
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ge-

auch nicht widersprechend zu sagen, D sey
gen C ein Unendlichkleines der ersten, gegen
B der zweiten, und gegen A der dritten Ord-
nung w. dgl. m.  Und wenn gleich auch hier
die Reihe wvon beiden Seiten abbricht, so lit’:gt
doch der Grmnd davon sichtbar in dem We-
sen des Raums, mnicht in dem allgemei-
nen Begriff einer Grolse.

05. Indessen lassen alle diese Betrach-
tungen immer noch ein Paar Hauptpunkte im
Dunkeln. Denn erstlich bleibt noch immer
der Verdacht, als sey alles gesagte nur eine Ei-
genthiimlichkeit des Raums, mnicht eine allge-
meine Eigenschaft aller Functionen. Doch wird
der aufmerksame Leser in den Schlussen des
oosten (. nichts finden, was nicht auf alle Ar-
ten ven Grolsen anwendbar wire: aber es wird
zweckmalsig seyn, die vollstindige Erorterung
dieser Frage bis zu dem Ende dieses Abschnitts
Zu versparerl Eine zweite Dunkelheit riuhrt
aber daher, dals diejenige Grifse des Differen-
zials, welche wir bisher in einer geometrischen
Construction betrachiet haben, genan erwogen
nur die Grolse des Differenzial-Coefficien-
ten ist; wir haben aber im vorigen Abschnitt
gesehen, dals der Algorithmmus der Differenzial-
Rechnung selbst jedes einzelne Differenzial - Zei-
chen gv, 9x, a9z als eine wirkliche verander-
liche oder bestaindige Groilse behandle. Dils
scheint nicht nur ohme Sinn, sondem sogar
widersprechend: denn das Diflerenzial - Zeichen

—
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ist offenbar ein Stellvertreter Ffar Null, und
schemt sich von dem gewohnlichen Zeichen der
Null, blols durch mehrere Bestimntheit zu un-
terscheiden, indem es zugleich andeutet, welche
der veranderlichen Grofsen Null geworden sey,
und ob wir gleich gesehen haben, dals ein
und dasselbe Ding in gewisser Beziehung im
strengsten Sinn Null, in anderer Beziehung aber
eine wirkliche Grilse seyn kinne, so scheint
dils doch auf die einzelnen Differenzial - Zeichen
gar nicht anwendbar zu seyn: denn in unsrer
Construction waren v, x, z Lingen, folglich
sind dv, gx, 9z Punkte, und diese noch als
wirkliche Grofsen anzusehen, scheint geradezu
widersprechend. Doch glaube ich, dals anch
dieser dunkle Punkt sich ganz befriedigend auf-
kliren lasse. Aber die Sache liegt etwas tiefer
als das vorhergehende; daher wird es nothig
seyn, erst einige anderweitige Betrachtungen
vorauszuschicken, die zwar mehr von meta-
physischer als mathematischer Art sind, welches
indessen der Sicherheit unserer Theorie keinen
Eintrag thun wird, weil hier die Metaphysik
auf festem Grund und Boden seyn mdachte., Ei-
gentlich ist es auch nur der gewihlte analytische
Vortrag, und die Nothwendigkeit, gewisse sehr
einfache Begriffe zur vollendeten Deutlichkeit zu
bringen, was diese Betrachtungen néthig macht.
Bei einem kunftigen synthetischen Vortrag
mochte davon micht mehr tubrig bleiben, als
etwa bei dem Vortrag der Geometrie nothig ist,
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um den Begriff des Paaums zur Deutlichkeit zu
bringen.

26. Ich erinnere mich, d&fters gehort und
gelesen, und ehemals selbst geurtheilt zu haben,
dals es uns an einer Mathematik des Inten-
siven fehle. Gegenwartig halte ich dieses Ur-
theil fur ungegrundet. Das Intensive ist an und
fiur sich nicht anschaulich, kann also nicht, wie
das Extensive unmittelbar, sondern nur mittel-
bar durch willkithrliche Symbole construirt wer-
den; es ist folglich ein Gegenstand der allge-
meinen Mathematik *), diese aber erstreckt sich
anf alle intensiven Grilsen ebensowohl, als auf
die extensiven. Was uns in Ansehung der in-
tensivenn Grolsen fehlt, ist mehr der Malsstab
zu gewissen Arten derselben, als die Methode
ihrer Behandlung (denn diese ist vollstindig in
der allgemeinen Mathematik enthalten). Fur
einige Arten haben wir auch diesen. Z. B. fur
Masse, specifisches Gewicht, 'lmwf‘gelu'lc oder
beschlennigende Kraft etc., und dann fehlt uns
zu ihrer mathematischen Hﬁ]mndiung' nichts; bei
anderm, z. B. der Wirme, der Lichtstirke etc.
sind wir nahe dabei, ein Mals zu finden, und
sobald wir es vollstindig haben werden, *wird

ihre Theorie keine Schwierigkeit haben; ob wir

*) So nenne ich den ganzen arithmetischen Theil
der Mathemauik. Man sehe die zweite Abhand-

lang 8. 76 — 81, wo auch der Begriff einer
Construction allgemein erklart ist.
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je ein Mafs fir Geisteskrifte finden werden,
lafst sich micht sagen; aber finden wir es, so
wiirden sie sich, eben so wie andere intensive
Grifsen, dem Calcul unterwerfen.

o7. Aulser demw Mals, das uns hei vielen
intensiven Grolsen fehlt, vermisse ich aber auch
noch im allgemeinen eine dentliche Kenntnifls
der reinen Denkform, die der Vorstellung
jeder empirischen intensiven Grilse zum Grunde
liegt. Denn so wie bei jeder Vorstellung einer
emipirischen extensiven Grolse die reine Denk-
form des Ranms, d. h., der rein geometrische
Begriff der Ausdehnung, zum Grunde liegt, ohne
welchen gar keine empirische Ausdehnung ge-
dacht werden kanm: eben so muls jeder Vor-
stellung einer empirischen intensiven Grilse eine
reine Denkformi, d. h., ein rein mathematischer
und von allen empirischen entkleideter Begriff
des Intensiven zum Grunde liegen. Mir ist
nicht bekamnt, dals irgend ein Philosoph oder
Mathematiker versucht hitte, diesen Begriff deut-
lich zu entwickeln; aber tiusche ich mich nicht,
so liegt gerade hierin die Quelle aller biéhcrigcn
Milsverstindnisse, in Ansehung der hohern Ana-
lysis. Aber auf welchem Wege sollen wir die
reine Denkform des Intensiven aulsuchen? Auf
keinemm andern, als auf dem man allein die
reine Denkform des Extensiven zum deuntlichen
Bewufstseyn bringen kann. Man wird z. B.
(um mich einer sehr passenden Erliuterung zu

bedienen, die Karsten in seinen Anfangsgriin-



156

den B.1. S. 347 giebt) dem, in dessen Kopf sich
der letzte Begriff noch nicht deuntlich abgeson-
dert hitte, sagen: er solle sich einen beliebigen
Korper von ganz bestimmter Grolse, Gestalt
und Materie, etwa einen Cubikzoll von Holz,
deutlich vorstellen; er solle diesen Korper in
Gedanken in eine andere Materie (etwa Wachs)
einschlielsen, dann solle er den holzermen Kor-
per im Gedanken vernichten, so werde ein lee-
rer Raum von der Gestalt und Grilse des ver=
nichteten Korpers uibrig bleiben, und diese Vor-
stellung ganz allgemein und unbegranzt genoms-
men, sey die reine Denkform des Exten-
siven. Auf eben die Art betrachte man irgend
eine beliebige empirische intensive Grolse, suche
ihren Begriff aufs schixfste zu fassen, lasse dann
alles empirische hinweg, und uberlege, was
dann in der Vorstellung ‘noch tibrig bleibt. Wir
wollen auf diesem Weg die Absonderung des
reinen Begriffs versuchen.

28. Man stelle sich eine korperliche pris-
matische Rohre vor, won beliebiger Linge, von
einem Quadrat-Zoll Durchschnitt, und an dem
einen Ende wverschlossen. Drei Cubik-Zoll der=
selben mogen mit Luft von einer beliebigen
Dichtigkeit gefullt, und mit einem bewegli-
chen Stempel gesperrt seyn. Da Dichtigkeit
eine intensive Grolse ist, so uberlege man, um
den Begrilf derselben aufs schirfste aufzufassen,

aul welche Art sie vermindert oder wvermehrt

werden konme, Das erste geschieht, wenn sich
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die in der Rohre befindlichen 5 Cubik-Zoll Luft
gleichformig in einen grofsern Raum, z. B. von
6 Cubik-Zoll, verbreiten. Das letzte geschieht,
wenn eben diese 3 Cubik-Zoll in einen kleinern
Raum zusammengedringt werden. Nehmen wir
bestinmt an, sie wurden in den Raum eines
einzigen Cubik-Zolls zusammengeprefst, so ist
die intensive Grolse der Dichtigkeit drei gewors=
den, wenn man die anfingliche eins setzt,
Warum das? Offenbar aus keinem andern
Grunde, als weil die drei Cubik-Zoll Luft, wel-
che verher neben einander vorgestellt wurden,
jetzt Zn einander gedacht werden. Nun lasse
man die empirischen Vorstellungen von Luft,
Dichtigkeit, Pressung hinweg, und behalte blofs
die reine Operation des Verstandes oder der Ein-
bildungskraft ibrig, so wird man finden: die
reine Denkform des Intensiven bestehe blofs
darin, dals etwas Gleichartiges, was vor-
her imm Raum nebden einander war, jetzt
in einander gedacht wird. Soll aber dieser
Begriff ganz rein seyn, so mmls das Gleich-
arriuc i11¢_-_|1|3 empirisches seyn. Was kann also
dicsc; Gleichartige im reinen Begriff seyn? Of-
fenbar nichts, als der Raum selbst, denn die-
ser ist die einzige ganz reine und villig gleich-
artice Grolse, von der wir eine anschauliche
\-'m-;w].hu;g haben. [Es scheint mir hierans ganz
unzwci.lcu‘-{ig zu folgen, dals die Congruenz
vollig gleicher rdumlicher Grilsen in
cinmh und demselben Raume, der walre
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Urbegriff oder die reine Denkform des Intensi-
ven sey. In dieser Vorstellung liegt gar nichts
mystisches oder widersprechendes, denn die er-
sten Grundsitze der Geometrie berechtigen mich,
jeden Punkt, jede Linie, jede Fliche, jeden
Baum, aus so viel congruirenden Punkten, Li-
nien, Flichen, Riumen bestehend, als ich will,
mir vorzustellen, d. h., ihnen jede beliebige in-
tensive Grolse beizulegen. Wenn ich also zweil
geometrische Cubik - Zolle wvor mir habe, so
mufs es mir jederzeit verstattet seyn, anzunei-
men, dals der eine z. B. aus drei, der andere
aus zwel congruirenden Cubik - Zollen entstan-
den .:-a'}-'. Hierdurch gewinnt nun zwar kener
von beiden das allergeringste an extensiver
Grolse, und ist daher in dieser Ruicksicht
einer dem andern vollig gleich: aber die Vor-
stellung von drei Cubikzollen, die ich
in dem ersten vereinigt habe, bleibt
doch ‘ffir meinen Verstand immer etwas
anders, als die zwei Cubik-Zolle, die in
dem letzten vereint sind. Jene drei, und
diese zwei Cubikzolle waren vorher im Raume
neben einander; jetzt denkt sie sich der Ver-
stand in einander, d. h. nach der obigen Erkld-
rung intensiver Grolsen, der Verstand hat das
extensive Verhialtnils 5:2 in ein intensi-
ves verwandelt.

cg. Um allen Milsverstindnissen maoglichst
vorzubeugen, bemerke ich noc h folgendes. Sollte

jemand bei einer solchen durch Congruenz. ent=

Stan=
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standenien intensiven Grilse eines Raumes, einex
Flache, einer Linie, eines Punktes, gleichsam
an eine vermehrte Dichtigkeit des Riaumlichen
oder Extensiven denken, der wiiwrde den Sinn
der Erklarung noch nicht scharf gefalst habeng
ja er wurde, dunkt mich, zeigen, dals er selbst
den Begriff des geometrischen Raumes noch
nicht ganz rein aufgefalst habe. Der Raum ist
nichts als die reine Vorstellung von Ausdeh=
nung; er enthalt nichts materielles und darf
nichts enthalten, wie fein man sich es auch
denken mochte: denn alles materielle ist empis=
risch. Hat man den Begriff rein gefalst, so
wird man leicht begreifen, dals in dem Raum
von drei Cubik-Zollen, selbst wenn sie meben
einander sind, nicht mehr Materie enthalten
sey, .als in dem Raum eines einzigen; namlich
gar keine; und eben so verhidlt es sich, wenn
man die drei Cubik - Zoll in einander denker
Drei Cubik-Zolle neben einander enthalten nur
mehr Vorstellung, nicht mehr Materie, als
ein einzelner, aber eben so enthalten auch drei
Cubik - Zolle in einander mehr Vorstellu ng,
nicht mehr Materie, als ein einzelner. Der ganze
Unterschied ist nur der, dals das Nebeneinan-
der anschaulich, das Ineinander blofs denk=
bar ist. Dals aber das Intensive uberhaupt
nichts anschauliches sey; dariiber ist man, dimkt
mich, wohl allgemein einverstanden.

0. Aus diesen Betrachtingen folgt, wie

ich glaube, wenigstens soviel unzweideutig,

[11]
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dals es keinen Widerspruch enthalte,
sondern vielmehr den Tegeln des Denkens und
den ersten Grundsitzen der Geometrie gemals
sey, sich in irgend einem raumlichen .Object
eine intensive Grolse zu denken. Liefse sich
aun aus anderweitigen Betrachtungen zeigen,
dafs man vermoge eines unstreitigen Grund-
satzes genothigt sey, unter gewissen Umstinden
zwei Punkten, zwei gleichen Linien, Flichen,
oder Riumen, dennoch ein ungleiches Ver-
hiltnifs beizulegen, so wurde man nicht berech-
tigt seyn, dils als einen Widerspruch anzusehen,
sondern man konnte und miifste dieses Verhalt-
nils als ein intensives betrachten.

Darf man aber difs, so muls man auch eins
riumen, dafs man jeden zwei Objecten, welche
extensiv betrachtet gleich sind, im allgemeis
nen, jedes denkbare Verhiltnils intensiv beis
legen konne, es sey rational oder irrational, be=
stindig oder wverianderlich. Denn eine zunehe
mende Intension wichst eben so stetig als eine
sunchmende .Extension. Und wo Stetigkeit in
der Veranderung einer Grolse ist, da finden alle
L’}'deul;‘[i:;lu:n Verhaltnisse statt.

So lange man blols mit bestindigen Gro-
fsen, oder aunch mit einer einzelnen verans.
derlichen Grifse zu thun hat, kann, wie es
mir scheint, die Nothwendigkeit intensive Ver

hilinisse zu setzen gar nicht eintreten. Betrachtet

man hingegen einen Znsammenhany vers
inderlicher Grafsen, so ist nichts gewohnlie
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cher, als dafs, z. B. zwei Linien zu gleicher Zeit
verschwinden, also in Punkte iibergehen. Diese
Punkte, als solche betrachtet, sind unstreitig von
einander in der Anschauung nicht verschieden;
und wiren sie durch das Verschwinden zweier
gleichen Linien entstanden, so wurde auch der
Verstand keinen andern, als den értlichen Un-
terschied zwischen ihnen finden koénnen. Sind
sie aber aus ungleichen Linien entstanden, so
ist ihre Entstehungs- Art verschieden, und
sie sind also in dieser Beziehung fiir den Ver-
stand nicht mehr gleich. Findet nun z. B. bei
zwel ungleichen Linien, die aber zu gleicher
Zeit verschwinden, Dbei jeder Grifse vor dem
Verschwinden, und wenn sie nach dem Ver-
schwinden in die entgegengesetzte Lage uber=
gehen, auch bei jeder Grofse nach dem Ver-
schwinden ein unverinderliches Verhilte
nifs statt, so nothigt der blofse Begriff der Un=
verinderlichkeit, d. h. ein Grumdgesetz des
Denkens, mnimlich das Gesetz der Stetig-
keit, an dessen Richtigkeit wohl noch
Niemand im Ernste gezweifelt hat *), beiden
Linien selbst im Verschwinden, also als Punkten,

*) Ich kann mich nicht iiberreden, dals Herrn Langs-
dorfs Zweilel gegen dieses Gesetz ernstlich ges
meint sind. Einem so guten Kopfe hitte es nicht
entgehen konnen, dals er bei seiner Vorstellungs-
art, um ein Paar scheinbaren Widerspriichen zu

entocehen, sich in eine Unendlichkeit wirkliclier
Widerspriiche verwickle,
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noch eben das Verhaltnils beizulegen, und dals
difs, vermige des wohlverstandenen Begriffs von
Intension ohne allen Widerspruch ,l.l_'csuhehen
konne, ist, dimkt mich, nach dem vorhergehen=-
den hinlinglich klar.

51. Die scharfe Begrinzung eines reinen
Verstandes-Begriffes, die vollstindige Absonde-
rung alles empirischen und fremdartigen, ist keine
leichte Operation der Denkkraft. Sie macht
gelbst dem Geometer, der doch sonst an eine
scharfe Begrinzung seiner Begriffe gewdhnt ist,
Schwierigkeit, sobald er gezwungen ist; in das
Gebiet des Nichtanschaulichen, des blofs Denkba«
ren, iiberzugehen. WNoch schwieriger ist sie far
den, der sich ausschlielsend mit empirischen
Gegenstinden beschiftigt. Die scharfe Zergliede-
rung des Innern unserer Vorstellungen erfodert
angestrengte Aufmerksamkeit nach innen, und
anhaltende ﬁbung; so lange man diese niche
hat, und so lange ein Begrilf nicht rein aufge-
€alst ist, sieht man Dunkelheiten und Schwierig=
keiten, wo keine sind. Mag daher meine An=-
sicht noch so richtig und scharftreffend seyn, so
erwarte ich dennoch, dals sehr viele meiner Le-
ser dieselbe mnicht sogleich befriedigend finden
werden. Ich halte es daher fiir nothig mehrere
bestimmte Beispiele zur Erlanterung hinzuzufi-
gen, weil die wiederholte Anwendung eines noch
nicht zur volligen Deutlichkeit gebrachten Begriffs
das sicherste Hulfsmittel ist ihm aufzukliren.

72, Die Linien AB und AC Fig. 4. durch-
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schneiden sich unter einem gegebenen Winkel
CAB, den wir mit dem einzigen Buchstaben A
bezeichnen wollen. In dem beliebigen Punkte B
sey BC bis zum andern Schenkel senkrecht ge-
stellt, so verhilt sich AB:AC=1: Sec. A. Eine
vierte bewegliche Linie bc riicke von A gegen
BC parallel fort, so weils man aus der Elemen-
tar- Geometrie, dals auch die Stiicke bB und ¢C
sich bei allen Lagen der Linie b¢ dennoch un-
veranderlich, wie AB: AC oder wie 1: Sec. A
verhalten., Dils bleibt auch dann richtig , wenn
die Linie b¢ uiber BC hinaus, z. B. in die Lage
Av rickt. In dem Augenblick nun, wo die
Linie BC von bc gedeckt wird, gehen die ab-
geschnittenen Stuicke in die blofsen Punkte B
und € uber, die, als blofse Punkte oder exten-
siv betrachtet, einander gleich sind; aber sie
sind durch das Verschwinden ungleicher
Linien, von einem absolut bestindi gen
Verhaltnils, entstanden. Dils Verhiltnifls
kann in keinem Punkt des Fortriickens unter-
brochen seyn, also auch dann nicht, wenn sich
bc und BC decken. Es mnothigt uns also die
Vorstellung von einem abhsolut bestandigen
Verhiltnifls, nun den blofsen Punkten B und C
eben das Verhiltnils beizulegen, und man kann
dils ohne Widerspruch, wenn man sagt, das
extensive Verhiltnils gehe bei dem Verschwinden
der Extension in ein intensives uiber, E-'brigens
wurde man eben das Verhiltnils den Punkten
B und C uberall beilegen missen, die Linie BC
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sey aufgestellt wo sie wolle, selbst wenn sie
in A stinde, wo sogar B und C fiwr die An-
schauung in eins zusammenfallen, aber von dem
Verstande doch moch immer als zwei Punkte be-
trachtet werden konnen. Ein sehr anschauliches,
wenn gleich in gewisser Riicksicht beschranktes
Bild, von der Entstehung dieses intensiven Ver-
hiltnisses lilst sich auf folgende Art geben.
Man lege den Linien- AB und AC ein rationa=
les Verhaltnils bei, und denke sich auf beiden
eine belichige Menge wvon Punkten in gleicher
Entfernung von einander gestellt, so dals da-
durch beide Linien in eine Anzahl unter sich
gleicher Theile getheilt werden; so wird sich die
Anzahl der Punkte auf AB zur Anzahl der
Punkte auf AC, wie AB: AC, verhalten, wenn
man auf jeder Linie den Anfangspunkt nicht
mitzahlt. Man nehme an, dals durch das
Fortricken der beweglichen Linie von A aus
gegen BC, alle diese Punkte mit fortgeriickt,
also naher an einandergedringt wirden, und
zwar so, dals sie sammtlich immer zwischen
bc und BC blichen, wund gleiche Entfernung
von einander behielten. Sobald nun BC von bec
gedeckt wird, so liegen alle Punkte, die vorher
auf den Linien bB, ¢C nebeneinander waren,
jetzt ineinander, und man muls also jetzt
den blofsen Punkten B und C cben das Ver-
haltmifs intensiv beilegen, was vorher extensiv
wvorhanden war.

35. Veriandert sich der Winkel A, so ver-
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Andert sich seine Secante; folglich hingt das in-
tensive Verhiltnils der Punkte B und C wvon
der Grofse dieses Winkels ab, Ist daher die
Linie A C wie Fig. 5. krumm, so sieht man leicht,
was es it dem intensiven Verhiltnils der
Punkte B und C fiir eine Bewandnifs habe.
Wenn eine durch C gezogene Tangente mit AB
den Winkel ¢ macht, so wverhalten sich die
Punkte B und C unter ahnlichen Voraussetzun-
gen, als wir bei Fig. 4. machten, wie 1: Sec. o.
Da aber der Winkel 2 Fir jeden Punkt der
Curve von anderer Grolse ist, so ist das Verhalt-
nils von B und C veranderlich. Und da der
Winkel ¢ als eine Function von AB, oder BC,
oder von dem Bogen AC, oder auch von der
Fliche ABC angesehen werden kann, so wird
auch dieses Verhalimils als eine solche Function
vorgestellt werden konnen.

54. Man stelle sich die beiden Figuren 4
und 5 als 1115;1111nmngchtirig vor, Iindem man
annimmt, dals die beiden beweglichen Linien,
welche mit be¢ bezeichnet sind, sich in beiden
Figumren zu gleicher Zeit in A befinden, und
von da gleichformig gegen BC so fortriicken,
dals sie, in einem und demselben Augenblick,
BC in beiden Figuren decken, so ist klar, dals
die beiden Flichenraume, welche in beiden Figu-
ren zwischen be und B C enthalten sind, in je-
dem Augenblick ein anderes Verhilinils haben
werden. Da aber die Verinderung dieses Ver-
hiltnisses vollkommnien stetig geschieht, so
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wird es in dem Augenblick, wo sich bc und BC
decken, von einer bestimmten Grifse seyn. Eben
dieses Verhalinils wird man alsdann den beiden
mit BC !gczcichnei.en Linien beizulegen geno-
thigt seyn, wenn man das Gesetz der Stetigkeit
nicht wverletzen will. Sind nun diese beiden
Linien einander extensiv gleich, so wird man
ihnen jenes Verhaltnils, das ihnen vermoge des
Grundsaizes der Stetigkeit zunkommt, ganz als
ein intensives beilegen missen. Es ist aber
auch der I'all miglich, dals beide Linien schon
extensiv das richtige Verhiltnils hatten, dann
ist ihr extensives Verhilinils das Verhaltmils der
Gleichheit. Sind endlich beide Linien ungleich,
aber in einem andern Verhaltnils, als im vorigen
Fall, so muls man ihnen ein intensives Verhalt-
nils von solcher Grolse beilegen, dals dieses, mit
ithrem intensiven Verhilinils zusammengesetzt,
dasjenige Verhalils gebe, was den Linien, inso-
fern sie als verschwundene Flachen betrachtet ®
werden, znukommt. Kame z. B. den beiden Li-
nien nach dem Gesetze der Stetigkeit das Ver-
haltnils 12 :25 zu, und sie sind extensiv gleich,
so ist ihr intensives Verhaltmils — 12:95; hit-
ten sie aber schon an und F[w sich das exten-
sive Verhalinils 12:25, so ware ihr intensives
1:1; ware endlich ihr extensives Verhiltnils
5 : 5, so milfste man ihnen das intensive 4:5
beilegen, damit beide zusammengesetzt das To-
tal - Verhialmils 12 : o5 giben. Es ist hieraus

klar, dals das intensive Verhalils zweier zu-
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gleich verschwindenden Grifsen in keinem Fall
willkiihrlich, sondern durch das Gesetz der Ste=
tigkeit vollig bestimmt, und daher einer stren=
gen mathematischen Theorie empfinglich ist.

55. Eben diese Begriffe lassen sich auch
auf Flichen anwenden, insofern man sie als
Stellvertreter verschwundener Korper betrachtet.
Es seyen AE und FK, Fig. 6., zwei Parallel-
epipeda: ihre Grundilichen BC und GH seyn
ungleich, aber von bestindiger Grolse; ihre Hoe
hen AD und FI aber sollen sich umgekehrt wie
die Grundflachen wverhalten: so sind beide Kor-
per einander gleich. Nun stelle man sich vor,
dals in beiden eine Ebene von der untern Grunds-
fache gegen die obere parallel fortrucke, und
zwar so, dals sich ihre Entfermung von der
obern Grundilache uberall umgekehrt wie die
Grundflichen wverhalte, so bleiben stets die zwi=
schen ihnen und den oberm Grundllachen ente
haltnen korperlichen Riume einander gleich. In
dem Augenblick nun, wo die beweglichen Ebnen
mit den obern Grundflaichen zusammenfallen,
werden diese die Stellvertreter der verschwund-
nen Raume, und man ist daher durch das Ge-
setz der Stetigkeit genothigt, sie in dieser
Beziehung als gleich anzusehen, ob sie gleich,
vermoge der Voraussetung, extensiv ungleich
sind. Man kann sie aber als gleich vorstellen,
wenn man ihnen ein intensives Verhaltnils bei-
legt, was dem umgekehrten der Grundflachen
gleich ist.
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Man sieht leicht, dals, wenn wir andere Kore
per als Parallelepipeda, oder fur die Verinderung
der Hohen ein anderes Gesetz angenommen hit-
ten, die Verhaltnisse anders ansgefallen wiiren. In
allen Fallen aber wiirde die Endgrinze, vermoge
des Gesetzes der Stetigkeit, ein bestimmtes Ver=-
hilmifs A:B erhalten haben; als selbststindige
extensive Grofsen betrachtet wiwrde ihnen ein
anderes Verhaltnils a: b zugekommen seyn; aber
das erste Verhaltnifs A :B wiirde nur dadurch
als wirklich vorhanden dargestellt werden kon-
nen, dals man es als zusammengesetzt ansihe,
aus dem extensiven Verhaltnils a:b und einem
intensiven «: @8 von einer solchen Grolse, dals
A:B — ax:bg wire: wodurch «:2 in keinem
Fall der Willkithr uiberlassen bleibt.

50. Diese Betrachtungen fithren uns wieder
auf den Begriff des Differenzials zuruck, der
erst durch sie Vollendung und innere Haltbar-
keit erlangen kann. Wir wollen die Anwendung
sogleich in einiger Allgemeinheit machen. Da
keine Function einer veranderlichen Grilse x
erdenklich ist, die nicht durch eine krumume
Linie geometrisch construirt werden konnte, so
sey AC Fig. 11. irgend eine Curve; AB = x
eine Abscisse derselben; BC =y die zngehorige
Ordinate, und y irgend eine beliebige Function
von x, die wir durch Fx vorstellen wollen: also
die Gleichung der Curve y = Fx. Man schneide
auf der Abscissenlinie, von B aus diesseits oder jen=
seits, ein Stiick von beliebiger Grilse Bb = Ax
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ab, und errichte in b die Ordinate be, und ziehe
Cy durch C parallel mit Bb; so ist Cy = Bb
= Ax, und cy als die Zunahme der Ordinate
ist = Ay, Eine Gleichung zwischen Ax und
Ay erhilt man, wenn man in der Gleichung
der Curve x+Ax statt x und y+Ay statt y
setzt; man erhalt so y+Ay =T (x+Ax) und
zicht man hiervon y = Fx ab, so bleibt iibrig
Ay = F (x+Ax) — Fx, welches die verlangte
Gleichung zwischen Bb und cy ist. Stellt man
sich nun vor, es bewege sich bc gegen BC, so
verandert sich das Verhaltnils von Bb zu ¢y in
jedem Augenblick, aber stetig und nach einem
durch die obige Gleichung fur Ay bestimmten
Gesetz. In dem Augenblick, wo sich bc und
BC decken, verwandelt sich Bb in den Punkt
B = 9x und cy in den Punkt C=9y. Diese
Punkte extensiv betrachtet sind gleich, aber in-
tensiv muls man ihnen mnach allen bisherigen
Betrachtungen das Verhiltnils beilegen, welches

g AY . .
dem Ouotienten —— nach der obigen Gleichung
Ax 2

fir Ay zukommt, wenn man AXx = 9X = 0,
also anch Ay = 9y = o setzt.

57. In eben der Figur nenne man den
Bogen AC = 2z, so wird Cc = Az, und wenn
bec mit BC zusammenfillt, so wird derselbe
Punkt C, der vorher das Differenzial der Ordi-
nate war, nunmehr das Differenzial des Bogens
=— 9z. Aber in dieser Beziehung wird man ihm

gegen ax ein anderes intensives Verhidlmils bei-
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legen miissen, weil er aus einer andern Grolse
und nach einem andern Gesetz entstanden ist.
Diese intensive Grolse kann man finden, wenn
aus der Natur der Curve eine Gleichung zwi-
schen dem Bogen und der Abscisse bekannt ist;
und zwar auf die namliche Art, wie das Ver-
R s .
haltnils 2% gefunden wird.

53. Um wo moglich jeder Bedenklichkeit
iiber unsere Theorie des Differenzials vorzubeu=
gen, wollen wir die Sache noch einmal von ei=
ner ganz andern Seite ansehen, und zeigen, dals
sich die Nothwendigkeit, den Differenzialen eine
intensive Grolse beizulegen, noch aus einem ganz
andern Grundsatz, als aus dem Grundsatz der
Stetigkeit, ableiten lasse: aus dem Grundsatz
niamlich, dafls gleiche verinderliche Gro-
fsen, wenn sie Functionen von einander
sind, auch gleiche Differenziale haben
miissen. Dieser Satz ist eigentlich nur ein
Corollar eines andern ganz allgemeinen und un-
zweideutigen Grundsatzes, dals gleiche Ver-
inderungen, mit gleichen Grofsen vor-
genommen, auch gleiche Resultate ge-
ben miissen; und als solches hat der Satz
hinlingliche Evidenz, selbst dann, wenn der
Begriff des Differenzials mur klar, aber nicht
deutlich aufgefalst ist: denn wenn man sich nur
die Differenzial-Operationen als Veranderungen
vorstellt, die nach bestimmten und feststehen-

den Regeln mit Formeln vorgenommen wer-
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den, ihr Sinn sey ubrigens welcher er wolle,
so folgt schon daraus, dals sie gleiche Resultate
geben mussen, wenn sie mit gleichen Grolsen
nach gleichen Fegeln vorgenommen werden.
Daher hat auch noch Niemand diesen Satz be=
zweifelt, und selbst Herr Langsdorf, der doch
das Gesetz der Stetigkeit anzugreifen versucht,
lilst meines Wissens diesen Satz unangetastet.

Wir wollen auch hier nach der oben (. 19,
und 20. angegebenen Methode die Sache in einer
ganz einfachen geometrischen Construction be=
trachten, und nur dabei, statt eines undeutlichen
Begriffs vom Differenzial, den im vorhergehenden
deutlich bestimmten Begriff einer Endgrinze zum
Grunde legen. Wir betrachten wieder die bei=
den Parallelepipeda AE und FK Fig. 6. Die
Grundfliche BC des ersten sey = 1; seine
Hohe AD sey veranderlich und = y; folglich
sein riaumlicher Inhalt = 1.y oder y. Die
Grundfliche GH des zweiten sey von ande=
rer Grofse, als die Grundflache des ers
sten, aber sie sey bestindig, und = b; seine
Hohe ¥ C wveranderlich, und = x; also sein
viumlicher Inhalt = bx. Nun nehme man an,
dals y und x so wachsen, dals sich in jedem
Augenblick verhalte b:1 = y:x, so wird
durchgingig seyn

¥y = bk

in welcher Gleichung offenhar y, (oder 1.y)
nicht die Hohe AD, sondern der ganze Raum
AL ist.
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Sollte man nun zuerst eine Gleichung fin«
den zwischen zwei zusammengehorigen Ends
theilen, so mifste man die Hohe x um den
Endtheil Ax, und die y um den Endtheil Ay
wachsen lassen, doch 80, dals noch immer sich
verhielte

bis ==yl Ay 2 VK
Auf diese Art hitte man also
y+Ay=bLx+bD A x
und wenn man hiervon y = bx abzieht
Ayi=DbAx
Soll dieser strengrichtige Ausdruck der End-
theile verwandelt werden in einen eben so
strengrichtigen Ausdruck fur die Endgranzen, so
missen die Dimensionen Ax und Ay ver-
schwinden, d. h. in gx und 3y ubergelen, und
so erhilt man den strengrichtigen Ausdruck
3y = box.
Nun lehrt aber der Anblick der Figur, dals die
Endgrinze des ersten Parallelepipedi das Parallelo-
gramm DE sey; also ware DE =2ay oder 1.9y
die Endgrinze des zweiten Parallelepipedi ist das
Parallelogranun 1K, folglich ware IK =bax. Und
so erhalten wir durch lauter Schlusse, deren
strenge Richtigkeit wohl Niemand bezweifeln
kann, die Folgerung, dals DE = IK sey; wel-

ches aber der ausdriacklichien Voraussetzung, dals

BC und GH ungleich sind, widerspricht, wo-=
fern man DE und 1K, (eben so wie BC und
GH), blols far sich als selbsistindige ausge«
dehnte Grofsen betrachtet. Aber da dennoch in
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allen nnsern Schlussen durchaus kein Fehlschluls
nachgewiesen werden kann, so muls es einen
gewissen Sinn geben, in welchemr man mit
strenger Richtigkeit sagen kann, dals wirklich
DE = IK sey, und dieser Sinn liegt in dem
Begriff einer Endgrinze. Denn als solche
muls DE nicht als eine Fliche, sondern ale
ein Parallelepipedum betrachtet werden,
dessen Grundfliche DE, dessen Hohe aber ver-
schwunden oder oy geworden ist. Als End«
granze betrachtet muls ich also diese Fliche
nicht blofs durch DE, sondern durch DE.dy
und aus e¢ben den Grunden die Endgrinze des
andern Korpers durch IK.gx wvorstellen. Ich
hitte also oben micht schreiben sollen DE = gy
sondern DE .3y = 1.3y, und eben so mnicht
IK = bodx, sondern IK.9x = bgx, woraus
ganz richtig folgt DE —= BC =1 und IH

= GK == b. Da aber durch richtige Schlisse
gefolgert worden , dals 1.y = b.ax o
folgt auch :

DE.3y =K.9%;
ein Satz, der etwas ganz anderes sagt, als
DE = IK, und der, olne einen Widerspruch
einzuschlielsen, richtig ist, aber auch nur auf
diese einzige Art als richtig darge-
stellt werden kann, wenn man den beiden
Differenzialen g9x und gy ein intensives Verhilt=
nils von solcher Grilse beilegt, dals

dxiiidy = Doy TK;

So  beschrink:t der besondere Fall ist, an
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welchen wir diese Betrachtung angekniipft has
ben, so ist es doch micht srl'nvm-- einzusehen,
dafls sich ahnliche Betrachtungen bei jeder durch
eine raumliche Construction vorgestellten Fun-
ction wiwrden anstellen lassen. Ich habe absicht=
lich eine solche Functional - Gleichung y = bx
gewihlt, wo y und bx in der Construction als
zwei verschiedene, und nur bei allen Ver-
anderungen gleichbleibende Grolsen erschie
nen. Hierdurch erhielt y gewisscrnml'seu eine
doppelte Bedeuntung, indem es eimmal den gan-
zen Korper AE, wund dann auch eine mit x
gleichartige Grilse, nimlich die Hohe AD, anzu=-
zeigen schien. Eigentlich ist nur das letzte die
wahre Bedeutung von y, und in jedem Fall
wo man irgend eine beliebig zusammengeseizie
Function Fx mit einem einzelnen Buchstaben y
bezeichnet, findet etwas ahnliches statt. In je-
dem Fall, wo man y = Fx setzt, muls wan
sich den Factor 1 bei y ausgelassen denken, und
dieses Product so bestimmen, dals y eine mit x
gleichnr[ige Grolse, und die beigefugte Einheit
so beschaffen sey, dals dadurch auch 1.y und Fx
gleichartige Grofsen werden. Dils ist deswegen
nothig, weil offenbar alle Evidenz der hohern
Analysis auf einer deutlichen Einsicht in das

: : 2 e oy
Wesen des Differenzial - Verhiltnisses a—} be~
X

suht. Ein jedes Verhilnils setzt Gleichara
tigkeit seiner Glieder wvoraus. Sind aber

y und x ungleichartige Grolsen, so sey der Be-
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griff des Differenzials welcher er wolle, so kinnen
wohl gy und 3x mnicht gleichartic seyn. Man
wird folglich bei jeder erdenkbaren Erklirungs-
art, in einer solchen identischen Gleichung
y = Fx, den scharfen Begriff von y immer so
bestimmen miissen, dals y und x gleichartige
Grolsen werden. Noch anschaulicher wird die
Sache, wenn man unsern bestimmten Begriff
des Differenzials als Endgranze auf geometrische
Constructionen anwendet : denn wire y ein
Korper und x eine Linie, so wire 3y eine
Fliche und ax ein Punkt, zwischen welchen
schlechterdings kein endliches Verhaltnils denk-
bar ist. Dals es aber, wenigstens bei jeder geo-
netrischen Construction, mdoglich sey, y nebst
seinem Coefhcienten 1 so zn bestimmen, dals
y mit X und 1.y mit Fx gleichartig werde,
ist leicht einzusehen. Denn wire x sowohl als
Fx eine Linie, so ist auch y eine Linie und
mit x gleichartig, der Coefthcient 1 aber ist dann
die blofse Zahl 1, ohne raumliche Dimension.
Wire x eine Linie und Fx eine Flache, so
mualste man y und 1 als Linien betrachten;
dann ist y mit x gleichartig, und 1.y eine
Flache, also mit Fx gleichartig. Wire x eine
Linie und Fx ein Korper, so mulste man y als
Linie und 1 als Fliche denken, wodurch wie
der die erfoderliche Gleichartigkeit entstehen
wirde. w. s. £, Doch lalst sich auch der Be-
weis gleich ganz allgemein fuhren. Denn man

schreibe 1.y = 1.Fx und denke sich unter

[12]
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Jder Einheit bei y etwas mit Fx gleichartiges;
so behilt man die Freiheit, sich unter y und der
hei Fx befindlichen Einheit jede Art von Gro-
{sen, welche man will, zu denken, wofern sie nur
glcich;u-tig sind. Man wird also auch berechtigt
seyn, beide mit x als gleichartig zu denken.

Mit Riicksicht auf dicse Bemerkungen wirde
es moglich gewesen seyn, alles, was wir aus
dem Grundsatz der Stetigkeit apgeleitet ha-
ben, auch aus dem Grundsatz von der
Gleichheit der Differenziale gleicher
Functionen abzuleiten; mnur winde der Gang
des Vortrags an Einfachheit verlohren haben,
eben deswegen, weil wir mit den hier ange=
stellten Betrachtungen hatten anfangen miussen.
ﬁl)l'igens hingen die gedachten beiden Grund-
sitze so unter einander zusammen, dals sich ei~
ner aus dem andern ableiten lifst, so dafs, wer
den einen bestreitet, auch den andern in An-
51}:11('11 zu nehmen gezwungen ist.

59. Wir. haben bisher unsern Brgriff des
Differenzials als Endgrinze blofs auf raum-
liche Grofsen angewendet, und im Grunde ge-
zeigt, dals dieser Begriff ohne Zweidentigkeit,
und auf eine ganz strenge Art, auf dieselben
Resultate fiuhre, und auf keine andern fuhren
konne, als auf eben die, welche der Leib-
nitzische Algorithmus *y der Differenzial-

%) Die Newtonische - Darstellung dieses Aleorithmus

in der Methodus fluxionum ist in der That
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Rechnung giebt. In der That ist auch zwischen
der Leibnitzischen und der hier aufgestellten

Ansicht gar kein anderer Unterschied, als der,
dals der Leibnitzische Begriff einer unend-
lichkleinen Ve: dnd“runf" ein undeutlicher,

und daher schwankender buguFf, die 10:5te]lt111g
einer E n d granze l}iugegcn ein 1.-'1'_;1!ig be=
stimmter, und im Gegbicte riunmlicher Grofsen,
sogar anschaulicher Begriff ist, der, wie ich
glaube gezeigt zu Jm.nn, in allen seinen Be-
stimmungen, ' deren die Differenzial - HELhHH]lG’
bedarf, auf den ersren Grundgesetzen unseres
Vorste Hungsv ermogens beruht.

Um daher die anﬁ:rtfnzl:ﬂ-Bcchmmg oder
vielmehr die ganze hihere Analysis aufs voll.
stindigste zu rechtfertigen, scheint in der That
nichts weiter néthig zu seyn, als noch zu zej-
gen, dals unser Begriff vom Differenzial, mit al-
len seinen Folgerungen, auf jede nur erdenk-
liche Art von Grifsen anwendbar sey, und dafs
wir den hier gewihlten Gang, zuerst blofs Von
raunmlichen Grolsen zu reden, lediglich dcqwcwen
gewihlt haben, weil auf diesem W ege allein die
moglichste Anschaulichkeit zu erhalten war.

4o. Es 1st hier der Ort, nunmehr eine scharf-
bestimumte und schulgerechte Definition des Dif-
ferenzials zu geben.

schon eine Kiinstelei, welche daher entsprang,
dals Newton dem zweide eutigen Begriff des Une
endlichkleinen ausweichen wullte.
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Das Differenzial einer verinderli-
chen Groflse, ist ihre Endgrinze, sym-
bolisch vurgcstcllt als ein verschwin-
dender Endtheil

In dieser Erklarung ist nichts, was blofs auf
riumliche Grofsen beschrankt ware. Denn dals
jede endliche Grofse begranzt scy, liegt un-
mittelbar in der Vorstellung einer endlichen
Griofse. Bei jeder solchen Grolse kann und
muls sich der Verstand einen An fang und ein
Ende denken, also wenigstens zwel Gran-
zen, von wo aus man die Grofse auf doppelte
Art entstehen lassen kann, entweder vom An=-
fang gegen das Ende vorwartsschreitend,
oder vom Ende gegen den Anfang zuriickge-
hend *). Bei der Vorstellung einer verander-
lichen Groflse schreitet man allezeit von einem
gewissen Anfangspunkte, welchen man willkithr-
lich wihlt, bis zu einem beliebigen Werth der
Grolse vorwirts. Die Endgrinze, welche die
Grofse bei diesem Werthe hat, und ihr Zusam-
menhang mit der verinderlichen Grofse ist der
eigentliche Gegenstand, welchen die hohere
Analysis betrachtet. Dafs dieser Begriff einer
Endgrinze, so allgemein betrachtet, nichts an-

*) Beilaufig bemerke ich, dals hierauf die innere
Mt’iglichkcil des Positiven und Negativen,
und die absolut uneingeschrinkte Moglichkeit,
diese Begriffe auf alle erdenkliche Arten von Gro-

fsen anzuwenden, beruhe.
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schaunliches sey, wird man hoffentlich nicht
als Einwurf gegen seine Realitat aufstellen: denn
eben der Einwurf konnte nicht blofs gegen den
Begriff der Endgrinze, sondern gegen den
Begriff der Grifse iiberhaupt gemacht
werden.  Blofs die riumliche Grolse ist
unmittelbar anschaulich; die Grofse allge-
mein genommen kann wohl gedacht, aber
nur mittelbar in Symbolen angeschaut wer-
den *), So wie also jede Grélse iiberhaupt einer
Darsteilung durch Symbole empfinglich ist, eben
so muls dieses bei der Endgrinze einer verin-
derlichen Grifse méglich seyn.

Da aber etwas Begranztes und eine Griinze
desselben, wenn man jedes fiir sich be-
trachtet, zwei ungleichartige Dinge sind, so
ist ein chrgang von einem zu dem andern
nur dadurch moglich, dals man sie unter ei-
nem gemeinschaftlichen Begriff subsumirt, ver-

") Wer hieran noch zweifeln kinnte, den bitte ich
zu iiberlegen, wie er wohl eine Zahl anders
anschauen wollte, als in Symbolen; es seyn nun
zahlbare Dinge, also etwas ganz anderes, als die
blolse veine gedachte Zahl selbst, oder willkiihy-
liche Zeichen. Ubrigens bedarf es wohl kaum
einer Erinnerung, dals das Wort Anschauen,
hier, und wo es sonst in dieser Abhandlung ge-
braucht worden, nicht ein Ansehen mit dem
Auge, sondern die Aunffassnu ng einer un-
mittelbaren Vorstellung des Dinges

durch die Einbildungskrafr bedeute.
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moge dessen sie als gleichartig betrachtet wer-
den konnen. Dieses geschieht dadurch, dals
man die Endgrdnze vorstellt, als einen
verschwindenden Endtheil: demn eine
Grolse und ein Theil derselben sind gleichartige
Grolsen ™).

Es ist also in unserer Definition nichts ent-
halten, was nicht auf alle erdenkliche Arten von
Grolsen anwendbar wire; und wir wollen nun-
mehr zeigen, mit welcher Leichtigkeit sich alle
Grundregeln der Differenzial - Rechnung aus die-
sem Begriff streng ableiten lassen.

41. Die erste Grundregel der Differen-
zial-Rechnung ist wohl, dals jedes Dilferenzial
im Verhiltnils zu seiner verinderlichen Grolse
im strengsten Sinn = o sey. Und dils folgt
unmittelbar aus dem Begriff sowohl einer End-

grdnze, als eines verschwindenden End-

*) Zwvar ist die Vorstellung einer Endgranze als
eines Endtheils nur idealisch; aber alles Idea-
lische richtig-gefalst, und richtig verstanden, ist
ein nothwendiges, und zum denken unentbehr-
liches Erzeugnils unserer Vernunfr. Daher tragt
auch Niemand Bedenken zu sagen: wenn ich
mich auf einer Linie AB dem Punkte B nihere,
und ihn nun wirklich erreiche, so ist meine
Entfernung von demselben —— o gewor-
den, als ob die Congruenz zweier Punkte noch

immer eine wirkliche Entfernung wire. Eimge

Bemerkungen iiber den Ursprung der Ideen
findet man in der ersten Abhandlung.
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theils. Der Aunsdruck x *+ gx sagt in der That
nichts mehr als der Ausdruck x allein. In dem
ersten Ausdruck ist blofs die Endgrinze aus-
drucklich durch ein Symbol bezeichnet, die in
dem andern Ausdruck stillschweigend und nicht
abgesondert gedacht wird. Man kann also im
strengsten Sinn sagen, dafs x+ gx=x sey. Sind
aber v und w mit x gleichartige Grolsen, so ist
auch v+9x=v, und v+wax=v. Denn was
das erste betrifft, so ist eine Grinze Null nicht
nur gegen das, was sie begrinzt, sondern gegen
alles, was zu dem Begranzten ein bestimmtes
Verhilmifs hat. Ist aber dieses richtig, so muls

auch v+ wox=v seyn: denn v4+wox=w
v - ‘
— = 9dx ); haben aber v und w gegen x ein
W =

bestimmtes Verhdltnils, so gilt difs auch von

demi Quotienten E-; also 1ist i+<}:~;=E- WOr=
W W Y¥Y

aus der Satz v4-woxz=v streng folgt.

42. Ferner ergiebt sich unmittelbar aus
unsermy. Begriff die allgemeine Methode, wie der
symbolische Ausdruck far ein Differenzial zu
suchen sey. Man sucht namlich einen Ausdruck
fir einen beliebigen Endtheil der verinder-
lichen Grolse, wund substituirt alsdann far das
Symbol des endlichen Endtheils das Symbol des
verschwindenden, d. h. ein Differenzialzeichen.
Wir wollen dieses Verfahren auf bestimmmtere

Fille anwenden.

Es sey Fx irgend eine Function einer ein-
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zigen verinderlichen Grofse x. Man setze x+AX
statt x, und entwickle F(x+Ax) in eine Reihe
nach Potenzen von Ax, so ist bekannt, dals
man eine endliche oder wunendliche Reihe von
folgender Form erl:dlt *):
Fx+Ax)=Fx+PAx+QAx*+RAx3 + etc.
wo P, Q, R etc. Functionen von x allein sind,
ohne Ax zu enthalten. Dals das erste Glied
Fx seyn musse ist daraus klar, weil, wenn man
Ax = o setzt, die ganze Reihe in Fx ubergehen
muls. Lilst man dieses erste Glied weg, so ist
das Aggregat aller iibrigen Glieder der vollstan-
dige Ausdruck fir den positiven oder negati=
ven Zusatz, den die Fx erhilt, wenn x in
x+Ax ubergeht; d. h.
PAx+QAx*+RAx3+ etc.
ist der symbolische Aunsdruck fur einen End-
theil der Function, und Ax ist dasjenige Sym-
bol, von welchem allein die Grolse des End-
theils fir jeden bestimmten Werth von x ab-

*) Bei einem synthetischen Vortrag ist es mnicht
noéthig, diesen Satzin seiner ganzen Allgemeinheit
vorauszusetzen; sondern man entwickelt jede ein-
zelne Fundamental - Formel nach den bekannten
Regeln der gemeinen Analysis. Difs hat bei alge-
braischen Functionen nicht die geringste Schwvie-
righeit; und fir die transcendentischen giebt dann
die Differenzial - Rechnung selbst mehr als ein
Mittel an die Hand, sie in Reihen aufzulosen,
und so die J‘tllgmneiuhcit des OIJi:_;cn Satzes durch
Induction darzuthun.
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hingt. Vertanscht man dieses Symbol mit 3%,

so geht der Endtheil in die Endgrinze

uber, und man erhalt fur dieselbe '
Pox 4+ Qax? + Rax? 4 et

In dieser Reihe verschwindet aber gegen jedes

Glied Mgx™ das nachstfolgende Ngx™=+I. Denn

. 2 M
Max™ + Noxm+I =—= Najx™ (1? = ax)

= Nyx» (;—T) = Moax"; (41)
also verschwinden gegen das erste Glied Pax
alle folgende, und so behilt man blols
aEx =¥ X,

Dieses Verfahren betrachte ich als die zweite
Grundregel der Differenzial - Rechnung.

4%. Es sey eine Function von x ein Age
gregat mehrerer Stiicke V, X, Z, so dals

Fx = V+X+2
wo V, X, Z jedes fur sich eine Function von
x ist, so ist unmittelbar klar, dals fur einen be-
liehigen Werth von x jede dieser Functionen
thre eigne Endgranze habe, die auf dieselbe Art,
als im vorigen §. gezeigt worden, gefunden wer-
den kann, und dals das Aggregat dieser End-
eranzen die totale Endgrinze der Function Fx
sey. Demmnach ist
oFx = aV + aX + 32,

welches eine dritte Grundregel der Diffe-
renzial- Rechnung ist.

Wire eins dieser Stiicke, etwa V, eine be-
staindige Grofse, so fillt seine Endgrinze ganz
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weg, weil die Differenzial-Tiechnung blofs die
Endgrinzen des Verdnderlichen betrachtet.

44. Wir haben oben (40) gesagt, jede
Grolse habe wenigstens zwei Grinzen. In
der That kann sie deren mehrere haben. Denn
wenn eine Grolse in mehr als einer Art
verinderlich ist, so gehort zu jeder einzel-
nen Art von Veranderlichkeit eine eigne An-
fangs- und Endgranze. So hat ein Parallelepi-
pedum, weil es in Linge, Breite und Hohe ver-
anderlich vorgestellt werden kann, drei Anfangs-
und drei Endgrinzen. Aber dils ist so wenig
eine Eigenthiimlichkeit rdumlicher Grolsen,
dafs sie diesen als solchen vielmehr nur in ei-
nem sehr beschrinkten Grad zukommt; indem
es uns, vermoge der Natur unsers Vorstellungs-
vermaogens, unmdiglich ist, uns etwas raum-
liches von mehr als drei Dimensionen vorzu-
stellen. Dagegen kommt die Moglichkeit meh-
rerer Grinzen, der Grilse allgemein ge-
nommen, ganz uneingeschrinkt zu, und selbst
jeder riumlichen Grofse kommt sie uneinge-
echrinkt zu, sobald man sie als Grolse uber-
haupt in einer symbolischen Construction be-
trachtet. Denn betrachtet man eine Function
von so vielen verinderlichen Griofsen als man
will, z. B. F (v. w. x. z), so kann man bei
jedem beliebigen Werth der simmtlichen veran-

derlichen Grifsen fragen nach der Endgranze,

welche sie in Ansehung einer einzelnen wverin-
derlichen Grofse, z. B. in Ansehung v hat

Ii
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Auch ist es klar, dals man diese Endgrinze fin-
den werde, wenn man blofs v um einen End-
theil Av vermehrt, und dann nach der allgemei-
nen Grundregel (42) verfihrt. Auch ist es un-
mittelbar klar, dals die ganze Endgrinze, welche
die Function in ﬂnschung aller wveranderlichen
Grolsen hat, mnichts anders seyn kénne, als das
Aggregat aller einzelnen Endgrinzen, welche der
Function in Ansehung jeder einzelnen verinder-
lichen Grofse zukommen. Und so ergiebt sich
nach der hier aufgestellten Amnsicht ganz unmit-
telbar aus dem Begriff des Differenzials eine
vierte Grundregel der Differenzial - Rech-
nung , deren Beweis sonst einige Weitlauftig-
keit macht.

Eben diese Schliisse lassen sich insonderheit
unmittelbar auf Produkte und Quotienten ver-
anderlicher Grifse anwenden, wodurch die Auf-
findung der Fundamental - Formeln Ffir diese
Fille sehr einfach wird.

45. Wir haben bisher gesehen, dafs, und
in welchem genaun bestimmmten Sinn, ein jedes
Differenzial = o sey, und was aus diesem
Begriffe folge. Jetzt miissen wir zeigen, dafs,
wnd, in welchem bestimmten Sinn, jedes ein-
zelne Differenzial dennoch als eine wirkliche
Grilse angesehen werden kinne und miusse,
und was aus dieser Ansicht folge.

Wir betrachten zu dem Ende wieder Fx
als eine Function einer einzigen veridnderlichen
Grofse, wund bezeichnen ihren Totalwerth, in
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dem oben §. 58. genauer bestimmten Sinm,
durch y, so dals y=Fx. WNach 0. 42. ist
x+Ay=Fx+PAx+QAX*4RAx3 + etc.

woraus folgt:

Ay ;

i —P+QAx+RAX? 4 etc,

Ax
Lilst man nun in Gedanken Ax bis zum Vers
schwinden stetig abnehmen, so verdndert sich

auch das Verhiltnifs

) stetig, und sobald Ax
E 2

verschwindend in gx ubergeht, so geht auch Ay
in gy uber, und man behalt blofs
ﬁ =,
dx

Difs ist also ein bestimmtes Verhiltnils,
welches den Endgrinzen 9y und 9x, ver-
moge des Gesetzes der Stetigkeit, zu-
kommt Nun sind diese Endgrinzen zwar im
strengsten Sinn = o, aber doch nur relativ ge=
gen y und x, und alles, was mit diesen gleich-
artig ist, An sich betrachtet aber konnen sie
gar wohl selbststindige Grilsen seyn, wund da-
her wirklich ein bestimmites Verhaltnils gegen
einander haben, wie dils das Beispiel von Fli-
chen als Grinzen eines Korpers, oder von Li-
nien als Granzen einer Flache, anschaunlich macht.
Wir haben indessen in mehrern Fallen (beson-
ders . 38.) gesehen, dals dieses dulsere Ver-
hialtnils zweier Endgrinzen von demjenigen
verschieden sey, welches ihnen als verschwin-

denden Endtheilen, vermoge des Gesetzes der
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Stetigkeity, zukommt. Dieses letzte Verhiltnifs
mulsten wir, selbst bei extensiven Grofsen, als
ein intensives betrachten; wund dals man es
eben so betrachten musse, wenn micht bestimmt
von raumlichen Groilsen, sondern von Grilsen
tiberhaupt die Rede ist, kann, duankt mich,
noch weniger Bedenken haben. Denn wenn x
und y nicht riumliche Groflsen seyn sollen, so
mussen sie selbst schon als intensive Groflsen
gedacht werden; daher kann man auch wohl bei
ihren Endgrinzen an kein extensives Verhalmils
denken; und gebietet uns ein unstreitiger Grund-
satz, ihnen ein gewisses villig bestimmtes Ver-
hiltnils beizulegen, so kann difs kein anderes,
als ein 1nneres oder intensives seyn. In der
That sind hier "alle Bedingungen zur Entstehung
eines intensiven Verhilmisses vorhanden. Diese
Bedingungen waren, dals zwei zugleich ver-
schwindende Grolsen aus Grifsen entstanden seyn
mulsten, die vor dem Verschwinden entweder
ein ganz unveranderliches Verhiltnils hatten, oder
ihr Verhaltnils, wenn es verinderlich war, doch
stetig dnderten, so dals im Augenblick des Ver-
schwindens ein bestimmtes Verhdltnils gegeben
war; und man sieht leicht, dafs in jedem Fall
Ay und Ax dergleichen Grilsen sind. Die in-
nere Maoglichkeit aber, zwei wverschwindenden
Grolsen ein intensives Verhiltnils beizulegen, be-
ruhte im Grunde darauf, dals eine Grifse, die
in einer gewissen Beziehung Nichts ist, auch

bei jeder beliebigen Vervielfiltigung, in eben die-
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ser Bezichung Nichts bleibt, dafs aber dennoch
jede Vervielfiltigung an sich eine wirkliche Ver-
mehrung in der Yorstellung, d. h. eine
wirkliche Vorstellung von einer intensiven Gro-
fse ist. Schreibt mir daher das Gesetz der Ste-

. . ; dy
tigkeit vor, dem Quotienten a—‘—, z. B. den Werth
o X

1a]ed

zu geben, so mogen immer dy und 9x, mit
y und x verglichen, jedes =o, und inso-
fern einander gleich seyn, so kann mir nicht
verwehrt seyn zu sagen: als eleich und relativ
— o0 betrachtet, -will ich beide « nennen, aber
nun 9y =53« und 9x =2« setzen, wodurch al-

: dy 3 .
lerdings == 3 wird. Sofern aber « Zo ist,
konnen die Zeichen 3« und 2« nichts, als Sym-
bole einer Intension seyn.

Ich zweille nicht, dafs mehreren meiner Le-
ser auch hier das Intensive einigen Amnstols ma-
chen wird. Aber ich bitte sie, 2zu bedenken,
dalfs nun einmal dem Intensiven alle dulsere An-
schaulichkeit abgeht; dals wir aber uns deswe-
gen doch der intensiven Grifse mnicht entschla-
gen konnen: denn wir treffen sie unausweichlich
in der Wirklichkeit und in unserm eigenen Vor-
stellungsvermogen an, und wir mulsten die
ganze allgemeine Mathematik ausstreichen und
uns blols auf Geometrie einschranken, oder we=
nigstens die Buchstaben in unsern Formeln nichts

als raumliche Groilsen bedeuten lassen Wenn
2

wir uns der intensiven Grolsen entledigen woll-

ten
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ten. Konnen wir difs aber nicht, so bleibt doch,
dunkt mich, kein anderer Rath ubrig, als das
Wesen der Intension und die Grundform dessel-
ben in unserm Vorstellungsvermiogen recht sorg-
faltig zu studiren, und einem ungewohnten, aber
doch soust genau bestimmten Begriff, das Wi-
derspanstige zu benehmen, das er auf den er-
sten Blick zu haben scheint.

Das Resultat unserer obigen Bcrrachtungen
ware also: dals 9y und gx zwar relativ gegen
y und x im strengsten Sinn —o sind, dafls
man aber dennoch beiden eine innere
Grélse ohne Widerspruch beilegen kon-
ne, und vermoige des Gesetzes der Ste-
tigkeit, beilegen miisse. Dils wire die
funfte Grundregel der Differenzial - Rech-
nung.

46. Vermoge des Gesetzes der Stetigkeit ist
: o ooy ,
blofs das Verhiltnils —=, mnicht aber die
o0 x

absolute Grofse jedes einzelnen Differenzials be-
stimmt. Hieraus folgt, dals man jederzeit be-
rechtigt sey, eines der beiden Differenziale, wel-
ches man will, als eine bestindige Grolse, und
nur das andere als verinderlich anzusehen. Da
terner ein Verhilmils nicht geandert wird, wenn
man beide Glieder mit einer und derselben Gri-
(se multiplicirt, so wird nan jederzeit die Frei-
fieit haben, beide Differenziale mit einer und
derselben Gréfse, z. B. mit y oder x, oder mit
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95 _ :
== oder womit man sonst

mit V (1 :

will, zu multipliciren, also

dy?2
dy__xdy ydy a:w’(; s ax*)
— = s oder = —; oder =
dx xdx ydx V (@x2+dy2)

zu setzen, und dann in irgend einem dieser
Briiche beliebig den Zihler oder Nenner als eine
bestandige Grolse, und mur das zngehorige an-
dere Glied als veranderlich zu betrachten. Dils
ist eine sechste Grundregel der Dilterenzial-
Rechnung.

47. Da man bei jeder verinderlichen
Grolse, sie sey extensiv oder intensiv, mach
einer Endgrinze fragen kann, so ist klar, dals
man auch nach der Endgrinze eines Diffe-
renzials fragen konne, sobald man es als eine
verinderliche Grolse betrachtet, d. h. dafs man
von einem Differenzial ein zweites Differenzial
nehmen konne. Auch ist klar, dals dieses
zweite Differenzial vollig nach denselben Grund-
regeln, als das erste, gesucht werden miisse,
weil ein Differenzial, als wverinderliche Grolse
betrachtet, von andern verinderlichen Grolsen
in nichts, als in der symbolischen Bezeichnung
verschieden ist. Es ist ferner klar, dals alles,
was bisher vom ersten Differenzial gezeigt wor=
den, auch auf das zweite anwendbar sey, und

dals man daher ferner ein drittes, viertes, finf-
tes Differenzial, und so fort, ohne Ende suchen

durfe.
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diirfe. Diese unbegrinzte Mogliclikeit hihe-
ver Dilterenziale hIndet sogar bei riaumlichen
Grolsen statt, da man selbst den Punkt als eine
verianderliche intensive Grofse betrachten darf,
Sie ist al

so auf keine besondere Art von Gri-
[sen beschrinkt, sondern findet nur darn Grin-
zen, wenn ein niedrigeres oder hoheres Diffe-
renzial - Verhilinils nach dem Gesetz der Stetig-
keit bestandig wird. Setze ich dann das eine
Differenzial bestandig , so bin ich gezwungen
auch das andere als bestindig zu setzen, und
dann fallerr alle hohere Differenziale weg, weil
die hohere Analysis blofs die Endgrinzen des
“L'l‘r‘:i]lLl"_‘.rlil_Elt\jl f_‘Jt_"[l".L'lJ['t'!. llluf s0 rechtfep-
tigt sich die siebente GI'HIMTI'L';_ el der Diffe-

renzial - Rechnung, und zwar gerade die, welche

-

rewohnlich am meisten Anstols macht; nimlich

ie Entstehung der hohern Differenziale.,

ff

o I}

L

48. Es sey y eine Function mehrerer ver-

anderlichen Grolsen, als y = F (v. w. x. Z.)

Ferner seyn gy!, gy, oy, ay!V die partialen
Differenziale, welche sich nach der Reihe auf
die verinderlichen Grolsen v, w, X, z beziehen

(44), so hat man

oy =P av
Ayt =0 3w
- L

Ay = Rax
vyl = S3z

und 9y = ay! + Y™ + ovi 4 Iyl

Nun ergiebt sich aus den partialen Differenzial-

-

Pav + Q;'«w + BRax + S5z
I
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. g LIRSy dy!l 3y 1
Gleichungen, dals die Verhiltnisse = : il

aw

Jv
dy a}w
dJdx 2 oz

Stetigkeit bestimmt sind. Folglich ist man be-

s simmtlich durch das Gesetz der

rechtigt, jedes der Differenzial - Zeichen v, aw,
ox, az, desgleichen ay', ay", ay™, ay"
folglich auch ay selbst, als verinderliche Gré-
fsen anzusehen und als solche zu behandeln.
Da aber auch hier das absolute Mals vollig un-
bestimmt ist, so wird man auch hier irgend ei-
nes der Differenzial - Zeichen als eine bestindige
Grolse betrachten dirfen, welches wir als eine
achte Grundregel der Differenzial - Rechnung
ansehen konnen.

49. Ich glaube, dals durch alles bisherige,
alle Fundamental-Operationen der Dif-
ferenzial - Rechnung, aus welchen sich alle
ubrigen verwickeltern ohne Schwierigkeit ableiten
lassen, eben so streng gerechtfertigt sind, als es
bei irgend einer andern Art von mathematischen
Operationen maoglich ist. Auch ergiebt sich dar-
ans ein ganz bestimmmter Begrilf der Differenzial-
Rechnung , der durchaus mnichts zweidentiges
oder prt_:hl{'-mn'liw.lu_-._w' in sich schliefst. Sie ist
die Methode aus dem symbolischen Aus-
druck einer veridnderlichen Grolse, ei-
nen symbolischen Ausdruck fiur die
Endgrinze zu finden, welche sie bei je-
dem beliebigen Werth hat.

Durch eine Rechtfertigung der Differen-
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zial-Rechnung ist aber auch zugleich die
ganze Integral - Rechnung gerechtfertigt,
und ihr Begriff villig bestimmt.

Man stelle sich zwei Functionen vOon X vor,
Fx und ¢ox, welche blofs uni eine I,aest_im-i'ige
Grilse C verschieden sind, so dafs Fx—.x + C,
so ist klar, dals ihre Differenziale dFx und 5.,x
gleich sind, weil dje Dim:rmmi.'li—}‘:u{'hmmg die
Endgrinzen bestindiger Griéfsen nicht beachtet,
Sind hingegen Fx und ¢x wesentlich verschie-
den, namlich in der Art ihrer Zusﬁmmc:mew_:mg,
d. h. ihrer Entstehung aus x, so ist klar, dals
sie wohl zulillig far gewisse Werthe, aber
unmoglich fiar alle erdenkliche Werthe von x
gleiche Endgrinzen haben kénnen, Denn es ist
unmittelbar deutlich, dals zwej veranderliche
Grilsen, die .-.érhlt:rh!c]'c]ings fur alle Werthe von
x vollig gleiche Endgrianzen hitten, hochstens
nur um einen healunc{igun :lni';lni_?:s'fhu[l
verschieden seyn konnten. Hierans folge aber,
dals zu jeder Function nur ein Differenzial,
und umgekehrt, zu jedem Differenzial nur eine
Function, doch im letzten Fall it Hi:unl‘i:gnug
einer unbestinimten IJqu'éuhIigun Grolse, gehore,
Es ist folglich durch die Fanction das Differen-
zial, und umgekehrt, durch das Differenzial die
Function vollig bestinunt, und es miuls daher
ein ﬂn‘_uwg;mg von dem einen zum andern durch
analytische Operationen jederzeit moglich seyn.
Da aber der t’lmrgnug vom Differenzial zur
Function nichts anders seyn kann, als der ume-




1906

gekehrte Weg, auf dem die Differenzial - Rech-
nung von der Function zum Differenzial ge-
langt, so sicht man leicht ein, dals wenn dieser
letzte Weg fest und bestimmt ist, der umge-
kehrte eben so bestimmt und fest seyn werde.

Offenbar lassen sich eben diese Schliisse
auch auf Functionen mehrerer verianderlichen
Grolsen, desgleichen auf die Integration hoherer
Differenziale, anwenden. Denn jedes hohere
Differenzial steht gegen das riachst niedrige voll-
kommen in demselben Verhiltifs, als ein er-
stes” Differenzial gegen die zugehorige endliche
Function.

Was den Begriff der Integral - Rech-
nung betrifft, so ist sie die Methode aus
dem symbolischen Ausdruck einer End-
grinze, den symbolischen Ausdruck des
Begrinzten, wozu sie gehort, zu finden.

50. Es ist noch iibrigz von der geome-
trischen Construction der Differenziale zu

veden. Aus dem, was schon oben (15) uber
diese Operation gesagt worden, ist klar, dals sie
einer der wichtigsten Gegenstinde der hohern
Analysis sey, und dals in ihr eine unerschopt=
liche Fundgrube neuer Entdeckungen vermittelst
der Integral - Rechnung liege. Ich halte es da-

her finr zweckmilsie, ihr einen eigenen Abschnitt
o? o

7z widmen.
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Uber die geometrische Construction der
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=

A1. ‘; eranderliche Grolsen constrirt
man, im allgemeinen, geometrisch auf fol-
gende Art.

Man stellt sich vor, dals in einer Fliche
gewisse gerade oder krumme Linien, oder in
einen: Ranme von drei Dimensionen gewisse
zusammenhiangende Linien wund Flichen der
Lage nach gegeben und unbewegt seyn. In ei-
nemn solchen Zm.mm:unh.mg von Linien und
Flichen lifst man dann einen Punkt, eine
Linie eme Fliche von einer gewissen Anfangs-
granze an fortrucken. Hierduwrch werden wvon
den unbewegten Wheilen Stucke von verinder-
licher Grélse abgeschnitten, deren gegenseitiger

Zusammenhang und Verhdlmils den eigentlichen
Gegenstand der Betrachtung ausmachen, indem

man Gesetze aufsucht, nach welchen fur jede
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belicbige Lage des bewegten Theils alles itbrige
veranderliche in der Construction bestimmt wer=
denn konne. So construirt man z. B. eine Para-
bel in emer Ebene, zieht eine 1!L‘“t:1]i{;u Abscisg=
senlinie, lafst auf dieser eine andere unbegranzte
Linie unter einem bestandigen Winkel fortriicken
und sucht das Gesetz, mach welchem sich hier-
bei die Ordinate oder die parabolischen Bogen
und Flichen verindern.

Oder man kehrt anch die Frage um. Statt
dals man vorher ein Gesetz suchte, mnach wel-
chem sich gewisse Grifsen verindern, nimmt
man ein Gesetz, mach welchem sich irgend ecine
veranderliche Grolse verindern soll, als gegeben
an, und sucht nun eine geometrische Constru-
ction ausfindig zu machen, in welcher sich ge=
wisse Groilsen diesein Gesetze gemals verandern;
d. h. es ist in einer symbolischen Construction,
(in einer Formmel ), y gegeben, als eine Function
von einer oder mehreren veranderlichen Gro-
fsen,. also y = F (v: X. z), und man sucht
eine ranmliche Construction ausfindig zu ma-
chen, in welcher sich eine veranderliche Linie,
Fliche oder Rawm, die man y nennt, diesem
Gesetze gemals verandern, wenn gewisse andere
Linien, Flachen, Ranme, die man v, x, z nennt,
sich dem Gesetze gemals verandern, welches die
Function ausdrickt.  Bei dieser Arbeit offnet sich
ein unbegranzter Spielranm fiar den mathemati-

schen Scharfsinn und Erfindungsgeist, indem in

der That jede Function nicht nur auf eine,
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sondern auf unendlich mannigfaltice Arten con-
struirt werden kann. Der einfachste Fall ist der,
wo y gegeben wird durch irgend eine beliebige
Function einer einzigen veranderlichen Grolse x,
also y=Fx. Fur diesen Fall hat man sich
schon lingst einer eben so einfachen als sinn-
reichen Construction durch krumme Linien be-
dient, deren innere Moglichkeit und uneinge-
schrinkte Anwendbarkeit sich leicht einsehen
lilst. Denn da zu jedem bestimmten Werthe
von x, die Function sey beschaffen wie sie
wolle, jederzeit ein oder mehrere bestimmte
Werthe von y gehoren, so ist klar, dals man
jederzeit y als Ordinate einer krummen Linie,
und x als Abscisse derselben betrachten, und
zu jedem beliebigen x die Endpunkte der Ordi-
nate, d. h. die zugehorigen Punkte der Curve,
finden, und so die Curve selbst construiren
kénne. Aber man sieht auch leicht ein, dals
eben der Zweck auf mehr als einen andern Weg
erreicht werden konne. Man nimmt z. B. einen
festen Punkt an, und zieht durch diesen eine
unbewegliche Linie; dann legt man durch eben
den Punkt eine bewegliche Linie, wund mimmt
an, sie drehe sich um denselben; man betrachtet
nun x als den verinderlichen Winkel, den beide
Linien einschliefsen, und y als die Linge der
beweglichen Linie von dem angenommenen fes-
ten Punkt an, so wird durch die Endpunkte
dieser Vectoren eine Curve bestinumt seyn; und

man sieht leicht ein, dals man fur eine und
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dieselbe Function nach diesen beiden Methoden
zwel ganz verschiedene Curven erhalten werde.
Auch ist es eben nicht schwer einzusehn, dals
man die namliche Function y=Fx mnoch auf
mancherlei andere Arvten construiren kénme, in-
dem man die Freiheit hat, nach Belieben x und Ys
durch gerade oder krumme Linien, durch Win-
kel, durch Flichen, durch Riaume vorzustellen,
und die Bedingungen der erforderlichen Bewe-
gungen auf unendlich mannigfalrige Art abzuine
dern. Mehr Schwierigkeit macht es, wenn
man Functionen wvon wmehreren veranderlichen
Grofsen durch eine geometrische Construction
anschanlich machen will, und mir 1st nicht be=
kannt, dals irgend ein Analyst hieruber schon
allgemeine Regeln gegeben hitte; doch be-
gn:il‘t man wenigstens leicht, die allgeineine
Moglichkeit, Functionen von zwei und drei
veranderlichen Grolsen in einem Raum von
drei Duunensionen zu construiren, Mehrere Be-
merkungen hieruber liegen aber von meinem
gegenwartigen Zweck entlernt.

52. Die beiden im vorigen §. bemerklich
gemachten Methoden gehdren in zwei verschie-
dene Theile der Mathematik.

Die erste, wo die verdnderlichen Grolsen
gegeben sind, und das Gesetz ihrer Verinderung
gesucht wird, gehort, sobald dabei Curven vor-
komimen, ohne Zweideutigkeit in die hohere

Geometrie: denn sie ist eine eigene Me-

thode, die Eigenschaften der Curven zu
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untersuchen. Aber sie setzt Analysis voraus,
weil sie eigentlich fur das Gesetz der Verinde-
rungen einen symbolischen Ausdruck, d. h. eine
Function sucht.

Die zweite, wo das Gesetz durch eine Fun-
ction gegeben ist, wund dazu raumliche Grilsen
gesucht werden, welche diesemm Gesetze gemils
sich verindern, gehort ehen so unzweideutig in
die Analysis: denn sie ist eine eigene Me-
thode, die Eigenschaften einer Fun-
ction zn untersnchen. Aber sie setzt offen-
bar hohere Geometrie voraus, weil die geonie=
trische Construction der Functionen fast in je-
dem Fall nicht ohne Curven auszufuhren ist.

Sind diese Bemerkung:n gegrundet, so folgt
daraus, dals Analysis und holiere Geometrie ein-

ander wechselseitig voraussetzen, folglich

nicht ganzlich isolirt vorgetragen werden kon-

o

nen und diurfen. Es scheint mir daher in der
That, ich kann es nicht leugnen, als wenn un-
sere trefflichsten Mathematiker in dem \'m-h'ug
dieser beiden Theile nicht den richtigsten Weg
einschliigen. In der hoheren Geometrie hat man
den Weg der Alten ginzlich verlassen, und ver-
bindet sie vom ersten Anfang an mit der Ana-
lysis, wodurch die reine geometrische Ansicht
ganzlich verlohren geht. In der ;111;1]_\':45 hin-

cegen scheint man gerade auf der entgegenge-

setzten Seite zu weit zu gehen. Man legt es

1.

recht geflissentlich darauf an, die Analysis ganz

rein vorzutragen, und sie durchaus von aller
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Geon:etrie zu entkleiden; hierdurch verliert man
aber nicht nur fur das Ganze den hochst wich-
tigen Vortheil der unmittelbaren Anschaulichkeit,
welchen die Geometrie allein gewihren kann;
sondern man schneidet eine ganze hochst frucht-
bare und scharfsinnige Methode ab, die Functio-
nen zu behandeln. Nach meinem Bedunken
sollte man in beiden Wissenschaften erst einen
betrachtlichen Theil ganz rein voriragen, um
den Geist derselben sichtbar zu machen und ihn
zu fixiren: aber von einem gewissen Punkte
an sollte man beide Methoden verbinden. Aber
auch bei dieser Verbindung kdénnte und muilste
man doch die Grianzen beider Wissenschalten
nicht aus dem Auge verlieren. In der hoheren
Geometrie ist immer die Untersuchung der
Curven der Zweck, und der Gebrauch der Fun-
ctionen nur Mittel. In der Analysis ist es um-
gekehrt. Sollte ich ein Werk itiber die hohere
Mathematik ausarbeiten, so wuarde ich zuerst
die Lehre von den Kegelschnitten ganz
rein nach der Methode der Alten vortragen, und
dann die Theorie der algebraischen Fun-
ctionen ganz rein analytisch folgen lassen. Von
da an wiwde ich Geometrie und Analysis ver-
binden, doch so, dals ich in den einzelnen Ab-
schnitten bestimmt bemerkte, ob sie zur hoihe-
ren Geometrie oder zur Analysis gehorten.

55%. Wir mussen noch eine andere Bemer-
kung, aus den oben (51) angesteliten Betrach-

tungen ableiten. Wenn irgend eine Function
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vor mir liegt, so ist es immer entweder eine
Frage aus der Physik, oder aus andern Theilen
der angewandten Mathematik, oder auch eine
Speculation aus der reinen Mathematik, wodurch
mir diese Function gegeben wird. Die veran-
derlichen Grolsen v, x, y, z konnen in derglei-
chen Fragen, Grifsen von jeder erdenklichen
Art, sie konnen raumliche Grofsen, aber sie
konnen auch Zeiten, Geschwindigkeiten, Kriifte,
Massen, Capitalien, Zinsen etc. seyn, kurz, was
man nur will, Aber es ist klar, dals, wenn ich
die Function geometrisch construiren will, ich
gar nicht ndéthig habe, daran zu denken, oder
auch nur es zu wissen, was die Symbole v, x,
Yy, z ursprunglich bedeuten. Ist nur die Form
der Function vollig bestimmt, so darf ich mir
unter diesen Symbolen vollig mnach Belieben
Linien, Winkel, Flichen, kurz jede Art rium-
licher Grolsen vorstellen. Zeigen nun aber jene
Symbole wrsprimglich andere als raumliche Gro-
f[sen an, so ist klar, dals die ganze geometrische
Construction der Function im Grunde selbst nur
eine symbolische Construction ist; denn
da jedes beliebige Zeichen ein Symbol seyn
kann, so kann auch jede rdumliche Grifse zu
einemr Symbol dienen; und diese Art von Sym-
bolen hat vor den Buchstaben den wesentlichen
Vorzug, dals sie die Verhiltmisse der betrachte-
ten Grilsen anschaulich darstellen. Es
kann aber auch der Fall eintreten, dals eine

solche Construction nur zum Theil symbo-
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lisch ist. Von dieser Art sind fast alle seome-

trische Constructionen in der hsheren Pﬂ‘l':?(-'il:!llik,
WO gcwis.ﬂtz Linien die wirklichen \Vt.‘gc beweg-
ter Punkte, also raumliche Grofsen, nl;rlvr_-c Fiitia
gegen Zeiten oder Krifte oder (?r_*:‘aIm-im'!igkg-_-i‘
ten, also intensive Grolsen vorstellen. Ich bitte
den Leser diese Ansicht bestimmt und dentlich
aufzufassen: denn wir werden sehen, dals die
geometrische Construction der Differenziale in
jedem Fall symbolisch sey, und dals es nur
darauf ankomme, den Sinm dieser Construction
sich bestimmt und deutlich zu denken, um ein-
zuschen, dals die Schliisse, die man aus ihnen
ableitet, bei Anwendung der nothigen Aufmerk-
samkeit, eben so zuverlissig und streng sind,
als es irgend eine Art von mathematischen Schliis-
sen seyn kann,

Dals aber die geometrische Construction der
Differenziale keinen andern, als einen symboli-
schen Sinn haben konne, lifst sich schon aus
unserm Begriff vom Differenzial allgemein und
durch einen einzigen Schlufs ableiten. Denn
wir haben gesehen, dals das eigenthiimliche Ver-
hiltnils der Differenziale, namlich dasjenige, wel-
ches durch das Gesetz der Stetigkeit bestimmt
ist, jederzeit ein intensives Verhilmils sey;
und es ist unmittelbar einleuchtend, dals inten-
sive Verhilinisse im Ramume nicht anders, als
symbolisch dargestellt werden kénnen. Wir wer=-
i |

den sehen, dals diese Darstelluing nicht nur an-

schaulicher, scndern in mehrerem Betracht ex-
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pressiver sey, als die Darstellung durch Buch-
staben; und ob sie gleich in gewissen Fillen die
Unbequemlichkeit hat, dafs sie die darzusteller-
den Verhiltnisse nicht genaun, sondern nur an-
nihernd sichtbar macht, so kennt man doch in
jedem Fall die wahren Verhiltnisse und die Be-
dingungen der .-\nu.'nlru:'ml; genau, und kann
sich daher jederzeit gegen Trugschliisse sichern.
Eine ins einzelne gehende Entwickelung dieser

Methode wird dieses alles anschaulicher macheil

Fon dem f)rﬁi-rcu;f;x! etner geraden Linie.

e
i

15 l_ St‘:‘b“

54. Die Groilse der Linie AB | .
veranderlich, ihr unverinderlicher Anfangspunkt
sey A, und AB eine beliebige Grolse derselben.
Ein Punkt C riicke von A gegen B; je miher
dieser Punkt an B kommt, desto kleiner wird
der Endtheil BC, den er abschneidet. Ist der
Punkt C in B selbst angelangt, so Fillt er mit
B zusammen und bildet die Endgrinze von
AB: in dieser Lage sind die beiden congruiren=
den Punkte, als eine Linie von der Lince
Null ‘.'Ill‘lL'_L?HT.I.?IIJ', das wahre Differenzial VOIl
AB. Es ist nothig, diese Vorstellung noch ge-
nauer zu analysiven.

55. Obgleich bei einem fiwr sich allein be-
trachteten Punkte gar nicht die Rede seyn kann
von einer Richtung, so verhilt es sich doch
anders, wenn ein stetiz bewegter Punkt einen

unbewegten deckt, und nun diese beiden con-

gruirenden Punkte als eine verschwindende

o
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Linie vorgestellt werden. Wo sich anch der
Punkt C auf der Linie AB befinden mag, so
hat der Endtheil CB unverindert imaner die-
selbe Richtung, wund eben diese Richtung muls
man daher, vermoge des Gesetzes der Stetigkeit,
auch selbst noch in dem Angenblick des Ver-
schwindens, der Linie CB beilegen *).

56. Wir haben ferner im vorigen Abschnitt
gezeigt, dals man jedem Differenzial, selbst dann
wenn es ein blolser Punkt ist, eine inrensive
Grolse beilegen musse, die zwar im allgemei-
nen ganz unbestimmt, aber in einem Zusam-
menhang mehrerer Differenziale dem Verkiilt-
nisse nach vollig bestiminit ist. Diese innere
Grolse eines Differenzials ist, wie jede Griifse
iiberhaupt, symbolisch darstellbar, unter dem

*) Einem Punkt eine Richtung beizulegen st
nichts weniger als ein blofser Finfall, am aller
wemgsten ein nener Einfall. Man hat es gethan,
so lange Geometrie existirt, aber vielleicht ohue
sich dessen bestimm: und deutlich bewulst zn seyn.
Eben der Leser, der etwa hierbei Austols R iden
mochte, hat l_’t‘\\'”-ﬁ sehr oft gesagt, und wird
noch ferner sehr oft sagen: eine krumme [, i-
nie habe in jedem Puukt eine andere
Richtung. Man vergleiche hiermit den Bepriff
einer krummen Linie, als einer solchen, in wel-
cher kein Theil, der sich angeben lalst,
__&t‘ rade i.kl; S0 Sil.‘ht man l-.‘}i.'flT, dals man in
der That in solchen Ausdriicken jedem P uunkt

einer krummen Linie eine Richtung beilegt, nam-

lich die Richtung der Tansente.

en
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Bilde einer Linie; und es fragt sich nun, wie
diese Darstellung auf das zweckmalsigste zu ma-
chen sey. Es kann offenbar keine expressivere
Darstellung geben, als wenn man einen Theil
der Linie AB selbst, und zwar einen an B dis-
seits oder jenseits anliegenden Theil Bb oder
B2 zum Symbol wihlt. Denn einmal stellt ein
solcher Theil unmittclbar die Richtung dar,
die man nach dem vorigen §. dem Differenzial
beilegen muls; und dann stellt er, weil er an
B anliegt einen Endtheil der veranderlichen
Grifse vor, den man mur in Gedanken darf in
Null iibergehen lassen, um' den scharfen Begriff
der Endgrinze oder des Differenzials zu haben.
Auf idhnliche Art konnte man bei der analyti-
schen Enl.wi('kelung einer Differenzial - Formel
(42), ohne Nachtheil der strengen Richtigkeit
aller Schliisse, das Zeichen Ax ]mil_wlm]l'c]], ohne
es mit 9x zu vertauschen, wenn man nur be-
stimmt merkte, dals es jederzeit als verschwin-
dend gedacht werden milste, so oft es das wirk=-
liche Differenzial oder die wahre Endgrianze von
x vorstellen sollte. Ferner wird sich bei der
weltern F.ut-.vifkr?]ung zeigen, dals dergleichen
Endtheile wie Bb oder B2, wenn mehrere Dif-
ferenziale unter einander in Zusammuuhuug ste-
hen, vorziglich geeigriet sind, das wahre Ver-
hiltnils, welches ihnen mnach dem Gesetz der
Stetigkeit zukommt, anschaulich darzustellen.
Endlich liegt selbst darin Ausdruck, ob man das

Symbol des Differenzials disseits oder jenseits B
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ey. Denn wenn zweil Endgranzen durch ent-

egengesetzte Bewegungen entstehen, so miussen
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sie, in Beziehung aufl diese ihre Entstehungsart,
selbst als entgegengesetzte Grolsen angesehen
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Von dem DW‘f'r-n:m}' der IVinkel - und
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57. Wenn Fig. 10. der Schenkel AC des
Winkels ACB als unbeweglich, der Schenkel
B C aber als beweglich gedacht wird, so-ist AC
die Anfangsgrinze des veranderlichen Winkels;
die Linie BC aber ist die Endgranze, also das
Differenzial desselben. Da aber das Diffe-
renzial jederzeit als ein verschwindender Fnd-
theil, also als gleichartig mit seiner verdnderli-
chen Grofse gedacht werden muls (40), so muls
die Linie B C vorgestellt werden als ein Win-
kel, dessen Schenkel zusammenfallen.
Soll nun die innere Grofse dieses Dilferenzials
s)-mhulis\;h construirt werden, so muls uber
oder unter BC ein ncuer Schenkel bC gezogen
werden, der mit BC einen beliebigen kleinen
Winkel macht, also einen Endtheil des Winkels
BAC vorstellt. Die Grofse dieses Winkels ist
- wahren Differenzial = o, aber die anschau-

liche Grofse, die man ihm giebt, ist ein Sym-

bol der intensiven Grofse, welche man in einein
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gegebenen Zusammenhang veranderlichier, Gro-
[sen, diesemx Differenzial beilegen muls.

58. Da aber die Winkel stets nur in Be-
ziehung auf Linien betrachtet, und ihre Gro-
fse aus Linien - Verhidltnissen abgeleitet
wird, so muls nothwendig die Grolse, sowohl
endlicher Winkel -als ilwer Dilferenziale, auf ir-
gend eine Art durch Linien dargestellt wer-
den,  Dils geschieht schon in der Elementar-
Geometrie durch Kreishogen, die man zwi-
schen den Schenkeln aus der Spitze der Winkel
beschreibt.  Um aber ein. einziges allgemeines
Mals fiir alle Winkel zu haben, 1uuls man den
Bogen jederzeit mit dem Halbmesser — 1 be-
schrieben annehmen. Nun sey CD==1, so ist
DE das Mals des Winkels ACB, und ebenn s6
ist Ee das symbolische Mals des Differenzials.
Man kann daher, wie gewohnlich, den Winkel
imd sein Mals mit einerlel Buchstaben bezeich-
nen, und z. B. sowohl ACB als DE = ¢ setzen;
und eben so, wenn man BCDb als die symbo-
lische Construction der innern Grifse des Diffe-
renzials betrachtet, so ist es nun einerlei, ob
man sagt, es sey DCb = 9¢, oder es sey
Ee = d¢:

59. Hieraus ergicbt sich ferner die Art, wie
iiberhaupt das Differenzial eines Krcisbogens
zu construiren sey. LEs sey mit einem beliebi-
gen Halbmesser CF=x der Bogen FGg be-
schrieben, und, wie vorher, sey CD=1; ACDE
oder DE = ¢, so ist aus bekannten Grunden der

[14]
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Bogen FG =r¢. Das wahre Differenzial die-
ges Bogens ist der Punkt G; die innere Grifse
dieses Differenzials aber kann durch den Bogen
Gg vorgestellt, und in Buchstaben durch rao
ausgedruckt werden. Denn denkt man sich BC
in seiner beliebig angenommenen Lage unbe-
wegt, und fuhrt die bewegliche Linie bC an
BC heran, so verhilt sich ununterbrochen
DC:FC=Ee:Gg, d i 1:71=99:ro?.
Man muls also den blofsen Punkten E und G,
sobald man sie als Differenziale von DE und FG
betrachtet, noch immer das Verhilmils Ee: Gg

oder 1 :1 beilegen.

6o. Wenn sich ein Winkel verindert, da-
durch, dafs sich einer seiner Schenkel nicht wm
den Scheitelpunkt des Winkels, sondern um ei=-
nen beliebigen, in dem Schenkel selbst irgendwo
angenomuenen Punkt dreht, so audert dils die
ceometrische Construction seines Differenzials.

Man denke sich Fig. 4. die Linie BC um
den Punkt B beweglich, so ist, wenn die Linie
DA eine bestindige Lage hat; der Winkel BCA
verinderlich. Es fragt sich, wie sein Differen-
zial vorzustellen sey. Man nehme die anfingli-
che Lage der beweglichen Linie beliebig an: sie
sey z. B. anfinglich in der senkrechten Lage BE

gewesen, und habe sich nun bis in die Lage
BC gedreht, so ist auch hier B C die Endgrinze,
also das wahre Differenzial des Winkels B CA.
Soll aber die innere Grolse dieses Differenzials
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geometrisch construirt werden, so mufs man die
Linie noch etwas weiter, etwa bis in die Lage
BD, [fortriicken lassen, so zeigt der Winkel
DBC die Grilse an, um welche der Winkel
BCA durch die fortgesetzte Bewegung der Linie
abgenommen hat, weil BCA — BDA = DBC.
Dieser Winkel DBC stellt also einen Endtheil
unsers veranderlichen Winkels vor, und als ver-
schwindend gedacht ist er dessen Differenzial.
Hatte man nun BCE = ¢ gesetzt, so wurde
man die innere durch DBC aulserlich vorge-
stellte Grolse seines Differenzials durch — 3¢
bezeichmen mussen.

Von dem D.{ﬁbrc;;za’al frummer Linien uberhaupt.

61. Es sey AB Fig. 8. irgend eine krumme
Linie, A der Anfangspunkt, von wo aus ein
beweglicher Punkt gegen den beliebig angenom-
menen Punkt B auf der Curve fortruickt.  Hat
der bewegte Punkt B errcicht, so ist B die End-
granze oder das wahre Differenzial des verander-
lichen Bogens AB. Da aber in dem Begriff
des Differenzials die Vorstellung liegt, dals es
eine Linie sey von der Lange Null, so kann
und mufs man zunichst nach einer Richtung
dieses Differenzials fragen. Diese kann keine
andere seyn, als diejenige, welche die Curve
selbst bei ihrer Endgranze hat, also die Rich-
tung der Tangente BC. Da aber die Tangente
und die Curve den Punkt B auf wvollig gleiche
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Art gemein haben, so dafs man B mit eben
dem BRecht fur Grinzpunkt der Tangente als der
Curve nehmen kann, so ist klar, dals in dem
Differenzial aller Unterschied zwischen gerade und
krumm ganzlich anfhore, und dals man daher
berechtigt sey, das Differenzial einer Curve nach
Belieben, entweder als eine gerade oder auch
als eine krumme Linie von beliebiger Art, nuy
von der Linge Null zu betrachten. Aber dieser
Umstand macht einen Unterschied in der sym-
bolisch - geometrischen Construction des Dille-
renzials,

62. Um nimlich die innere Grolse eines
solchen Differenzials unter einem anschaulichen
Bild darzustellen, muls man, wie bei der gera-
den Linie, diesseits oder jenseits B einen belie-
bigen kleinen Theil der Curve, Bb oder Bgs,
abschneiden: Soll nun das Differenzial als ge-
rade vorgestellt werden, so gehirt zu den bei~
den Endpunkten desselben eine und dieselbe Tan-
gente CD; man muls folglich in der Zeichnung
Ba als die Verlingerung von CB, oder Bb
als die Verlingerung von DD ansehen
Betrachtet man hingegen das Dilferenzial als
keumm, so darf in der symbolischen Constru-
ction Bg Fig. 9. nicht als Verlingerung der
Tangente CDB betrachtet werden, weil B4g,
insofern es als krumm vorgestellt wird, in je-
dem Endpunkt eine andere Tangente hat. Denn
obgleich auch jetzt, in dem wahren Differenzial
durch B, als Punkt, nur eine einzige Tangente

s

I
[se
bol

ges,
ein
unid




t eben
s der
1 dem
& und
taher
it nach
IEY I'.‘,J‘,
B {195 111
T dieser
er syl
s Diffe.

g emes
dichen
gera-
bL’HE-
B,
gee
e
gLans
chung
sder Bb
ansehen
ial als

Construe
g der
'.u] Br’
ly In e
., Denn

ferenzd

Tangente

213

gclegt werden kann, 3o geschieht es dech in
den beiden Fillen, wo man das Differenzial als
gerade oder als krumm betrachtet, in einem
verschiedenen Sinn. Im ersten Fall durfen die
Tangenten durch B und 8 auch nicht einmal
als verschieden gedacht werden, weil
durch zwei Punkte nur eine einzige gerade Li-
nie gezogen werien kann. Im zweiten Fall
hingegen mmuls die durch B gezogene Tangente
im wahren Differenzial betrachtet werden, als
awel Tangenten, die einander decken, d. h.
die einen wunendlichkleinen Winkel oder emmen
Winkel == o einschliefsen.  Dieser Begriff kann
symbolisch nicht anders anschaulich gemacht wer-
den, als dadurch, dals man nicht nur durch B
die Tangente BC, sondern auch durch g die
Tangente gD zicht. Da im wahren Differenzial
g den Punkt B, und gD die Linie BC deckt,
20 ist der Winkel, den die durch B und g gezoge=
nen Tangenten einschliefsen, auch hier im streng-
sten Sinn =— o0, aber difs in einem andern Sinn,
als im ersten Fall. Dort war er absolut Null,
d. h. es existirt kein Winkel, auch nicht einmal
in der Vorstellung. Hier ist er nur relativ
Null, als Winkel zweier cdngruircnﬂ.en Linien,
kurz als ein Differenzial, dem eine innere Gro-
[se zukommt, welche durch ein aulseres Sym-
bol, also durch einen wirklichen Winkel, dar-
gestellt werden kann und mufs. TIst namlich B
ein beliebiger angenommener Punkt der Curve,
und g irgend ein anderer als beweglich ge-
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dachter Punkt, so gehort zu 8, bei jeder endli=
chen Entfernung von B, eine eigene Tangente
AD, welche gehorig verlingert mit BC einen
Winkel von bestimmter und von der Natur der
Curve abhangigen Grolse macht.  Aber dieser
Winkel ist, sobald man 8 beweglich setzt, selbst
eine veranderliche Grolse, welche abnimmt, je
naher 3 an B ruckt, wund welche verschwindet,
wenn & den Punkt B erreicht. Es ist also BG
die Endgrinze oder das Differenzial dieses Win-
kels, und der Winkel, den BC und gD ein-
schlielsen, die symbolische Construction der ine
tensiven Grofse, die man diesem Differenzial
wird beilegen miissen, in Verhiltils gegen an-
dere Winkel - Differenziale, die etwa bei Betrache
tung einer solchen Figur vorkommen. So
konrite man z. B. von B sowohl als von 8 nach
irgend einem unbeweglichen Punkt E zwei Li-
nien ziehen: dann hat der Winkel B E 8 auch bei
jeder endlichen Grélse von Bg seine bestimmite
Grolse, und verschwindet, wenn 8 mit B zusam-
menfallt. Das Verhaltnils aber, welches der
Winkel der beiden Tangenten zu dem Winkel
der beiden Vectrren EB und E 3 hat, dndert
sich stetig, und wird in dem Augenblick, wo
beide Winkel verschwinden, noch eine bestimmte
Grofse haben, welches nur dadurch anschaulich
gemacht werden kann, dals man durch B und
g zwei Tangenten, so wie zwel Vectoren zieht,
Zwar konnen die beiden in der Figur auf diese
Arxt anschaulich werdenden Winkel nicht das
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wahre Verhiltmils der Dilferenziale darstellen, aber
sie stellen es doch desto genauer dar, je kleiner
man sie nimmt, und es ist kein Irrthum mog-
lich, sobald man diese beiden Winkel fur nichts
nimmt, als was sie sind, fiur mangelhafte Re=
prasentanten zweier intensiven Grolsen, deren
wahres Verhiltnifs man aber anderweitig, wver-
moge des Gesetzes der Stetigkeit, kennt.

Fom D{fermrzfrzf einer Flache.

5.. Wenn sich eine gerade Linie in einer
Ebene in irgend einer andern HRichtung als ih-
rer eigenen forthewegt, so beschreibt sie allezeit
eine Fliche, deren Anfangsgrinze die Linie
selbst, in ihrer ursprimglichen Lage, deren End-
granze eben diese Linie in irgend einer andern
beliebigen Lage, ist. Unter den wnendlich man-
nigfaltigen Abinderungen, mit denen man sich
die Bewegung einer Linie denken kann, sind es
nur die beiden einfachsten Arten, fast ausschlie-
fsend, welche die Aufmerksamlkeit der Analysten
beschiftigen : mnamlich das parallele Fort=
riacken, und das Drehen um einen Punkt.

64. Es sey AC Fig. 11. irgend eine Curve,
AB die Abscissenlinie, und zu dem Punkte C
gehore die Abscisse AB = x, und die recht-
winkliche Ordinate BC =y. Da y und x ver-
inderliche Grofsen sind, so liegt darin still-
schweigend die Vorstellung: die Ordinate habe
sich von dem Punkte A an, oder aus der Lage
AD, oder auch von irgend einer andern belic=




o 1b

bigen Anfangsgranze, parallel forthewegt; wih-
rend dieser Bewegung aber sey auf derselben
ein beweglicher Punkt fortgeriickt, und habe die
krummie Linie A C beschrieben, dem Gesetze
gemils, dals die Gleichung zwischen x und y
ausdriickt.  Derjenige Theil dieser beweglichen
Linie, der zwischen der Abscissenlinie, und dem
beweglichen Punkt enthalten ist, beschreibt bei
dieser Bewegung die krummlinige Fliche A CB,
und wenn man diese Fliche in einer beliebigen
Lage 'der Linie BC betrachtet, so ist BC die
Endgrinze dieser Fliche, folglich, als ein wver-
schwindender Endtheil vorgestellt, das wahre
Differenzial der Fliche ABC. Will man die in-
tensive Grofse dieses Differenzials geometrisch
construiren, so muls man rechts oder links von
BC eine neue Ordinate bc, und durch C eine
Parallele Cy mit Bb ziehen, so ist das kleine
Rechteck BCyb die geometrisch - symbolische
Construction des Fliachen - Differenzials; und da
CB =y, und Bb die symbolische Consiruction
des Differenzials von x, also in diesem Sinn,
Bb = 3x ist, so ist das Flachen - Differen-~
zial ‘== yox.

Erwagt man aber, dals bc und BC im
wahren Differenzial einander decken, also einan-
der gleich sind, so ist klar, dals man auch den
Raums BCcb als das Differenzial der Fliche be-
trachten duarfe. Difs stimmnt auch mit dem ana-
lytischen Ansdruck dieses Differenzials vollig
nberein. Denn da
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BCcb=BCyb+Cyc=yax+33x.9Y;

so verschwindet X 9x .3y als ein Differenzial der
zweiten Ordnung, gegen yax. In der That ist
auch Cyc in dem wahren Differenzial ein blofser
Punkt, also gegen B C nichts; und nur in der
symbolischen Construction, welche die inneren
Verhaltnisse der Differenziale darstellt, erscheint
es als Dreieck.

65. Das eben betrachtete Dreieck Ccy ist
besonders geeignet, das Wesen dieser symbolisch=~
geometrischen Constrnctionsart aufzuklaren. Der
Punkt C kann eigentlich in dreifacher Riicksicht
als ein Dilferenzial betrachtet werden, Er ist
erstlich das Differenzial des Bogens AC;
zweitens das Differenzial der Ordinate B C;
drittens, so wie man in der symbolischen
Construction Bb oder Cy Far das Differenzial
der Abscisse A B nehmen karnm, eben so ist es
iin wahren Differenzial emerlei, ob man denr
Punkt B oder C dafur nimmt. Aber es kom-
mien diesem Punkte C, in jeder dieser drei
Rucksichten andere idufsere Bestimmungen, und
innere Verhiltnisse zu. Als Differenzial des Bo-
gens muls man ihm diejenige Richtung bei-
legen, welche eine Tangente der Curve in dem
Punkie C hat; als Differenzial der Abscisse, hat
er die Richtung Cy; als Differenzial der Or-
dinate, die Richtung BC oder cy. Denkt
man sich also in dem Dreieck Ccvy, die Linie
Cc als gerade, und in der Richtung der Tan-
gente CE, so stellen die drei Seiten des Dreiecks
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Ccy, die Richtungen dieser drei Differenziale
anschaulich, wund in strenger Richrigkeit dar.
Aber eben diese drei Seiten versinnlichen anch
die innern Verhaltnisse dieser drei Differen-
ziale. Denn setzt man cy =Ay, Cy=Ax,
Cc=A~Az, und betrachtet sie ais endliche End-
theile, so werden sich aus der Gleichung der
Curve genaue Ausdrucke fur die Verhaltnisse
ﬁ% " 2% , hnden lassen. Liflst man einen die=-
ser Endtheile stetig abnehmen, so nehmen auch
die beiden andern stetig ab; folglich verandern
sich auch die beiden gedachten Verhaltnisse stetig.
Aber die fiar sie gefundene Ausdriicke bleiben
streng richtig, wie klein man auch die End-
theile nehmen mag. Je kleiner sie aber sind,
desto mehr mahern sie sich den Verhiltnissen
der Seiten eines rechtwinklichen Dreiecks von
den oben gedachten drei Richtungen, und es ist
klar, dafs sie in dem Augenblick wo die End-
theile in Differenziale ubergehen, dieses Verhilt-
nils streng erreichen. Dals aiso in der symbo-
lischen Consiruction Cc keine gerade Linie ist,
aber doch als eine solche betrachtet wird, kann
keinen Irrthum erzeugen, weil im wahren Dilte-
renzial alle Verhilmisse wirklich so sind, wie
man sie in der symbolischen Construction an-
nimmt. Es ist daher z. B. keine Annaherung,
sondern ein strengrichtiger Satz, wenn man
sagt, es sey das Differenzial des Bogens, oder
dz=V (ax*+09y?*), u. s. £.
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66. Es ist ferner klar, dafls ein Dreieck, dese
sen Seiten die gedachten drei Richtungen haben,
im strengsten Sinne ahnlich sey dem Dreiecke
CBE, dals also auch dieses Dreieck die inneren
Verhalinisse unserer drei Differenziale anschane
lich darstelle. Da aber schon durch zwei Seiten
eines rechtwinklichen Dreiecks alle ubrigen
Stucke desselben bestimmt sind, so ist klar, dals
der Winkel CEB und ECB mit den Differen
zialen in einer ganz bestimmten Verbindung ste-
he, so dals diese Winkel gegeben sind, wenn
eines der Verhilinisse ﬁ—y- oder s gegeben ist

dx dz °2° 2
und umgekehrt. Hierauf beruht bekanntlich die
gerade und umgekehrte Methode der Tangente,
die Lehre vom Grilsten und Kleinsten, die Bee
urtheilung der Wendungspunkte, der Spitzen,
und der ganzen Gestalt einer Curve, kurz ein
sehr grofser und wichtiger Theil der hoheren
Theorie der krummen Linien.

67. Es sey AB Fig. 12. wieder eine belies
bige Curve; AC eine unbewegliche Anfings-
grinze, und BC eine um den Punkt C hc\\'t::g-
liche Linie. Wahrend sie sich dreht, ricke ein
Punkt auf derselben fort, wund beschreibe nach
einem Gesetz, das durch eine G]eichlmg ZWi-
schen BC =x, und dem Winkel BCA —=¢ oea
geben ist, die Curve AB. Die Fliche ACB
wird also durch die Bewegung der Linie CB

beschrieben, wund ihre Endgrinze ist in jedem
Fall die Linie CB. Soll diese Linie das wahre
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Differenzial der Fliche seyn, 30 mufs sie vor-
gestellt werden, als eine mit ACB gleichartige
Fliche, deren Dimension aber in der Richtung
der Bewegung —o ist: d. h. sie mufs vorge-
stellt werden, als eingeschlossen wvon zwei aus
C laufenden Linien, und einem Bogen der Curve.
Ist also Bb eine symbolische Construction von
dem Differenzial des Bogens, so ist der Sector
CBDb die symbolische Construction von dem
Differenzial der Flache.

Um dieses Differenzial durch eine Formel
ans x und @ auszndriicken, beschreibe man aus
€ den Kreishogen Bg. Dieser Bogen steht senk-
recht auf bC, und darf, da 2 und B im wah-
ren Differenzial zusammentallen, als gerade an-
geschn werden. Da ferner im wahren Differen~
zial auch b und B congruiren, so darf aus eben
dem Grunde auch Bb als gerade betrachtet wer-
den. Daher kann man das Flichen-Differenzial
CBb betrachten, als ein geradliniges Dreieck,
dessen * Grundlinie Cb, wund dessen Hohe Bg
ist, Wir haben also

CBb=iCbh,.B3;
es ist aber B8A=x3¢ (59), und BC=48C = x,
also b =a3x, mnd Cb=x+a3x; folglich
CBb=%(x+9dx)xae.
Da aber x4+ Jdx=x (41), so ist
CBb=3x?d0.

68. Wir haben oben (40) erwihnt, dals

man sich die Erzengung verianderlicher Grolsen

nicht blols durch parallele und drehende Bewe~
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gung, sondern noch aufl unendlich viele andere
Arten im Ramne anschaulich machen konne.
Wir wollen noch ein einziges leichtes Beispiel
ciner anderen Art von Flichenerzeugung hinzufii-
gen. Man stelle sich einen Kreis von unbewcge
lichem Mittelpunkt, aber verinderlichemn Duwcli-
anesser vor; so liegt darin die Vorstellung, dals
er so entstehe und wachse, wie etwa auf ruli-
gem Wasser Kreise durch einen hineingeworfenen
Stein entstehen. Der Halbmesser dieses Kreises
habe eine beliehige Grofse x erhalten, so ist
seine Peripherie, als eine Flache ohne Breite he-
trachtet, seine Endgrinze, oder sein wahres Dif-
ferenzial. Will man dieses Dilferenzial symbo-
lisch construiren, so muls man innerlialb oder
aulserbalb der Peripherie in einer beliebigen klei-
nen Entfernung eine neue concentrische Peri-
pherie beschreiben, Der Ring zwischen beiden
Peripherien ist die verlangte Construction,  aus
welcher sich leicht eine genaue Formel fur das
Differenzial ableiten lalst. Gesetzt inan hiitte
die zweite Peripherie aulser der ersten beschrie-
ben, so ist der Halbmeser des aulsern Kreises
= x + 9x, und der Halbmesser des innern Krei-
ses = x. Die Fliche des idulsern Kreises ist
also = (x + Jx)2 7= xX* 4+ 0xXgx + w9gx "
=#x?+ 2zxgx (41); die Fliche des innem
Kreises ist ==a»x*; folglich der Ring zwischen
beiden Peripherien, oder das gesuchte Differen-

il = 2rxax.
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Vou dem Differenzial eines kirperlichen
Baums.

69. Wenn sich eine bewegte Ebene in ei-
ner ihrer eigenen Dimensionen, (also blofs nach
Linge oder Breite), fortbewegt, so durchlauft
sie nichts, als einen Flachenraum. Bewegt sie
sich aber in einer Richtung, welche mit ihr ei-
nen Winkel macht, so beschreibt sie einen kor=
perlichen Raum. Auch hier sind unter den un-
endlich mannigfaltigen Bewegungen, die man
einer Fliche beilegen kann, das parallele
Fortriicken einer Ebene, und die Um-=
drehung um eine feste Achse, die einfach-
sten, und fruchtbarsten. Es wird aber hier hine
reichend seyn, nur die erste in Betrachtung zu
ziehen, da es der Zweck dieser Abhandlung
nicht seyn soll, eine Anleitung zu der Differen-
zial -Rechnung zu geben, sondern nur dem auf-
gestellten Begriff eines Differenzials, durch An-
wendung aul die wichtigsien Falle die moglichste
Anschaulichkeit zu verschaffen.

70. Es sey also ABC Fig. 15. eine be-
wegliche Ebene von beliebiger Gestalt und Grolse.
Sie riicke fort, parallel mit sich selbst, in der
Richtung AD, die auf der Ebene ABC senk-
recht ist. Die Fliche selbst verandere im Fort-
rucken ihre Grolse nach einem gegebenen Ge-
seiz, und sie sey EF G, wenn sie in den Punkt
E anlangt. Man sieht leicht, dals ihre Grolse
irgend eine Function von AE =x seyn werde,
die wir durch Fx oder y bezeichnen wollen.
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Ist die Fliche in E angelangt, so ist EFG die
Endgrinze des zwischen ABC und EFG
durchlaufenen Raumes; und diese Endgrinze,
vorgestellt als ein mit ABCEFG gleichartiger
Raum, ist das wahre Differenzial dieses Rau-
mes. Um die innern Verhiltmisse dieses Diffe-
renzials sichtbar zu machen, lege man uber
oder unter E noch eine dritte parallele Fliche
efg mit der Voraussetzug, sie sey nach dem-
selben Gesetz als EF G entstanden; so kann der
Raum zwischen EFG und efg als die symbo-
lische Construction des Differenzials angesehen
werden; nur muls man diesen Raum als einen
prismatischen betrachten: denn da EFG und
efg im wahren Differenzial zusammenfallen, so
miissen sie auch in der symbolischen Construc-
tion als vollig gleiche Flichen betrachtet wer-
den. Das Differenzial des Korpers ABCEFG
ist also ein prismatischer Raum, dessen Grund-
fliche EFG =1y, oder =Fx, und dessen Hihe
Ee = dx=o0 ist; es wird also gleich seyn
yox, oder 9x Fx.

Allgemeine Bemerkungen.

71. Es wiirde unnothig seyn, die Beispiele
mehr zu haufen. Aus allen geht eine und die-
selbe Regel fiir die symbolisch-geometrische Con-
struction der Differenziale hervor, welche von der
Begel der analytischen Construction nicht we-
sentlich verschieden ist. -
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Nachdem nan it sich selbst einig gewor-
den,; welche Theile eier Figur und in welcher
Art sie verinderlich seyn sollen, so nimmt man
diesen Voraussetzungen gemils eine beliebige
Endgrinze an. Diese Endgranze ist das wahre
Dilferenzial, insofern dasselbe unmiitelbar an-
schaulich ist. Um aber die innern, an sicl
nicht anschaulichen Verhaltnisse der Differenzial-
grofgeni wenigstens symbolisch anschaulich zu
11.1(;11(.11, schneidet man disseits oder jenseits der
Endgranze einen beliebigen Endtheil des Veran-
derlichen, den angenommenen Gesetzen der Ver-
anderlichkeit guuhls, ab. In dergleichen End-
theilen sind alle innern Verhiltnisse der Diffe-
renzialgrofsen versinnlicht, zwar gewohnlich nur
annaherungsweise, aber man ist aulser aller Ge-
fahr eines Irrthums, wenn man nur statt der
Verhiiltnisse, welche in der Figur vor Augen
liegen diejenigen setzt, welchie in dem Ane
genblick, wo ein Endtheil in eine Endgranze
ubergeht, nach dem Gesetz der Stetighkeit ein-
ireten. In Anschung dieser Andet aber nie eine
Zweideutigkeit statt, weil die Richtungen, die
man den Differenzialen in dem Augenblick des
Verschwindens beilegen mufs, in jedem Fall

vollig bestimmt sind.

72. Wir haben oben, (besonders §. 15.)
einer eigenen Methode, Differenzialansdrucke un-
mittelbar zu finden, erwihnt, als einer der
wichtigsten Operationen der hohern Analysis, in-

dem durch sie eigentlich die Integral-Rechnung
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neuen und unerschipflichen Stoff zu Erfindin-
gen gewinmnt. Man kann auf keinem andern:
Wege leichter zu deutlichen Begriffen uber die
Beschaffenheit und die innere Mdoglichkeit dieser
Methode gelangen, als durch Betrachtung der
geometrisclhien Construction. In den meisten Bei-
spielen, von denen wir in diesemi Abschnitt Ge=
brauch gemacht haben, legten wir keine be-
stimmte Function zum Grunde; sondern wir
nahmen, (z.B. §. 65 — 66.), blols an, dals sich
eine Ordinate rechtwinklich auf einer Abscissen-
linie fortbewege, und bei dem Fortriicken sich
nach einem gewissen Gesetz veridndere. Wir
hatten aber nicht nothig, dieses Gesetz zu be-
stinmimen, sondern es war hinreichend einzuse-
hen, dals auf diese Art irgend eine Curve
beschrieben werden miisse. Dieser blofse allge-
nmeine Begriff einer Curve fahrt auf die bestinim-
ten Begriffe von Tangenten, thF;mgcnl'c]], Nors
malen,  Subnormalen, wvon Winkeln, welche
diese Linien bilden, wvon Flichen, welche sie
unter sich und mit der Curve einschlielsen, von
Korpern, welche entstehen, wenn man der Fi-
gur irgend eine Bewegung in einer dritten Di-
mension beilegt, w. s. w. Da nun die Rich-
tung einer Curve in jedem Punkt durch ihre
Tangente vollig bestimmt ist, so sind uberhaupt
alle Richtungen, welche man den Differenzialen
beilegen muls, vermittelst jener Begriffe villig
bestimmt: woraus folgt, dals man die innern

Verhaltnisse der Differenzialgrifsen in jedem Fall,

[15]
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in strenger Richtigkeit anschaulich machen
konne, selbst dann, wenn ihre unmittelbare
Construction nur annidhernd ist. So stellt z. B.
das kleine Differenzial-Dreieck Ccy Fig. 11. die
irmern Verhiltnisse der Differenziale nicht genau
dar, weil Cc nicht gerade ist; aber das Dreieck
EBC stellt dieselben in vollkommmner geome-
trischer Strenge dar. Hieraus wird begreiflich,
wie es moglich sey, ganz allgemeine Differenzial-
Ausdriicke fur Tangenten, Subtangenten, Nor=
malen, Subnormalen, fur Winkel der Curve mit
einer solchen. Linie, fur Flichen der Curve u.
s. f. zu finden, ohne dals man nothig hat, an
eine bestimmte Gleichung der Curve zu denken.
In solche allgemeine Differenzial - Ausdrucke,

kann man ferner bestimmte Bedmgungen hin-
eintragen ; man kann z. B. nach einer Curve
fragen, deren Tangenten, Subtangenten, Bogen,
Flichen etc., sich nach einem ganz bestimmten
Gesetz indern, das entweder durch blofse Spe-
culation, oder durch physim!lc Aufgaben veran-
lafst seyn kann, und so erhilt man ganz be=
stimmte Differenzial - Ausdrucke, ohne
noch die Function (d. i. die Gleichung
der Curve) zu kennen, der sie r_ngchﬂ-
ren. Auf diesem Wege kann also die Integral-
Biechnung Stoff erhalten, den sie nicht aus der
eigentlichen Differenzial - Rechnung, sondern aus
der unmittelbaren Betrachtung der Endgrinzen
und ihrer innern Verhiltnisse schopft; und hier-
durch allein erhilt sie den Charakter einer ganz
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bestimmten, eigenthiimlichen, und unenthehr-
lichen Wissenschaft.  Indessen ist die hier er-
wihnte Methode micht ausschliefsend der geo-
metrischen Construction eigen. Auch bei der
mittelbaren Construction durch blofse algebrai-
she Symbole ist sie anwendbar. Statt zu sagen,
man wolle diese oder jene ganz bestimmte Fun-
ction von x mit dem Buchstaben y bezeichnen,
kann man sagen: y solle irgend eine Function
von X seyn, die man mit einem solchen unbe-
stimmten Zeichen wie Fx oder ¢x andeutet.
Man kann dann ganz allgemeine Regeln ent-
wickeln, wie man, unabhingig von der beson-
dern Beschaffenheit der Function von x, die
dv
Werthe von K » oder von ydx, oder von
V(ay*+09x?), oder von irgend einer andern
beliebigen Function dieser Differenziale finden
konne. Man kann alsdann bestimmte Bedingun-
gen in diese Formeln hineintragen, und nun
fragen, welche Function von x die verinder-
liche Grofse y seyn miisse, um jener Bedingung
Genuige zu thun. Es ist auch leicht einzusehen,
dals diese blols analytische Methode noch von
allgemeinerer Anwendbarkeit sey, als die geo=
metrische, die bei Functionen mehrerer verin-
derlichen Grofsen, wund bei Differenzial - Glei-
chungen oft ziemlich verwickelt werden dinfte;
und man darf nur einen Blick werfen, auf die

unschitzbaren Bereicherungen, welche die ho-
here Analysis dem Tiefsinn eines Lagrange




verdankt, um sich von der unendlichen Frucht-

barkeit dieser Methode einen richtigen Begrift
zu machen. Aber man wird auch leicht zuge=
ben, dals diese Methode sehr abstract sey, Jml
dals es nicht wenig l-.‘.TIJim;; in1 abstracten Denken
erfodere, sich von dem Sinn, der aul diesem
Wege gefundenen Satze und Formeln, recht be-
stimmte, deutliche, und festgefalste Begriffe zu
machen. Denn da sie ganz im Allgemeinen
bleibt, so arbeitet sie auf einem Gebiete, wo
nichts unmittelbar anschaulich ist. Es ist aber
sichibar, dals es unendlicu leichter sey, durch
unmittelbare Anschauungen als durch mittelbare
in blols willkithrlichen Symbolen, zu bestimmn-
ten und deutlichen Begriffen zu gelangen. Die
geometrische Methode behilt daher immer ei-
nen unschitzbaren Werth ;3 von ihr muls der
Vortrag ausgehen, und wo sich abstracte Unter=
suchungen auf sie zuruckfuhren lassen, gewinnt
gewils der Lernende sehr viel.

75. Ich hoffe, der Leser werde sich nach
aufimerksamer Durchlesung dieser Abhandlung
niit volliger Befriedigung uiberzeugt fuhlen, dals
die einfachen Regeln der Differenzial= und In-
tegral - Rechnung, die man ursprunglich aus
dem paradoxen Begriff des Unendlichkleinen ab=
geleitet hat, einer sirengen Rechtfertigung und
aller der Evidenz empfanglich sind, an welche
man sonst in der Mathematik gewd6hnt ist. Es
ist eine auffallende, obgleich eben nicht seltene

Erscheinung in der intellectuellen Welt, dals
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der menschliche Geist,. wenn er nur von reiner,
heiliger Wahrheitsliebe beseelt ist, aus dunkcln
und milsverstandenen Begriffen, dennoch oft
die richtigsten Resultate zieht. Die hohere Ana-
ly-is beweiset, dals dieses sogar in dem Gebiete
der Mathematik moglich sey : haufiger durfte
sich indessen der Fall auf dem Felde der Philo-
sophie ereignen. So wie aber auf dem ersten
Gebiete, durch vollige Aufklarung der Grund-
begriffe, gerade die kunstleseste von allen Vor-
stellungsarten vollig gerechtfertigt wird, eben so
durfte, wenn es einst noch dem menschlichen
Geiste gelingen sollte, diejenige Wissenschaft zur
Wirklichkeit zu bringen, welche er seit zwei=
tausend Jahren unter dem Namen der specula-
tiven Philosophie vergebens sucht, ihr hichster
Triumph nur darin bestehen, dals sie alle die
allgemeinen Ausspri:che, welche der unverkun-
stelte gemeine Menschenverstand uber die au=-
fsere und innere Welt fallet, vollkommen recht=

fertigen wurde.
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statt Verstande lies Verstand
st. kénnen 1. kénne

st. Maalsstab 1. Maflsstab

st. jenen l. jener

.

st. Bestimmun gihrer 1. Bestim-
mung ihrer

st = dae . v Dis

st. Lionees 1. Lyonet’s

st. des Tags 1. der Tage

st. berechtigt ist 1. sondern be-
I‘t_'tit['!;c"l 15t

st. allerersts 1. allererste

u. st. proportionalis 1. proporx-
tionales

st. der strengste 1. im strengsten

st. gegeben 1. gegebene

st. unserer \'1)]'5[:‘”““:_{ . un-
seres Vorstellungsvermdigens

st. zdx lies zdx ausdriicken

st. extensives l. intensives

st. 1ntensive l. extensive

st. 1.y lies 1.9y




Um mehrerer Dentlichkeit willen ersuche ich den

Leser noch {Ul;t:ude kleine Ab‘mdm‘ungen zu machen:

5. 85 Z.15 und 14 v. u. statt: aber dals sie nicht
zur Analysis gehoren: lese man: dals aber
dennoch Analysis etwas ganz anderes sey, als
Aige]n‘a.

S. 101. Z. 10 v. 0. setze man hinzu: Eben so
brancht man bisweilen in der Algebra den Be-
griff einer Veranderung als Mittel, niche als
Zweck; in der Analysis hingegen ist dieser Be-
griff immer Zweck, nicht Mittel.

S.198. Z. 4 und 5 v. u. statt: sich dem Gesetze
gemifls verandern, welches die Function aus-
driickt. lese man: sich auf beliebige Art ver-
andern.

S. 210. Z. 11 v. u. statt Fig. 4. lies Fig, 14.

S. 224. Z. 14 v. o. statt in lies im.
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