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+«« 50 wird schlieBlich Alles in das Bereich der 'Psycholo-

ie hineingezogen; die Grenze zwischen Objektivem und Subjektiven
verschwindet mehr und mehr, und selbst wirkliche Gegenstinde
werden als Vorstellungen psychologisch behandelt. ... So mindet
denn Alles in den Idealismus uvnd bei gréBter Folgerichtigkeit
in den Solipsismus ein, Wenn Jjeder mit dem Namen "llond" etwas
Anderes bezeichnete, niimlich eine seiner Vorstellungen, etwa B0,
wie er mit dem Ausrufe "esul" geinen Schmerz HuBerte, go wire
freilich die psychologische Betrachtungsweise gerechtfertigt:
aber ein Streit Uber die Eigenschaften des liondes wire gegen-
etandelos.,

(Fregae)
Die Mathematik besteht aus lauter absoluten Wahrheitenm,

lichts davon haben wir in der Gewalt ... Ungere Kenntnis davon
ist etwas genz anderes,

(Aue einer Rezension des Verfagsers.)
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(Zugleich ale Vorwort.)

Der grimme Streit um die Grundlagen der Mathematik, der
schon einmal aufzuflackern drohte und nun wirklich entbramnt ist,
wird endgiiltig wohl nicht als ein Titanenkampf betrachtet werden
-~ eher wohl als ein Froschmsusekrieg. Indessen ist das eigentli-

che Streitobjekt nichts Geringeres sls der Wehrheitsbegriff, mit

dem man es ganz gewiss nicht leicht nehmen darf.

Schon geit dem Altertum iet der Begriff der Wahrheit, wie
ihn der Gebrsuch dee téglichen Lebens kennt, ohne den kein sinn-
volles Denken und keine verniinftige Handlung miglich ist, immer
wieder Angriffen susgesetzt gewesen, die im Nemen dieser oder
jener sogenannten Philosophie erfolgt sind, TavrCw~y ngwal'cmr

pitgor & ovywwey. Ing Moderne iibertragen etwa: Aller

Dinge Meass ist der Zeitungsschreiber, Die anthropozentrische

Weltansicht, die man léngst fur iiberwunden halten durfte, erhebt

in der Gegenwart wiederum ihr Haupt, vielfach tritt sie sogar

als ausgesprochene Mystik suf den Flan und so soll nun auch dem

Wahrheitsbegriff der objektivsten aller Wissenschaften, dem

Wehrheitsbegriff der Mathematik, der durch mehr als zweitausend

Jahre unerschiittert gestanden hatte, der Garaus gemacht werden,.
Die Mathematiker freilich pind ilber derartiges schon einmal

zur Tagesordnung iibergegangen, und wenn nicht alles triigt, werden

gie es schlieBlich auch diesmal tun, Immerhin sieht es so aus,

ale ob eine ziemliche Verwirrung zu entstehen im Begriff wikrmx

ja schon entstanden wire, Wie ich mich leider habe iUberzeugen

miissen, finden uniiberlegte Zerstdrungspléne, wenigstens in
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Deutschland, bei der jingeren Generation viel"Beifall, Die Jugend

ist eben, was sie immer war, novarum rerum cupida. Dazu hat die

offizielle Kritik, die sgich auch sonst nicht immer mit Ruhm be-
deckt, nach meiner Kenntnis der Sachlage diesmal villig versagt,
Je 80 welt ist es schon gekommen, dess ein Handbuch der Fhiloso-
phie dem schlimmsten Hitzkopf seine Spalten geiffnet hat, Nicht
gewarnt durch die Streitigkeiten um die "Affentheorie" und die
Selektionstheorie hat man auch schon des groBe Publikum dshin 2zu

belehren gesucht, dass die heutige Analysis ein Chaos widersinni-

ger Behauptungen ist, Man wird wohl verstehen, dass ich gegeniber
dieser Tonart und dem liécherlichen Selbstbewusstsein eines der
Angreifer nicht gerade zur bMilde gestimmt bin.

Alg, um das Jahr 1872 die damalige Analysis von W & 1 e r-
stress und Méray,Dedekind und %; Cantor
e@iner Revision unterzogen wurde, handelte es sich ausschlieflich
um Mathematisches, und die Kritiker durften sich des Beifalls
g0 gut wie aller Sachversténdigen erfreuen., Jetzt aber werden
philosophische Argumente gegen mathematische ausgespielt, und da-
zu gind diese Angriffe nicht von Fachphilosophen ausgegangen,

gsondern von einigen unter den Mathematikern selbst. Die Mathematik

(und Uberhaupt slle Wissenegchaft) soll auf Psychologie gegriindet

werden., Ein Mathematiker ersten Ranges, H. P o i nc a r é, hat
dag mit nackten Worten susgesprochen 1), Andere sagen das nicht
8¢ deutlich, verfahren aber in gleicher Weise, Und noch Niemand
hat in der neueren Literstur - geit diese Angriffe gegen den
Bestand der heutigen Methemagtik mit Abplomb in Szene gesgetzt
worden sind - grundefitzlich widersprochen., Im Gegenteil, der
einzige Mathematiker, der nachdriucklich kinwendungen erhoben hat,

nicht ohne Aulerung einer betrichtlichen Entriistung, stimmt ge-

1) La Logigue de 1'Infini, Revue de Méthaphysique et de Morale
BdA 17,1906,







rade in diesem Hauptpunkt mit den Angreifern ilberein. Zwar geht
er nicht so weit, die gegamteAnalysis Uber den Hauf'en zu werfen,

Aber ihre Begriindung hilt auch er fiir unwissenschaftlich und also

einer Reform bediirftig. Nur auf einem verschlungenen Umweg sollen
die Hauptergebniese gerettet werden kinnen.

£0 haben wir denn zur Zeit einen merkwurdigen Zustand:
Da ist einmal die {iberwiegende Mehrheit der Methematiker, die
sieh in vielsagendes Schweigen hiillt. Da sind ferner Héretiker,
verteilt auf sinige zum Glick noch kleine Sskten, fiir die ss auch
axak schon mehr oder minder passende llamen gibt: Finitisten,

Intuitionisten, Formalisten, Und wie bei religitsen Sekten stim-

men die mathematischen Hidretiker darin iberein, dass jede Partei
ihre aigene Sache fiir etwas Heiliges hiélt. licht mit Grinden,
sondern mit Dogmen wird gearbeitet, und zwar auf sllen Seiten.
So verfédhrt man ungeachtet des Umstandes, dass es schon
eine ganze Literatur gibt, aus der man sich beeser hitte unter-
richten kinnen, Ich nenne vor anderen die Namen B o 1l z an o
und F r e g e, Zum Beigpiel finden wir bei dem zweiten dieser

verdienten Autoren (1884) die Erklirung:

"Die Peychologie g0ll sich nur nicht einbilden,

zur Mathematik irgend etwass beitrezen zu kinnen.”

Und in einer neueren Abthandlung desselben iutors (1918)
liest men;
Nicht Alles iet Vorstellung, Songt enthielte die
Pgychologie alle Vissenschaften in pich oder wire wenig-
gtens die oberste Richterin iiber alle Wissenschaften,
Sonst beherrschte die Peycnologie auch die Logik und
die Mathematik, llichte heiset aber die Methematik mehr

verkennen als ihre Unterordnung unter die Psychologie,







Weder die Logik noch die Mathematik hat als Aufgabe, die
Sealen und den Bewusstseinsinhelt zu erforschen, dessen
Triger der einzelne Menech ist.

Ihnliches steht auch in einem vielgelesenen Buche von
Hueserl (1900), auf den eich sogar zwei der Kritiker beru-
fen, und auch sonst noch findet man die gleiche Aneicht in der
philosophischen Literatur wverbreitet.

Aber gesetzt auch, man hitte von dieser Literatur nichte
gewusst: Uie geht es doch zu, dass die beteiligten Autoren die
Frege, ob die Mathematik mit Psycholecgie etwas zu tun hat, nicht
von sich eus erdrtert haben? Diesen Einwand hitten sie egich doch,
nech der ganzen historischen Entwickelung der mathematischen Wis-
senschaf't, von vorne herein machen miigsen! Lian ist also sehr ober-
fléchlich zuwerke gegangen, lian segelt im Fahrwasgser des lsycholo—i

giemug dehin (worunter die Verwendung psychologiecher Begriffe

en ungehtriger Stelle zu verstehen ist).
Eine Hauptgquelle hat der heutige Psychologismus, mehr oder %
minder unmittelbar such der mathematische, wenn ich nicht irre,

in der Philosophie K a n t's.

Mit diegem Urteil werden viele Verehrer K a n t's sehr
unzufrieden gsein, Der Tendenz nach war K a n t unzweifelhaft
Gegener des Psychologismus, Insbesondere hat er die Vermengung
der Lepik mit Psychologie susdriicklich abgelehnt. Es kommt aber
meines Erechtens weniger auf das an, was einer will und zu tun
glaubt, ale auf des, waeg er wirklich tut,

Jbrigeng ist der Peychologismue viel Elter, Die griechischen
Sophisten weren Fsychologisten, und unter unmittelbaren Vorgén-
gern K an t's waren eg die englischen Empirieten L e ¢ k e und
Hume, Neuere Psychologisten behsupten gewthnlich, missverstan-
den worden zu gein, Sie erkennen also die gegen den Peychologis-
mus sprechenden Argumente sn,

Vgl., W, Mo o g, Die Kritik deg Psycholopismus durch die
moderne Logik und Erkenntnistheorie, Archiv fir die gesamte
Pgychologle, Bd, AXVII, 1918,
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In dem Artikel Erkenntnistheorie deeg erwihnten Handbuchs
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der Philosophie, der den Eantisner F r, Kunt z e zum Ver-







faceser hat, heigst es:

Das non prius apdituwm an Kant ist dies,

dass an Stelle des Seins ein Akt unseres Geistes ge-

getzt wird,
‘hnlich andere, die von einer "kopernikanigchen Tat" gesprochen
haben,
Die unendliche Vernunf't soll den Erscheinungen Gesetze
(Naturgesetze) vorschreiben,

» 1B s+ Die pllgemeinen
Haturgesetze kinnen und m“suan priori ... erkannt
v.. werden, (Prolegomena, § 36, Ebenso Kritik der
reinen Vernunft, zweite haflﬂﬂa, S$.,263). Natur ist
"bloss eine menre von Vorstﬂllunﬂen deg Gemiithes"

(Kr.4.r,V., erste Auflsge, S5.118)

Yie ist hatgq_mdglicno 1)
ol

Zine reine Anschauung genannte Fihigkeit dee lenschengeistes

g0ll die Geometrie liefern und damit die Form, in der sich alle
Naturvorginge abspielen,

In den Prolegomena, § 38, ist meist wvon willkiirlichen (!!)
Bestimmungen (?) "des Haumes" die Hede, Weiterhin heigst es unter
anderem:"as den Raum (!) zur Zirkelgestalt, der Figur des Kegels
und der Xugel bestimmt (!) (ist) der Verstand ,.." Die blosge
allgameine Form der Anschauung heisst Raum!

Zeit und Raum aber gsehiiren, alsg nur "sinnliche™ Formen
unserer Anschauung" durchwez zur Philosophie des "transzendenta-
len Idealismus", (Xr.d T v erste Auflage, §,369),

Ler Brundfahler is erall, dass zwisechen Hatur, Naturge-
satzlichkait und unsrrer ﬂﬁntnlﬁ davon dlcht unterschieden wird,

Diesea EngriPPSVﬁrwirrun: geht durch einen 1ro$en Teil auch
noch der neuesten Literatur. Z.B. 1li .Ht mdh bei M, S e hlioack,
der selbst gegen K a n t polemisiert, und geometrische Sitze
ganz richtig fir apriorische Erkenntnisse hilt, gleichwohl, der
laum der Geometer "entstehe" aus den Taten der einzelnen ,1nne
(Erkenntnistheorie, 1918, 5.301).

So wurde, keineswegs der Absicht mach +/, aber tatsichlich,

ienisohliches in das liaturgeschehen hineingetragen und zugleich

ein erheblicher Teil der Mathematik subjektiviert, psychologisiertt

1) Siehe, in der Kr.d.r.V., den Abschnitt, der iiberschrieben ist
"diderlegung des Idealismus”.(Zweite Ausgabe, £.274),
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Dieselbe Lehre bildet, in mehr oder minder verinderter Ge-
stalt, den Ausgeangspunkt aller nachkantischen, heute sogenznnten
idealistischen Philosophie, mit deren LebensiiuBerungen wir uns
daher eingehender zu beschiftigen haben werden.

Aussger schweren Missgriffen, die allgemeine Fragen des
Denkens betreffen, heben sich die would -~ be - Heformatoren der
Mathematik auch noch anderes zuschulden kommen lassen: Denkfehler
in ihren mathematischen Derlegungen. Ich bin daher im Zweifel ge-
wesen, ob es nicht geniligen wiirde, in einer Zeitschrift und in al-
lar Kiirze das Thema der Umsturzmathematik nur aus diessm Ge-
sichtspunkt zu behandeln und den Riickschluss auf die Beschaffen-
heit der zugehbrigen Philosophie dem Leser zu iiberlassen. Aber

dann wiirde unfehlbar der Einwand kommen, dass die Hauptsache gar

nicht beriihrt worden sei., Ja ich hdre schon, wie dieselben matha-i
matiker, die noch vor kurzem mit tiefeter Verachtung auf alles
hinabsahen, was nur Philosophie heisst, nun, da gie mit einem |
Male ihr philosophisches lierz entdeckt haben, -mich der greulich- i
gten Oberfléchlichkelit bezichtigen wiirden,

Das Ubel musste mithin an der Wurzel angegriffen werden,
Tas Ganze der Kritik musste in einen weiteren Rahmen gestellt

werden, den der Erkenntnistheorie,

Unter diesem linmen werden heute zwei sehr verschiedene
Problemkreise zusammengefesst., Einmal die Frage nach der Legiti-
mitdt, Giiltigkeit von Erkenntnissen, denun die nach ihrem Zustan-
detommen, Die Beantwortung der zweiten Art von Fragen hat die der

™

ergten zur Voraussetzung. Fragen der zwelten Art, die wirklich
ind die Fsychologie gehiren, werden hier nur in Bezug auf iathe-
matik und nmur so weit behandelt werden, a2le es zum Abschneiden

von Einwdnden erforderlich scheint.
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Der herkiimmliche Begriff der Existenz mathematischer Ge-

bilde ist nicht nur wvon den Intuitionisten, sondern auch von
Philosophen anderer Richtung kritisiert worden, freilich in aller
S§tille. Man hat ihn einfach begraben und hat ihm nicht einmal
eine Leichenrede gegbnnt. Ich glaube, die meisten Mathematiker
haben gar nichts davon gemerkt,

Ich finde es unertréglich, dass einem und demselben Sach-
verhalt, je nachdem er von Mathemetikern oder Philosophen be-
trachtet wird, ein "Dasein" zu- und abgesprochen werden soll.
Diee hat mich zur Anderung einer gebriduchlichen Terminologie
veranlasst. Ich schreibe dem Mathematischen (und Logischen)

#irklichkeit, Realitdt zu,

Zur HKunstsprache der Wissenschaft pflegen sich Philosphen
und Mathematiker verschieden einzustellen, Zwar machen gich b&idel
gewohnlich nichts daraus, neue HKunstsusdriicke einzufiihren, aber
wihrend die ersten auf die ihrigen grossen Wert zu legen pflegen, |
Ja manchmal iUberhaupt nichts anderes kmrmux hervordbringen als
inderungen der Terminologie, wird von Mathematikern die Xunet-
sprache meictens ale eine ziemlich gleichgiiltige Sache angesehen,
ban kann mit reeht verschiedensn Worten denselben (Gedanken aus-
driicken,

Abgesehen von dem einen genannten Punkt, der natiirlich
einer ausfilhrlichen Rechtfertigung bedarf, habe ich miech, in
Bezug auf Neuerungen, der griessten Zurlickhaltung befleissigt.
Schwerlich darf die Kunsteprache der Wissenschaft als etwas
Untergeordnetes angesshen werdean. Wir brauchen sie ja, um une zu
verstindigen., Von der Art der Erklérung von Worten und sonstigen
Zeichen hingt die logische Struktur des Vortra

Lesbarkeit der Darstellung ab,







Ubrigens ist niocht einmal eine wirkliche Neuerung einge-
fihrt, sondern nur eine dltere rickgingig gemacht worden, Fur
die Scholastiker galt noch der GSatz;

Verum et ens convertuntu¥s

€o kam ich dazu, die Wirklichkeitsform der Mathematik mit
enderen Arten des "Wirklichen" zu vergleichen, ihre Jhnlichkeiten
und Unterschiede festzustellen, liat das Vorzutragende irgend
einen dauernden Wert, so wird er hier zu suchen gein, im ersten
Telle dieses Buches, der schliesslich der umfangreichere geworden
ist, Bim Die gesamte neuere sogenannte Grundlagenfrorschung kann
iech nur als eine ephemere Lrscheinung, als eine Art von geisti-

ger Infektionskrankheit auffassen, Wenn gie, wie zu hoffen steht,

o

ald eines sanftseligen Todes versterben wird, kamnn die an ihr
zu Ubende Kritik ebenf'alls begraben werden,

Der Stoff der Abschnitte 1V - XIV gehbirt gribftenteils zu
denen, die in einer umfassenderen "Philosophie der Mathematik"
zu behandeln sein wilrden (worunter ich etwas gans anderes ver-
stehe, 2ls das Handbuch der Philosophie). Man hat zum Beispiel
gefragt, was Zehlen verschiedener Art "sind" und was sie "sollen|,
Meine Antwort darauf ist, dass diese Fragen fiir natiirliche und
abgeleitete Zahlen in sehr wverschiedener Weise beantwortet wer-
den und zum Teil auch abgelehnt werden miissen,

Die natirlichen Zshlen werden im akademischen Unterricht
ganz allgemein als etwas Gegebenes und einfach Hinzunehmendes

behandelt, und das scheint mir das Richtige zu sein, Dass aber

o

das schon die Ansicht der griechischen Mathematiker gewesen gein
mugste, ist neuerdings von verschiedenen Seiten dargelegt worden
(P.Boutroux,Hasse und Socholz),

Wer, in Geltungsfregen, alle Einmischungen von Psycholo-







gisten in die Mathematik ablehnt, braucht darum noch nicht
"philosophischen" Uberlegungen jeden Einfluss aufl die Gestaltung
mathematischer Lehren abzueprechen, Sicher gehtrt in eine Philo-
sophie der Mathematik eine Brérterung der anzuwendenden Darstel-
luﬁgsform, ein Gegenstand, dem von Herrn M, P a e ¢ h wie von
mir besondere Schriften gewidmet worden sind 1), und der darum
hier azusser Betracht bleibt, Ferner michte ich hierher gewisse
methodigche Fragen rechnen, Vieles, das sehr wohl eine "philoso-
phigche" Hrirterung verdient, ist zur Seite geblieben, und nur
auf die systematische Stellung der Geometrie ist etwas niher
eingegangen worden,

Was ist Geometrie? Uelches ist ihr Verhéltnis zur Algebra

und Analysis? Vas ist z.B. die Bedeutung des sogenannten Imagi-

niren in der Geometrie? Ist die Zersplitterung der Mathematik .

in Teildisziplinen, wobei in der lientelitét nicht weniger lMathe- ‘

matiker die bis Jjetzt vielseitigete wvon zllen, nimlich eben die

|
Jeometrie, ganz susfillt, nicht vielleiocht eine Xrankheitser- l

scheinung? Ick bringe auch hier nichts Erschépfendes, habe aber
Fragen dieser Art nicht ganz mit Stillschweigen iibergehen mbgen,
um g0 weniger, als eine gegenwirtig in Deutschland vorherrschende
Art der Urteilsbildung mir sozusagen an die Leber geht. Aus die-
gem latzten Grunde wird man es wohl verzeihen, dass ich auf eige-
ne Schriften Bezug genommen habe, die eben im Zusammenhang mit

golechen Uberlegungen entstanden sind, lch wende mich mit den

1)

k. P a 8 ¢ h, Mathematik und Logik, Zweite Auflage 1924, (Vier
Abhandlungen: 1, Uber innere Tolgerichtigkeit, 2., Uber den Bil-
dungswert der Mathemnatik, 3, Forschen und Darstellen, 4, Der
Aufbau der Geometrie,)

2.5t udy, Jenken und Darstellung. <.Aaflage, 1928,
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in den Abschnitten XI - XIV behandelten Beispielen, die lbrigens
so einfach als miglich gestaltet sind, an meine Fachgenossen,
Philosophen, denen da des spezifischéd Mothematischen zuviel sein
wird, mbgen dariiber hinweggehen,

Schliegslich darf wohl noch darauf hingewiesen werden, dass
ich da, wo ich anderen widersprechen mugs, sie habe zum Worte
kommen lassen, und dases iiberall, wo ich zu einem abfidlligen Ge-

pamturteil komme, die Grinde angegeben sind,

II.
Der Psychologisemug unada 41ie
Verfidlsochung des Hahrhedits-
begriffe in der idealisti-
schen Philosophde. -

G Idesligmug iet der Standpunkt, nnch-WQEEHém die Aussenwelt
Subjekts) "idesl" (lideell"), d.h. nicht unabhiingig von
gllem Dewussteein existiert, sondern nur als CGegenstand miglicher
rfehrung, ale Inhalt objektiver, allgemeingultiger Erfahrung,
cder nur ele Iphelt eines erkennenden Bewusstseins, als etwas

dex Fewugstesein "Immanentes": £o0 lesen wir in dem HandwOrterbuch
der Philosophie von Ei sl er und MUller-Freyen-
fele (1922)1)

Deml, was hier, ich glaube mit Recht, als gemeinsamer Zug

Ea mmw w—— e ——

Von anderen Umgrenzungen des Degriffe "ldealismus" (deren ec eine
Menge glbt} erwihne ich nur die sehr viel engere von F—i—siwr
(1914), der unter Idealismus nur Immenenzphilosophie verstehen
will, bag im Texts von ldealismus Uberhaupt gesagt ist gilt

a pestiort von aller Immenenzphilosophie,. +*
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aller idealistisch genannten Erkemntnistheorien hingestellt witd,

liegt eine Auffassung des Wahrheitsbegriffs zugrunde, die unver-
einbar iet mit der offenkundigen Absicht aller, die unbeirrt
durch philosophieche EchulmeLangen-E;:-Jahrheit reden, Ver sagt,
zweimal zwel eei gleichn vier, oder Julius Caesar habe die Gallier
besiegt, oder die Sonne xeixixm sei grisser als der Mond, will
etwas Objektives feststellen -~ er spricht, wie er liberzesugt
ist, eine Wahrheit aus, die mit seinem Ich nicht das Geringste
za tun hat, Unzédhlige Dinge gibt es, in dieser meiner Aussenwelt,
von deren Dasein ich gar nichts weil, und mit denen mich dann
vielleicht das Schicksal bekannt macht, nis gesehene Sterne,
fremde Liénder und bMenschen, Uﬁiere, Pflanzen, aber auch schon

Gesetze des LUtaates, in dem ich lebe, und anderes, lie eoll das

glles ein Stlck meiner Vorgtellung sein? buss ich nicht,mit sol-

chen Ideen im Hopfe zu einer villig verkehrten Ansicht vom Welt- (

Auseenwelt des

!

verlauf gelangen? Die angebliche Abhéngigkeit der

i
Subjekts von dessen Dewusstsein isgt nichts als eine philogsophi- 5

sche Hingtelei! Sie verwischt den klaren Unterschied von Obiskti- |

vem und Subjektivem, wvon Wahrheit und Wahrhaftigkeit, den Unter-

x ¥ 2 - . : -y )
gchied von Lrkenntnis und Irrtum, von Richtig und Falschl! 1)

Der Degriff der absoluten Wahrheit gehiért, soviel ich sehe,
zu denen, die einer Definition weder bedirftige noch fEhig sind,
Auf die unermessliche Literatur Uber den Wahrheitsbegriff,
die sich geit dem Altertum angehbluft hat, kann hier nicht einge-

gangen werden, Ioch 8011 gewurdigt werden, was einer der gewiss

1)

Bolzano hat, schwerlich mit Unrecht, Wissenschaftlichkeit

gearaderamit Cbjektivitat identifiziert (1910, 11, § 5, Anmerkung.
Ausgabe von F e 1 s, $.,35). Auch er war ein Gegner aller idea-
ligtigchen Philosophis,







tiefsten und scharfeinnigeten Denker aller Zeiten, Eernard
Bol<zeno dariiber gesagt hat.

B, hiélt in § 24 seines Hauptwerkes zunichst die verschiede-
nen Dedeutungen sugeinander, die mit den Worten wehr und ¥Wahrheit

verbunden zu werden pflegen. Er bemerkt aber dazu, dass trotz der
Mehrdeutigkeit, die gleich enderen Wértern aller Sprachen auch
diesen enheftet, Misgedeutungen nicht leicht entstehen kinnen, da

der Zusemmenhang, in dem sie vorkommen, keum je einen Zweifel

lésst. Nur einige Wortbedeutungen, die von Gelehrten vorgeschla-

gen worden sind, sber sich glicklicherweise (auch heute noch)
nicht herrschend gemacht haben, bilden davon, nach B., ®ine Aus-
nahme,

Die Wortbedeutung, fiir die sodenn B, selbet sich entpchei=

t, und die er, um ganz klar zu sein, noch genauer durch Zusitze

bestimmt (Wghrheit "an sich" = "objektive" ¥Wahrheit) ist: Uahr

heigst ein Satz, der etwedso muesagt, wie es igt, wobei es unbe-

gtinmt bleidbt, ob dieger Satz von irgend Jemend wirklich ausge-
gprochen oder auch nur gedacht worden ist oder nicht,

Dags nun mit sclchen Worten eine Definition des Wehrheits-
begriffe gegeben sein sollte, wilrde ein Missverstindnis sein.

Denn wie etwag igt, ein So-tein, kimnen wir such nur mit Worten

und in einem Satz zum Augdruck bringen (Zweimal zwei ist gleich
vier) oder mit konventionellen Zeichen, die einen ESatz vertreten
(2.2 = 4), und des wire wiederum eig wahrer Satz, Wir hitten
idem per idem definiert 1),

Die SHtze, von denen B, spricht, kinnen sich auf eiln Wirk-

licheg, Existierendes beziehen (des

m
T
1=
1)

riff ebenfalles nicht

l) Siehs auch F r e g o, 1918, 5,60,
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zu erkléiren ist) oder such nicht, Die Siétze "is gibt Engel" und
"Be gibt keine Engel" kinnen beide nicht auf ein Wirkliches be-
zogen werden, wenn es keine Engel gibt., Das eben ausgesprochene
Urteil aber bezieht sich auf ein Wirkliches: Die angefiihrten
Sédtze gind, als ausgesprochene Sitze,wirklich, und jeder von ih-
nen enthidlt ein Urteil. Das eben scheint der Punkt zu sein, auf
den es ankommt,

sberiiaupt scheint es fir die Wissenschaft immer nur suf
Urteile, und ihre Eeziehung 2u irgend einer Art von Wirklichkeit
anzukommen, nicht suf die Sdtze, in denen sie ausgesprochen wer-
den, Das war die Meinung von P laton und Aereistot e-
l e 5, dazn von vielen anderen, und im Grunde auch die won
Bolzamno (Vgl., § 311), Wir werden also, statt von Sitzen,
von wehren und irrigen Urteilen reden,
Ein Urteil kann Wahres und Irriges in den verschiedensten Misch-
ungen enthalten, Wahr,oder richtig im prézisen Sinne diirfen wir
eg aber nur dann nennen, wenn es von jeder Deimischung von Fal-

schem frei ist., Zum Deispiel enthiélt Jjeder

mathematische" Satz,

dags heisst hier, ein Satz, der eine Aussange iiber Gegenstinde der
: ] T =

Al
A . 3 . £ . Iy it = ol
kethematik macht, ein Urteil, Und dieses Urteil, z.B., "2 =71,
. s

oder 2 iv<4 4 1, jist eine Primzahl", icst richtig oder falsch.

Tertium non datur.

pie Begriffe richtig und falsch, wehr, irrig, lassen keine

Steigerung oder zu, An dieser Stelle kommt der Mathe

Ls A,

matiker, wenigstens der, dem es ernst um seine Sache ist, bereits
mit vielen anderen in Kollision. Viele Leute, besonders unter

Philosophen, halten nimlich fir geistreich die sogenannten Halb-

wehrheiten, cdie in einer teils absichtlichen teils gedankenlosen

Vermischung von fiir wahr gehaltenem mit Falschem bestehen und







e -

kennzeichnend gind fiir den sogenamnten Feuﬁletonstil. Zum Beispie]
lautet gleich der erste Satz der im Jahre 1925 neu gegriindeten
philosophigchen Zeitschrift E"mpofion: "Die Mathematik ist die
Wigsenschaft vom Unendlichen", Der Urheber dieses Ausspruchs ist
ein namhafter Mathematiker, i, W @ y 1, mit dem wir uns noch viel
zu beschiftigen haben werden,., Natiirlich weies er recht gut, dase,
was er sagt, unzutreffend ist. Es ist nicht Pedanterie, sondern

ein oberster Grundsatz flir den Betrieb aller Wissenschaft, dass

der Forscher sich bemiihen soll, das zu sagen, was er meint, es
gel denn, dass er gelegentlich einmal in den"trockenen Ton" einen
Scherz einfliessen lassen will, Ohnehin iet es schwer genug, sich

genau auszudriicken und wo mglich noch kurz dazu, Keine Sprache

iet wissenscheftlich, die es nicht vertrigt, wirtlich genommen

zu werden. Fir Paradoxien hat die Wissenschaft keinen Raum, Und

wer fur ein Laienpublikum schreibt, hat noch weiteren Anlass, i
gich seine Worte und ihre vorasuseichtliche Wirkung sorgfiéltig zu |
iiberlegen. Auch Philosophen sind vielfach sorgfiltigen Denkens
entwihnt und nehmen es nicht genau mit den Worten. Auch ihnen
gegenilber iet also doppelte Vorsicht am Platze,

So wenig ale eine Definition der Wahrheit, so0 wenig kann

eg ein allgemeingiltigee Kriterium der Wahrheit geben. Wir haben

nuar ein Eriterium des Irrtums, das enthalten ist in dem sogenann-

ten Satz vom Widerspruch, Indessen kann es sein, dass Urteile
von anderen abhéngig (logisch-abhingig) eind, "Wenn dieses, dann
Jenes", Auch solche konditionale oder hypothetische Urteile er-
helben, als Urteile, den anspruch auf absolute Vohrheit, einerlei
ob die Préimisse wehr ist oder nicht, Sie gind unentbehrlich und
enthalten keinerlei Abschwichung des Wahrheitsbegriffs., Ebenso

steht es bei Alternativen, A oder B oder C.






e

Lass Folgerichtigkeit nicht an sich schon den Begitz einer

Wahrheit verbirgt, versteht sich wohl von selbst. Sie ist nur eine

Bedingung der Wahrheit abgeleiteter Urteile, Iet die richtig ge-

zogene Folgerung nicht richtig, so ist es auch nicht der Grund.
Dies wird unglaublich oft iibersehen, Autoren machen dort halt, wo
gich widerspruchsvolle oder doch bedenkliche Schlussfolgerungen
einstellen wirden, und Kritiker haben oft genug nichts dagegen
einzuwenden,

Ganz anders als um die Vahrheit steht es um unsere Lrkennt-

nis; némlich um die Erfassung des iahren oder LRichtigen, Bowie dss
Irrigen oder Falschen - des Falschen als solchen, Das Erkennen
ist ein Urteilen, ein psychischer Prozess, und im Psychischen gibt
eg alle erdenklichen Mischungen und Abstufungen. Unter Umstiéinden
kinnen wir in Urteilen Riehtiges und Falsches erkennen und sondern;
Lehrsitze, die von Mathematikern ausgesprochen werden,kinnen auch |
dann Richtiges enthalten, wenn sie falsch sind; was sogar sehr
hédufig zutrifft.

Ob ein Urteil richtig oder falsch ist, hat mit dem erkennen-
den Subjekt nichte zu tun. Ein Sachverhalt, auf den sich das
Urteil bezieht, kann weiter bestehen, wenn das Subjekt mit seinem
Bewussteein vernichtet wird., Ein solcher Sachverhalt kann auch
bestehen, wenn gar keine urteilenden Subjekte da sind., Blei ist
gewiss schwerer als Eisen, einerlei, ob es Lebewesen gibt, die
diegen Gedanken fassen kinnen oder nicht,., Nur meine Erkenntnis
geht mit mir zu Grunde.

Wegen des Wahrheitsbegriffs siehe ferner die treffliche
Auseinandersetzung in P f & n d e r's Logik, (1921, 5,209 -223,
383 - 390.)
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S0 grossen Scharfeinn auch B o 1 z a n o auf seine (rich-
tige und falsche, ausgesprochene und vielleicht nie gedachte
Urteile umfassenden) “Sitze an sich" verwendet hat, so habe ich
mich doch nicht davon iiberzeugen kinnen, dass diese Lehre fir
unser Erkennen einen wirklichen Nutzen bringt. Alle Wiseenschaften
haben eg nur mit Sitzen zu tun, die ausgesprochen worden sind.
Der Stand einer jeden Wissenschaft, auch der Erkemntnisthecrie,
hingt nu¥-von Urteilen ab, die tatséchlich in sie eingetreten
sind,

Ein Gleiches ist, wie mir scheint, zu sagen in Bezug auf
B.'s"Vorstellungen an sich", Fiir die Wissenschaften diurften nur
Vorstellungen in EBetracht kommen, die eine Beziehung auf Wirkli-
ches enthalten oder voh denen wir das wenigstens glauben., Sie
kénnen dann (mehr oder minder) "zutreffend" oder "unzutreffend"”
gein, In den meisten Fillen wohl sind unsgere Vorstellungen nicht
frei von einer Beimischung von Urteilen, und diese ktnnen Richti-
gese und Falsches enthalten, Die Vorstellung von Kentauren oder
geflilgelten Pferden hat keine Beziehung auf ein Wirkliches, und
braucht daher, wenn man iiberhaupt auf sie Hucksicht nehmen will,
nur als Psychisches Gebilde betrachtet zu werden.

In éhnlichem Sinne, ja noch schiérfer, hat sich B, R u s -
s @ 1 ausgesprochen, mit dem ich mich hier (leider nicht auch
in vielen anderen Dingen) in Ubereinstimmung befinde.

"lch mtochte behmupten, dass die Logik ebenso
wenig ein Einhorn zulassen darf, wie die Zoologie; denn
die Logik befasst sich geradesogut mit der realen Welt
wie die Zoologie, wenn auch mit ihren abstrakteren und
allgemeineren Eigenschaften".... "Es gibt nur eine
Welt, die wirkliche Welt: Shekespeares Phantasie gehirt
dazu und die Gedanken, die er beim Verfassen von Hamlet
hatte, sind wirklich" (1923, §,170).

meelE eule iy Blosgge Phanstiegebilde, die als solche erkannt
eind, gehen also, auch nach R u 8 8 @ 1, nicht die
Logik, sondern die Psychologie an, Jedenfalls aber hat
eine Logik, die sich mit Wirklichkeiten abgibt, iber-
haupt deg Denken von Menschen mit Wirklichkeitssinn,
mit runden Quadraten und dergleichen "Vorstellungen an
sich" gar nichts zu tun 1),

Das von den "Sitzen an sich" Gesagte erstreakt sich auch
suf den Begriff, den G. F r ¢ g e (1918), unter Einschrinkung
des gewdhnlichen Sprachgebrauches, durch das Wort Uedanke be-
zeichnet, Dieger "Gedanke"™ ist, in der Sprache EBE ol z an o's,
eben der Inhalt eines "Satzes an sich",

In weitgehender Ubereinstimmung mit B, und F r, befindet
gich A. P f & n d e r (Logik, 1921), der iibrigens keinen von
Beiden nennt 2), Der Gedanke, insbesondere der behauptende

-
W

k.,

In einer Eonner Digsertation, von der ich nach Niederschrift
dieger Zeilen Kunde erlangt habe, polemisiert dieser Verfasser
ebenfalls gegen die "Chtze an gich"™, (S, Th e o bal d, Die
Bedeutung der Mathematik fiir die logischen Untersuchungen Ier-
nard pclzanos., 1928), Auch er hilt sie fiir erkenntnistheoretisch
wertlos, Vgl, auch H u s s e r 1, 1900, §,227,

Auch Frege nenmmt Bol zano nicht, ebensowenig aber
E ant, zu dessen Philosophie die seinige in diametralem Gegen-
satz steht,
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redanke, lYet sich los von dem Subjekt, das ihn hervorgebracht
hat, Er ist "zeitlos" und mittedbar, wihrend das Denken in der
Zeit verliuft und immanent, nicht mitteilbar ist. Der behauptende
Gedanke, das Urteil, ist wiederum der Inhalt eines "Satzes an sioh!

Meines Srachtens sind in Dezug aufl die "Zeitlosigkeit”
Unterschiede zu machen, Als die Bibliothek von Alexandris verbrann-
te, sind viele, und gewiss auch viele richtige, Gedanken fur immer
verschwunden, Ler Inhelt von richtigen mathemﬂ{ischan dedanken
(von Lehrsétzen der Mathematik) ist dagegen keiner Miglichkeit des
Untergangs ausgesetzt, Von der Mathematik (und Logik) wird weiter-
hin noch susfiihrlicher zu reden sein.

Der (erkenntnistheoretische) ldealismus leugnet nun, nach
der mitgeteilten Definition, dass es eine abswulute Wahrheit, eine
#ahrheit "an sich" gibt, Er leugnet es allerdings zunéchst nur
in Bezug auf die Aussenwelt des Subjekts. Dann aber muss er es,
wie leicht zu sehen, iiberhaupt leugnen, Zum Beispiel kinnen wir,
in unserem Denken, einigen (beliebig vielen) der Zshlen 1, 2, 3,...
Kdrperdinge zuordnen, Gibt es in Eezug auf diese keine vom Subjekt

unabhéngige Wahrheit, so kann es aueh in Bezug auf die Zahlen

keine geben, Wenn der einzelne Idealist diesen Schluss nicht zieht,
g0 denkt er nicht an die Zahlen, BEr fdllt in eine Inkonseguenz,

Emx Der Idealismus behauptet also, wenn er folgerichtig zu sein

versucht, ganz allgemein, dass die Wahrheit ein Relativbegriff

igt, der sich immer auf ein Subjekt, ein Bewusstsein bezieht -

von degsen Struktur sie demnach sbhiingig sein muss.,

Tatsichlich finden sich viele Ausserungen dieses Inhalts
in der Literatur, So zum Beispiel in der Logik von B, E r d -
mann (1892, 5,376 ff), die schon F r e g e aus diesem Ge-
gichtepunkt kritigiert hat (1893, 5,.iVI).

iie ,.., wenn ,,. Wesen gefunden wiirden, deren
Denkgesetze den unseren geradezu widersprichen und
also auch in der Anwendung vielfach zu entgegengesetz- |}

ten Ergebnissen fihrten? Der peychologische Logiker

kinnte dag nun einfach anerkennen und sagen; Bei dener
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gelten jene Gesetze, bei uns diese, Ich (F r e g e)
wiirde sagen; Da haben wir eine bisher unbekannteArt
der Verricktheit.
lNiecht ein Grund des Wehrseins wird angegeben,

sondern ein Grund des Furwahrhsltens, .... Diese
Unmgglichkeit, die fiir uns besteht, das Gesetz (ein
logisches) zu verwerfen, hindert uns zwar nicht,
Wesen snzunehmen, die es verwerfen; aber eie hindert
uns, anzunehmen, dass Jjene Wesen Recht haben ....
Wenigstens gilt das von mir,

Die von F r @ g @ bekimpfte Auffassung der Wahrheit, die

als relativistisch oder subjektivistisch oder psychologistisch

bezeichnet wird, ist schlechthin absurd. Und da nicht zugleich
auch der Sprachgebrauch geidndert wird, der iiberall auf den gewihn-f
lichen Wahrheitsbegriff hinweist, da algo der Meinung Vorschub
geleisgtet wird, dass es sich auch bei denen, die das Wort Wahr-
heit im {iblichen Sinne brauchen, "in Wshrheit" um den idealisti-
schen Wahrheitsbegriff hendele, sé¢ muss, wie auch schon F r e g @

gesagt hat, von einer Verfilschung des Wahrheitgbegriffg die

Rede sein,

Die ung den Eegriff einer nur relativen Wahrheit auf- und
einreden wollen, sehen nicht den Widerspruch, in den sie sich
verstricken, da dann doch wenigstens das Urteil, dass es keine
(absolute) Wahrheit gibt, absolut-Wahr sein miisste 1), Und was
£0l]l man sieh iberhaupt bei einer relativen Wahrheit denken?

ian mbchte sich dann doch wohl auch eine relative Wirklichkeit,

Liesen Denkfehler hat schon A r i s toteles gerigt,
Siehe Eo 1l zamno, 1837, § 30 una § 31,
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eine relative Lxistenz denken kdnnen, Ein Schmarotzertier kann

nicht leben ohne seinen Wirt, meine Wahrnehmung iet nicht vorhan-
den ohne mein Basein, aber damit werden das Tier und die Wehrmeh-
mung selbst keineswege relativiert, Wir werden fernerhin verschie-

dene Arten wvon Exietenz zu unterscheiden haben. Aber ein Mittel-

ding zwischen Sein und Nichts ist eine Absurditéit 1), Auch mein

Irrtum, mein Traum, meine Halluzination, ist, als Irrtum, Traum

oder Halluzination, eine Wirklichkeit, Man hat also eine falsche

Minze in Umlauf gesetzt, wenn auch pewisgs nicht mit Bewusstsein

und Absicht der THuschung.

Mit dem Wort Subjekt werden nun in Unterarten der idealis-
tischen Philosophie verschiedene Bedeutungen verbunden, Zunichst
die dee individuellen erkennenden Subjekts, Vor allem sind das
Subjekte, die fir menschliche Wissenschaft in Betracht kommen
ktnnen, einzelne Kulturmenschen, insbesondere Philosophen, Is
ergeben sich denn sofort die tollsten Folgerungen., Das Ich, das
spricht, hat ein enderee Bewusgsteein als ein anderes Ich, Es gibt
g0 viele Wehrheiten, als es Iche gibt. Diese"Vahrheiten"sind alle-
samt mit einander wvertriiglich, so viele ihrer und so verschieden
gie auch sein m8gen, Die eanderen Iche aber sind fir mich nur Be-
wusgteseinsinhalte. Verliert mein Ich den Verstand, so #ndern
gich diese Inhalte, also die Iche, und es &ndert sich iUberhaupt
die ganze Welt, Wird mein eigenes Eewusstsein ausgellscht, so
hirt alles auf.

Hieran wird nichts gefindert, wenn man auch noch andere
gubjekte als nur Menschen in Betracht ziehen will., Nur kommen

dann noch weitere "Wahrheiten" hinzu, vielleicht (warum nicht?)

Ganz so absurd, wie die unendlich kleinen Grissen der Altersn
inalyeis - Geister abgeschiedener Grissen, wie Berkxelay
sie witzig nannte.







Wahrheiten fiir Maikdfer oder Regenwlirmer,
Um golechen Widersinn zu entgehen, sind verschiedene Auswege
ersonnen worden,

Zuniichst der, dass doch den verniinftigeren Subjekten (iien-
schen) vieles gemeinsem gei; was bis zu einem gewissen Grade auch
zutrifft, Dann aber srgidt sich die Folgerung, dass Vissenschaft
nur auf Grund einer wechselseitigen Verstidndigung der Subjekte
méglich ist, Bs wiirden etwa "Sachverstéindige" Uber das zu ent-
scheiden haben, wae als wahr oder nicht, als richtig oder falsch
gelten g0ll; oder ee wirde suf Kongressen von (Gelehrten abzustim-
men sein, wie es auf kirchlichen Konzilen iblich war. Die Fariser
skpdemie hat eines Tagee beschlossen, dage keine Steine vom Him-
mel fallen. "ler Himmel" aber hat sich nicht darum gekiimmertl

Wir haben es hier mit der Theee des sogenannten Konventio-
pelismug zu tun, zu dem sich bedauerlicherweise unter anderen
auch ein lathematiker vom Range P o i nc & r é's Dbekannt hatl),

Ler Wehrheitebegriff wird von Zeitstrimungen abhingig ge-

macht, Die Wehrheit - die Wehrheit selbgst, nicht etwa nur unser

Wissen um gie - wird, wie ein snderer Bekenner dieser Lehre

gich susgedriickt hat, als etwms Lebendiges betrachtet 2), Friler

wer die Erde flach, jetzt ist sie rund, Einst war jede stetige
Funktion differentiierbar, jetzt gilt des nicht mehr, Wenn man
g0 etwas Wehrheit nennt, so kenn das nur als Unfug bezeichnet
werden, 4Als Lrreger des gelben Fiebers gilt ein ultramikroskopi-
scher Orgenismug, der durch Ctechmiicken Ubertregen wird. Man hat

auf Grund dieser Hypothese ganze Landstriche von einer furchtbarerl

2)

Kiheres R, W., aAbschnitt V,

H. ¥ e y 1, Mathematische Analyse des Reumproblems, 1923, §.45,







Plage gesiubert, Wie hitte das geschehen kinnen, wenn es gich um
weiter nichts als eine Ubereinkunft zwischen Medizinern handelte?
Die gesamte Vergangenheit, die Geschichte der BErde wie die der
Menschen, ist etwas Gegebenes, Unveréinderliches, Wie sollte unser
lleinen darauf Einfluss haben kiinnen?

Nicht gerade absurd, aber v$llig phantagtisch iet ein ande-
rer Ausweg, Es wird ein gattungsmiifiges Denken angenommen, das in
der idealistischen Philosophie unter allerlei Nemen eine grosse
Rolle spielt, Bs heisst bei K a n t "reine Vernunft", auch "Be-
wusstsein iliberhaupt", ebengo bei S c huppe und Rahmkaes,
bei Hegel heisst e "reines Denken", bei F ic h te
"reinee Ich", bei S§c helling "sbsolutes Ich"; bei C o -
hen, Naterp, Rickert gidbt es ein "absolutes Tenken",
des ilber dem Denken der einzelnen Subjekte (lies: Fhilosophen)
schweben und sich in ihnen verkdrpern soll; auch gibt es noch
sendere Hamen dafilr, wie "ilberindividuelles Ich": Im Grunde ist
des alles desselbe,

Ale eine blosse Fiktion, behufs Gebrauchs bestimmter Aus-
drucksformen, ktnnte man dergleichen ja zulassen, wenn auch ein
Nutzen davon ksum einzusehen ist, Der eigentliche Daseinsgrund
golcher Redeformen scheint jedoch zu sein, dass man sich und an-
dere dsmit iliber Inkonsequenzen der idealistischen Denkweige hin-
wegtduschen will, Man kenn sich dem Eindruck der Wirklichkeit
doch nicht ganz verschliessen, und so verlegt men im "kritischen"
oder"transzendentalen” ldeslismus die Objektivitdt in ein eigends

dazu erfundeneg Gedankending 1) g0 ist denn alle diese Philoso-

1)

€iehe MUller-Freyentfels, Artikel Idealismus,
Andere dort aufgezihlte Schattierungen des ldealismug, auf die
einzugehen ieh keinen Anless sehe, leiden an demselben bMangel,







phie eine Inkonsequenz grossen Stiles, und nur diesem Umstend ist

es zu verdanken, dass auf ihrem Boden nicht lauter Absurditéten
erwachsen sind, Anstatt die Folgerung zu ziehen, dass dis Helati-
vierung des Wehrheitsbegriff's mit dessen Vernichtung gleichbedeu-
tend ist, glaubt man einen Kompromiss mbglich zwischen dem Imma-
nenzgedanken B e r k e 1 & y's, dem ﬂgf&_qgﬁ_g@gqgal,der wagen
seiner Kihnheit imponieren mochte, und der nlichternen Lehre eines
unverbildeten Verstandes, die zu einfach ist, um tiefer angelegte
Geister befridigen zu kinnen. Es liegt ein Widerspruch darin,
wenn man z.,B, der Aussenwelt des Ich nur eine auf eben dieses Ich
bezogene Existenz zuerkennt, und gleichzeitig den Anspruch erhebt,
dasg aus dieser Annshme gezogene Folgerungen, anderen einleuchten
sollen, ilan durchbrieht die Sehranken, die man sich selbst gezo-
gen hat, und zwar such dann, wenn man den anderen lchen erlaubt,
nun ihre Aussenwelten zu substituieren. Man stellt sgich in der
Praxie der Forschung auf den Boden desselben Healismus, den man
in der Theorie glaubt ablehnen zu kinnen,

Und wie steht es denn schliesslich um die Gleichartigkeit
des Denkens der iienschen? Ist auch nur soviel richtig, dass unter
gleichen Husseren Umstinden gleiche Urteile gebildet werden?
Zeigt nieht die tédgliche Erfahrung, dass wirkliches Ienken in un-
zBhligen Fillen mit Fehlern durchsetzt ist? lass es auch Geistes-
krankheitenund insbesondere Idiotismus gibt? Wie in ihre Theorien
verrannt und wie wirklichkeitsfremd missen doch Philosophen sein,
die an den gelidufigsten Tatsachen einfach voribergehen!

Uberall werden diese Philosophen in spitzfindige Uberlegun-
gen hineingedriingt, solche wie sie leider einen grossen Teil der
philogophischen Literatur srfillen und in dem Augen vieler alle

Philosophen in Misgechtung gebracht habsan 13. Und eine "eigeng$

1) Liese kiéggbhtung ist Ubrigens ganz neuen Ursprungs. Die unmittel{
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dazu erfundene” Terminologie, oder vielmehr ein Dutzend oder mehr
gsolcher Terminologien, dient dazu, den Autoren selbst und ihren
Lesern den wirklichen Sachverhalt zu verschleiern,

Am krassesten tritt die Fehlerhaftigkeit des idealistischen
Grundgedankens in seiner Anwendung auf Mathematik hervor. Hiervon,
insbesondere von K a n t's "reiner Anschauung" wird in fclgenden
Abschnitten die Hede sein,

Eine meines Erachtens vernichtende Kritik des Subjektivis-
mus, Relativismus, Peychologismus und comit aller idealistischen
Philosophie ist bereits von B o 1l z an ¢ gelbt worden, der
namentlich die Lehre K a n t's an vielen Stellen kritisiert hat
(1815 und 1837), Im gleichen Sinne,und ¢fter fast wirtlich uber-
eingtimmend, hat sich F r e g e gedussert (1884, 1893, 19218),
guch im Hinblick auf Mathematik. Eine Stelle ist schon in der
Binleitung sngefiihrt worden. An einer anderen sagt F r.:

Die gaschichtliéﬁgﬁﬁéigﬂgﬁtungsweisn, die das
Werden der Dinge zu belsuschen und aus dem Verden ihr
Wesen zu erkennen sucht, hat ihre Grenzen, Venn in dem

besténdigen Fluss der Dinge nichts Festes, Ewiges be-

harrte, g0 wurde die Erkennbarkeit der Welt sufhiren

und plles in Verwirrung stiirzen, Bine Auffassung, die

plles in's Subjektive zieht, hebt, bis an's Ende ver-

e —

folgt, die Wahrheit auf, Des Pgychologigche ist vom

Logischen, deg fubjektive vom Objektiven scharf zu

trennen,

e e e —e e

bare Schuld tragen K a n t' 8 Nachfolger: F 1 c h t e,
helling Hegel Schopenhauer, Cohen,
ry u.s.w, DLas mglrov willes liegt gleichwohl bei







Im Vorwort zu seinem Werke von 1893 hat F r e g @ an dem
Beispiel der Logik von B, Erd ma nn eingehend gezeigt, wie
vergeblich das Bemilnen ist, wvon der idealigstischen Voraussetzung
aus zu wirklicher Cbjektivitit zu gelangen,

Viel weiter bekannt gworden alg die Schriften von B, und
Fr, eind Hu s s e r l's Logische Untersuchungen, deren erster
Dand (190C und 1913) eine eingehende Viderlegung des Psychologis-
mus enthilt. Kurzer und nicht minder treffend tehandelt denselben
Stoff, im Hinblick auf die Logik, A. PTf i n d e r (192 5.,159-
184 und an anderen Stellesn),

Leider mugs ich hier auch sagen, dase H u s s @ r 1 seine
Angichten nochmals geiindert hat, und zwar im entgegengesetzten
Sinne: In dem gleichen Jahre 1913, in dem die Logischen Untersu-
chungen in zweiter Auflege erschienen sind, sind nimlich auch die
"ldeen zu einer allgemeinen Phinomenalogie" herausgekommen, die
als H.'s Hauptwerk gelten. Derin finden sich, unter anderem (auf
den Seiten 92, 93), die folgenden Sitze, und zwar, was das Aller-

‘

befremdlichste ist, ohne jeden Versuch zur BEntkraftung des in

dem anderen Buch Vorgetragenen:

e L L LT

Lis Welt des transzendenten "res" ist durchaus

auf Bewusgtsein, und zwar nicht auf logisch (?) er-

dachteg, sondern aktuelles angewiesen.

Pie ganze riumlich-zeitliche Welt ,.. ist ihrem

Sinne nach blogseg intentionsles Sein, also eln sol-

ches, das den blossen sekundéren, relativen (!1) Sinn

eines Seins fir ein Bewuestsein hat,,. dariiber hinaus

Flir eine unbefangene Deurteilung ist es klar, dass das in

diametralem ¥iderspruch steht 2zu dem, was man in den Logischen







Untersuchungen liest (namentlich in § 36), H. bekennt sich nun-

mehr, anscheinend endgiltig, zum "tranzenfentalen Idealigmug".

Dadurch wird die Ubereinstimmung verstindlich, die wir weiterhin

bei den Hiduptern der mathematischen Intuitionisten, Brouwerc

und W e y 1 finden werden (von denen der erste an K a n t, der

zweite an H u s & e r 1 anknipft).

In den "ldeen" findet sich aber doch such (auf Seite 42)

der folgende, nun wieder antipsychologistisohe Eatz;
Zahlenvorstellung (Begriff von der Zahl?) iet nicht
Zehl selbet ... &ie ale psychisches Gebilde zu be-

zeichnen, ist also Widersinn, ein Verstoss gegen den

véllig klaren, jederzeit als giltig einsehbaren,
also vor allen Theorien liegenden Sinn der arithmg-
tigchen Rede,

(Die Hervorhebungen rihren vom Autor selbst her)

Ich vermag, wie gesagt, nicht zu begreifen, wieso, wenn die
dussenwelt des Subfjekts ein "intentionales", also psychisches
Gebilde ist, die Zahlen es nicht sein sollen,

Jiungere Autoren, wie il, W e y 1l und O. Bec k e r, die
gsich auf H. berufen, nehmen weder von diesem iViderspruch, noch
iiberhaupt von den Einwidnden gegen den Fsychologismus Notiz. Eie
gelbst sgind ausgesprochene Ideaslisten und Feychologisten 1)q

Ich weise nicht, was ich von dem allem denken soll,

denn es um die idealistische Philosopnie, in allen ihren
Schattierungen, so steht, wie es darzulegen versucht worden ist,
- woner ruhrt dann ihre unzweifelnaf'te Lebengkraft?

s scheint, dass der Lrkenntnistrieb In der 'enschengeschicl}
te ziemlich jungen Datumeg ist, gleich Kunsttrieben Jebenpr?dukt
einer simer Selektionswirkung, und daher wenig gefestigt 2)

hauptet, es sel keinerlei Widersgpruch wkémx vorhanden. Begrindung |
4
fenlt .

2) In diesem Zusammenhang verdient Erwihnung, dase es schon in der ‘

|
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l) BEec k e r muss wenigstens stutzig geworden gein, denn er be- !‘
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Den primitiven Menschen und griéftenteils auch noch dem Kultur-
menschen, diesem gselbst denn, wenn er die Lrkenntnis nicht nur
als Mittel slslittel zu praktischen Zwecken schitzt, ist die
anthropozentrigche Weltansicht naturlich, zumal sie auch von den
hochstentwickelten Ileligionen systematisch gestiutzt wird, Ein
Fest davon ist die idealistische Philosophie, die eben diese
Ansicht, mit vorgeschriebener Marschroute, zu rechtfertigen sucht,
einerlei. ob sie gich kritisch oder transzendental oder objektiv
cder scnstwie nennt,

€0 finden wir im HandwSrterbuch der Philosophie, das im
Lrgcheinen begriffen ist, in dem Artikel Uber Mathematik und
Naturwissenschaft, bei W e y 1 (einem der Hauptvertreter der
sogenannten Nelativitdtstheorie!) micht nur (auf Seite 89) "das
absolute Subjekt", sondern daneben (auf Seite 68) such ein
Glaubensbekenntnis (!), und die (wohl auch flur manchen Theologen
verwunderliche) Eehasuptung, eine Lehre sei "Religids-bedenklich",
die die "Brde ausg dem Mittelpunkt der Welt verdrangt", Ja sogar
von Blasphemie ist dort die Rede (!), wohl mit Bezug aufl
Nietzeche's ewige Wiederkehr, Der Zusammenhang der idealis-
tischen Philosophie mit gtark-subjektiven Einstellungen liegt
in diesem Falle offen zu Tage. Durch den fliessenden Wehrheits-
begriff (den wir bei demselben Autor schon gefunden hatten
(£.,00), wird alles in ein falsches Licht geriickt. Das Subjekt
will sich nicht darein schicken, dass es ein Stiubchen im Welt-
ganzen ist,

Kilpe hat sich dariiber wie folgt gedussert:

"Jyenn wir selbst die wissenechaftliche Erkenntnis
schaffen, den Gegengtéinden ihre Gesetze vorschrei-
ben (I a n t!) und unsere Begriffe und Grundsitze
2ls ordnende Gegichtspunkte in das Chaoe der Erfah-
rungen (Erscheinungen) hineintragen, denn erhalten
wir eine Superioritét Uber die Gegenstiénde, dann
geht ein idealer Zug eigenen Findens (Erfinden),
Gegtaltens und Wirkeng durch unsere Forschung und
Erkenntnise.”

"Die Stimmung, welche die grossen lMetaphysiker
des 17 .Jahrhunderte und die groesen Naturforscher
jener Zeit erfillte, wird sicherlich besser getrof-
fen, wenn wir sie une als Wesen denken, die dag vor
ihnen aufgeschlagene Euch der Natur mit ganz dem
Inhalt zugewandten Sinn und Geist zu lesen und zu
verstehen suchen und sich mit Andacht in die Ge-
heimnigse, die gie erschliessen wollen, vertiefen,
als wenn wir in ihnen Forscher erblicken, die mit
gelbstgeschaffenen Geagenstinden in selbstgeniigsamer
Produktivitit schalten und walten."”

fy

(Realigierung I, 1912, 8,37, 39.)

Blteren Steinzeit einen Petrefaktensammler gegeben hat,. ban hat-
te ihm seinen Echatz ins Grab gelegt,

Gewissen Indianerstimmen fehlt, wie i, W. B a t e s be-
richtet, Jjede Spur objektiven Interesses. Von ihnen unterschaiderj)
sich gelegentlich sogar Vigel zu ihrem Vortell. E. v. D r y - '
ral s ki erzihlt von seiner Reise, dass eines Tages ein
Kénigspinguin auf das Schiff gewatschelt kam, sich alles genau
ansah, und dann wieder abmarschierte, Einen Kunsttrieb haben
bekanntlich die australischen Laubenvigel.
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Katirlich sind anthropozentrische Einstellungen nicht die
einzige Ursache fiir die Erhaltung der idealistischen Philosophie,
Fhilosophie ist Unterrichts - und Prifungsgegenstand an unseren
Universitdten, Diese aber sind ganz allgemein konservativ, Dei
uns ist, seit XK a n t, die herrschende Schule die des ldealismus,

Auffellend ist, dass - 8o viel mir bekannt - nicht ei-
ner der neueren idealistischen Fhilosophen sich mit Bo l zamno
auseinandergesetzt het, dessen Schriften, nementlich seit H u s-
g erl auf sie verwiesen hatte, gerade in diesen Kreisen hitte
Beachtung finden sollen, Es gibt im Idealismus kaum weniger
"Standpunkte” als Philosophen, ja noch einige mehr, und viel Fa-
milienzwigt. Aber gerade iber das, was allen diesen Standpunkten
den Boden zu entziehen scheint, schweigt man sich aus, Auch
Husserl ist so verfahren,

suf die sogenannten positivigtischen Erkemntnistheorien
- die Philosophie der reinen Erfeshrung - einzugehen, finde ich
im Genzen keine Veranlassung. Eine Verweisung auf dean im Litera-
turanhang zitierten Artikel von 4, R i ehl (1907) darf wohl
genligen, (5,92 - 94). Doch dirfte es angemessen sein, einer neu-
eren Brecheinung zu gedenken, nimlich der Erkenntnis eorie von
Th, Z2Ziehen (1913), und zwar darum, weil die darin vorge-
tregenen Ansichten zu den hier entwickelten im denkbar schirf-
sten Widerspruch stehen.

Diese Erkenntnistheorie ist ganz und gar auf Psychologie
gestellt, Alles wird in ihr hinwegphilosophiert, was den Ausgangs-j
punkt und die Grundlage der vorausgehenden Erbdrterungen bildet.
"Materielles (gemeint ist Physisches) und Psychisches " bedeutet
einen falschen Dualismus, Ebenso Subjekt und Objekt. Ich und
Pewusstsein £ind verkehrt gebildete Begriffe; ganz liberflussig
igt der Begriff des Seing oder der Existenz: Das sind leere
forte 1), Worte, die man nicht durch andere Worte erkléren kann,
gind nicht notwendig leer!

Z., weist unter anderem darsuf hin, dess kleine Kinder den
Ich-Begriff noch nicht haben, Aber daraus folgt doch wohl micht,
dass erwachsene lienschen, besonders wenn sie Erkenntnistheorie
treiben wollen, ihn entbehren kinmen 2). Sogar der Begriff der
laturgesetzlichkeit scheint mangelhaf't zu sein, Die bisher kau-
sal-bedingt gensnnten ‘nderungen von Empfindungen .und Vorstel-
lungen werden gespalten; nur auf die einen wird das ¥ort kausal
angewerdet (1), die anderen heissen parallele Anderungen,

Das genannte Werk eines verdienten Forschers enthilt viel
Gutesg, besonders in historischer Hinsicht, Deherzigenswertes
habe ich auch in einer kleineren Schrift desselben Verfassers
gefunden (Zum gegenwirtigen Stand der Erkenntnistheorie, 1914),

1)

£ 19 und an vielen anderen Stellen.
Ich denke mir, dase Herr Z i @ h e n, wenn er(vielleicht
den blauen Dunst einer guten Zigarre schlur%and} vom Liegestuhl

sus geine Fufepitzen betrachtet - was irgendwo in seinem Buche
vorkommt - seine Bxistenz doch nicht so abfillig beurteilen
wird.

Primiér ist es in der Tat nicht, "Des Ich" ist, wie Kan t
bemerkt hat, Produkt, nicht Ursprung dee Denkens,







Doch wird von unserem Autor der Wahrheitsbegriff bis zum Ver-
schwinden verflilchtigt:; jede Auseinandersetzung damit fehlt
(ebenso wie der Neme von B ol 2z an o). Und was 2, Uber Mathe-
matik sagt (nicht wenigeg§) ist so beschaffen, dass ich auf Kritik
genz verzichten muss, ¥ie sich auch im Falle von W und t ge-
zeigt hat, scheint ein Verstindnis der Meathematik in vorgeruckte-
ren Jahren nicht mehr erreicht werden zu kinnen.

I11.

tuitioniemusg und

e T N %

hinomenolo gie,.

Line gegenwiirtig sehr beliebte Abart des Idealismus heisst

{f4 Intuitionisgmus. So wird eine Ceistesrichtung genannt, die in
L

ihrem extremsten Vertreter, dem franzdsischen Philosophen H.

Bergseson

g das Verstandesmisgsige zur Seite schiebt und ver-

7
meint/ailes Erdenkliche "intuitiv" erfassen zu kinnen,

Unter Intuition ist hier ein unmittelbares, also nicht
durch Schliigse und Eegriffe vermitteltes,Erfassen gewisser Ein-
gichten zu verstehen,

Ein solcheg Denkverfahren ist mbglich und auch unentbehr-
lich, da die Erkenntnistheorie so wenig als irgendeine andere
Digziplin mit einem Nichte beginnen kann, Ich wirde lieber nicht
das Wort Intuition dafiir brauchen, da dieses einen besonderen
Akt des "Scheuens" impliziert und auch eine verdichtige lebenbe-

. o » - '3
deutung hat 1), Das beriihmte Cogith, ergo sum ist ein klaessisches

Beigpiel, Wir finden,als erwachsene denkende Menschen, Empfindun-
gen und Voretellungsinhalte vor., Wir bearbeiten sie mit unierem

Vveretende und formen daraus unser Weltbild.

Volkelt braucht dafiir den Ausdruck Unmittelbare Gewiss-
heit, Verwandt iet S €t 6§ rr i n g's "nicht mehr steigerungs-

ahige Sicherheit”, deren Begriff aber auch das aus unmittelbar-
Gewissgem Deduzierte umfasst.
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Bine vorsichtige Erkenntnistheorie wird jedoch trachten,
g0 weniges als nur miglich als unmittelbar gegeben hinzunehmen,
£ie wird nicht darauf ausgehen, Einsichten, die sich auf einfa-
chere zurlickfilhren lassen, ebenfalls unmittelbar erfassen zu
wollen, Sie wird mit den Selbsttiuschungen rechnen, die dabei nur

allzuleicht vorkommen ktnnen, Sie wir der verstandesméssigen

Eearbeitung des unmittelbar Gegebenen, Begriffsanalysen, Inter-
pelationen, Hypothesen, Idealisierungen die gebilihrende Stellung

einrdumen.

fenige Intuitionen und diese nur mit Vorsicht zu gebrauchen,
ist die keinung von D e s c ar t e s gewesen, den man demnach
wohl ple den ersten modernen Erkenntnistheoretiker wird betrach-
ten dixfen, D, wollte, dase die Degriffe, die die Bagis des
wiesenschaftlichen Gebiudes bilden, "einfache haturen" seien,
damit sie als Cbjekte der "smbination dienen kitnntea 1),

Bei dieser weisen Depchrinkung hitte man es belassen so0l-
len 2), Wire es dabei geblieben, so wire heute jeder vorsichti-
ge und umeichtige Erkenntnistheoretiker, wie D e s cartes,
"Intuitionigt", diese Bereicherung wire nichtesagend. Ich halte
mich an den gegenwlirtig tiblichen Sprachgebrauch, demzufolge
Intuitionisten die heissen, die von Intuitionen wiel weitere
(nach meiner Meinung unzuléssige) Anwendungen machen, wie
Bergdon jund andere,

ias die Erkenntnistheorie als das Mininum des unmittelbar
Gegebenen anzusehen hat, ist nicht leicht zu entscheiden, Zu
dem Thema der vorliegenden Schrift gehdrt es nicht; um so mehr
wird eine Verweisung am Flatze sein.

Eine Liste der in Eetracht kommenden Literatur méchte ich
freilich nicht aufstellen, Sie misste unvermeidlicher Weise lang
und doch sehr lickenhaft ausfallen, und sie wilrde auch, wenn sie
nieht von kritischen Auseinandersetzungen begleitet wire, ja
gelbgt dann, ebenso geeignet sein, den Leser 2zu verwirren als
ihm zu helfen, Chne anderen trefflichen Forschern zu nahe zu
treten, darf ich daher wohl ein einziges Buch nenmen;

Ja. Yo lkelt, Gewiggheit und yahrheit.

l) Nach P, Boutroux, 1227, 5,198,

2) Boutroux findet daran suszusetzen, dasa der Begrilf Jes
einfachen Begriffs nicht klar ist. Das ist richtig, kann aber
m,E, doch nicht gegen 1 e s e ar t e g geltend gemacht werden,
da sich so etwee nicht allgemein prizisieren lésst, sondern die
Entecheidung dariiber im einzelnen Falle getroffen werden muss,
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Darin wird, nach meiner Meinuhg, der bezeichnete Ctoff vielseitig
und scharfginnig, mit einem bei "gelsteswissens schaf'tlichen"
Philosophen seltenen Wirklichkeitssinn, dazu in geschmackvoller,
nicht mit Kunstworten iiberladener Sprache, ilibrigens auch unter
eingehender Wilrdigung abweichender anh_"n{nn iberhaupt griindlich
abgehandelt,

ich weiche von V, in einigen Punkten ab, die mir aber nicht
als sonderlich bedeutungsvoll erscheinen, Sie betreffen faet nur
die Auffassung der Matheanatik,

Im Gegensatz zu dem als notwendig bezeichneten vorsichtigen

Verfahren steht die Philosophie von E e rge o n, die den Haupt-
bestand aller Wissenschaft geradezu ablehnt. o. glaubt sogar,
vermdge liebevoller "Einfilhlung" die Triebkrifte der organischen
Entwicklung auf unserem Pleneten "erschauen" zu kinnen, zu deren
Beurteilung doch wahrlich ganz anderes gehirt Ly,

Lie alte Lebengkraft feiert bei B, inter dem Nemen élan
vital, zu deutsch Lebensschwung y #ine Auferstehung - eine unter
mehreren in neuerer Zeit 2), IEin Hang zur mFEtik ‘verbindet sich
bei diesem Philosophen mit aesthetisierenden und popularisieren-
den Fendenzsn. Ee ist eine regalrachtp Damenphilosophie entstan-
den, der es gewiss an Grosse nicht fehlt, die aber trotz interes-
santer uiHZPlhﬁltPn im Ganzen wohl nicht wiasnns haftlich genannt
werden kenn, ]

Btwes Ahnliches finden wir auch in ﬁﬁutsehland zum Teil
schon friher (ausgeprigt z.B. bel L il t e y), bemonders in
den sogenannten Geisteswissenschaften, als deren eigentliche
.ethode das intuitive Denkverfahren :cn einigen sngesehen zu
werden scheint Z), S pengl e r's Untergang des Abendlandes,
dag Hohe Lied des w1a5en~cﬁaft1ichnn _llpttuntismuﬂ ist allgemeir
bekannt 4). Aber auch Versuche, des mittelalterliche Tenken
ungerer Zeit wieder aufzupro;fen, und allerleil Seelenpchniiffeledi
gehtren in diesen Unmkreis, eine bunte CGesellschaft,

1) 'Evolution créatrigg, 1910,

ung;_q

i :
2) B, B.,Poulton, 2arwsin and Bergson
lnterpretation of Kvolution, 4eitsohrift b e d £ 0 k,
hine Lrwiderung ist nie erfolgt). Siehe ferner LS., Russe "1 1,
Sur indledgs of the external World, 1922, und, fiir den Intuitio-
nismus Aberhaipt die ;Tﬁfprtaticn von ¥, Hanrath s: ber
Evidenz uné Intuition (Donn, 1927),., Siehe auch die Literatur-
angaben in den n Fortsehritten der lMathem iptik, 1912, 8,101,
Fbl Ph, Funk, Vege der Jeschichts rFVISIGn. lioehlend,

(Freikatholische lonatsschrift) 19‘”?~8.
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4) L, N elsomn, Spuk ( ).Gf.HEess enberg, 1922,
H. 8ehol z, 1928,







Der Geschichtswissenschaft und der Philologie mit ihren
langweiligen Studien von Akten, Handschriften, Palimpsesten
geht es {lberhaupt nicht gut. Die vergleichende Sprachwissenschaft
hat eine verdichtige ihnlichkeit mit der ungeheuer uberschiétzten
Naturforschung . Mihelos erschaut der geniale Blick, was gribeln-
dem Verstande ewig verschlossen bleibt, Immer hatten Laien in der
Medizin ausser falschen auch richtige Diagnosen gestellt, also
ist das einfache Schauen die wahre Methode. Und so halen wir denn
nicht nur eine geisteswiesenschaftliche Psychologie 1), sondern
auch schon eine Peychistrie derart, mit einer bsponderen Zeit-
schrift: Der Nervenarzt. Auch der Schulunterricht soll intuitio-
nistiseh reformiert werden 2),.

liit der durchaus subjektivistischen Philosophie E e r g-
£ on's ist eng verwendt die von H use g8 e r 1, die bereits als
"trenszendenteler Idealismug" gekennzeichnet worden iet, aber

Die Intuition heiset jetzt auch Wesenserfassung oder

Jegengschauung - wie in der zeitgenissischen schinen und histo-
rischen Literatur -~ nachdem sie vorher, bei F ic h t e und
Anderen, intellektuale Anschauung gehiessen hatte,

Lag Wesgengschauen ist eine, wie H u s s e r 1 wenigstans

glaubt, neue Forgchungsmethode, die, unter anderem, auch auf

o
_—

gibt nach diesem Autor ein"reines Weeen des Raumes" 3).

B e —————— e

1) £ishe deriiber G, S t 6 prr i n g;: Die Frage der geisteswissen-
schaftlichen und verstehenden Psychologie. Eine Streitschrift.
Archiv fur die gesamte Peychologie, Bd., 58, 1927. (Auch ale

Sonderdruck, )

2) liach Mitteilung einer meiner Kollegen wuBde von vier Priflingen,
die diege Art von Unterricht bereits genossen hatten und gute
HKenntnisse im Lateinischen hédtten haben sollen, nicht einer das
Wort wotum zu iibersetzen., Lin Wort dazu, das als Fremdwort auch
ungerer Sprache angehbrti!

ldeen zu einer reinen Phincomenclogie und phinomenologischen
Philosophie, Jehrbuch fir Philosophie und phfnomenclogische

)
~—

Forschung, 5d.I, 1913, 8,133 - 135,
Eine slte Eekanntgchaft: Bel XK ant hisss dasselbe reine
Anschauung (dee Raumes),
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Die Phinomenologie ist (oder war bis vor kurzem) in der
Hauptsamhe noch eine Wissenschaft der Zukunft, Die AMEspruche,
die H, fiir sie, also fiir geinen Intditionismus, erhebt, sind
gleichwohl nicht gering.

Eesonders schlimm hat es von jeher um die Philosophie ge-
standen, Sie hatte - was gewise richtig ist - FHaum fir eilne
Menge "priveter Meinungen", "Anschauungen", "Standpunkte", Hier
ist nun die Phé&nomenologie berufen, endgiiltig Wandel zu schaffen,
Alle bisgherige Philosophie war von Grund auf verkehrt. An den
wichtigsten Problemen ist sie vorbei gegangen. Es fehlt eine
"Wesenserkenntnis des Dewusstseins". Chne eine solche Phinomeno-
logie des "reinen" Bewusstgeins ist alle naturwissenschaftliche
und psychologische Erkenntnistheorie geradezu widersinnig!!

Die neue Disziplin igt also nicht etwa ein Stlck Psycholo-
gie, Sie ist vielmehr von dieser, ganz besonders aber von der
experimentellen, durch eine tiefe Kluft getremnnt, Sie verlangt
eine genz endere Einstellung und Methodik, nimlich (wie bei
Bergeson) die Methode des Schauens - keine leichte Sache!!
Wer aber diese Schwierigkeit einmal iiberwunden hat, der wird be-
lohnt durch den Besitz einer neuen, beispiellos folgenreichen(!)
apriorischen Grundwissenschaft, die erset die Voraussetzungen gibf
fir eine vollwissenschaftliche Psychologie und Erkenntnistheorie,
ja fur alle Wissenschaft (also auch fiir die Mathematik) 1).

las sind grosse VWorte - aber wie steht es nun um die
Rechtfertigung der geilibten ungeheuer abfilligen Kritik, und um
die Einltsung der gemachten Versprechungen?

Worin der angebliche Widersinn der bisgherigen Psychologie
und Neturwissenschaft begrindet gein goll, eriahren wir nicht,
Jede sachliche Auseinandersetzung mit abweichenden Meinungen,
die in solchem Falle doch wohl als unerlédsslich betrachtet werden ’
muss, fehlt. Insbesondere wird die gesamte reaslistische Literatur
von H, (und ebensc von seinen Schillern) vollstiéndig ignoriert 2).
Wie die Orenzlinie wvon Phinomenologie und Psychologie gezogen -
werden sgoll, ruht in tiefem Dunkel. Hicht einmal die Grundbegrif-
fe der neuen Digziplin werden erklirt, ja, ez werden solche Er-
klarungen, als sngeblich unmoéglich, geradezu abgelehnt., Jede
"lachahmung des mathematischen Verfahrens" soll in der Philoso-
phie nicht nur unfruchtbar, sondern weriehrt und von den gchéd-
lichsten Folgen sein! 35) ks wird dem Leser also zugemutet, zu
errgsten, was mit zshlreichen, zum Teil neuen, zum Teil in neue-
rem Sinne gebrauchten Worten gemeint ist. Und nicht einmel ein
terminologisches Inhaltsverzeichnis hat H, seinen Blchern beige-
geben, um dem Leser eine Husserst unangenehme, Jja genau genommen
unlisbare Aufgabe etwas zu erleichtern,

1)

3)

E, Husserl, Philosophie als strenge Wissenschaft. Zeit-
schrift Logos, Bd.I. 1910/11, S.289 - 3168, Ideen, S.1,

Hieriiber hat schon Vo 1l k e 1 t geklagt (1918, 5.449 ff),

"in den Aupfiilhrungen der Phiénomenologie fdllt vor allem der Ton
unbedingter Sicherheit auf,., 50 etwas wie Gegenbeweise oder
enderslautende Erfahrungen kann es nicht geben, Fir einen Phino-
menologen lebd jeder Andersdenkende schlechtweg ausserhald der
Wehrheit",

ldeen, 5.6,
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Richtig ist ja, dees derartiges in der philosophischen
Literstur keine Seltenheit ist, Aber das rechtfertigt nicht im
mindesten ein solches Verfahren,l), Bs hat doch wohl ein Jeder
das Recht, slles, wae in einer solchen Sprache geschrieben ist,
einfach zur Seite zu schieben. Ich habe mich gleichwonl darum be-
milht, um dem Vorwurf der Oberfliichlichkeit zu entgehen, so wohl-
feil e~ auch in diesem Falle sein wiirde, Aber das Ergebnis ist
Hull gewesen,

Am beeten geht es wohl noch mit dem Worte Phinomen. Lieses
it jedenfalls nicht zu deuten als "LErscheinung" im Sinne wvon
Kant und namentlich H e lmholt 2z, als Erscheinung, hin-
ter der notwendig "ein Ding" steht, Vielmehr bezeichnet es ein
dem Subjekt vor allem Denken Gegebenes, einen unmittelbar aufzu-
weisenden Bewusstseinsinhalt, ohne notwendige Beziehung auf die
Augsenwelt des Subjekts,

Der zweite Grundbegriff der FPhinomenologie fihrt den Namen
Wesen,

Jer Sinn des Wortes Wesen ist schon im gemeinen Sprachge-
brauch wenig klar, Abgesehen von FBedeutungen, die hier nicht in
Betracht kommen (Lebewesen, Gtttliches Wesen, Armenwesen u,s.W,)
kann man jedoch zu Ausdriicken wie Wesen des Staates, der Religion,
des Liberalismus, der Mathematik, bemerken, dase es einen Kom-
plex von Eigenschaften bezeichnet, die an einem Gegenstand des
Denkeng bemerkt werden unéd fir ihn "wesentlich", d.,h., die Haupt-
eache daran sind oder wenigstens dafir gelten, liesgs ist der De-
griff des Aristotelischen (nicht Flatonischen)Eidos, und in der
Tat heisst das "Wesen" bel H, auch Eidog. Wirklich meint ein Be-
urteiler, dags dies der Cinn des VWortes Wesen bei H,., sei.2).

Eei niherem Zusehen findet man indessen, dass das nicht ganz
gtimmen kann. Ein Gattungsbegriff scheint das Wesen immerhin zu
sein,

Wir erfehren von dem Wesen, dess es verschiedene Eigen-
gchaften hat und andere nicht, Es ist"ein neuartiger uagenstandsg
also doch nicht identisch mit dem @ristotelischen Eidos, Mit
individuellem Dasein hat es gar nichts zu tun 4), Es bezeichnet
gleichwohl "zunichst" das "im selbsteigenen Sein des Individuum
ele sein Wag Vorfindliche", Nachher kann es "in Idee gesetzt
werden" :Exx Vesensschau ist auch "Ideation" 5).

Dag Wesen macht also einen Entwickelungsprozess durch, Zu-
eret ist ein Was und dann eine Ildee,

Ferner haben alle"Phinomene"” ein durch unmittelbares
Schauen und nur auf diese Art (wie bei E e r g £ o n) adiiguat

d

2
3
%

[

)

)
)
)
)

Man lese, was (in { 668) der sonst so milde B o 1l z an o dazu
eagt. LEs heisst dort unter anderem: Ein solcheg Denehmen, maz es
auch noch so gebriéuchlich sein, ist und bleibt eine wahre Ver-

sindigung an den Legern, Siehe auch § 844 und 881,

Aloys Mill1ler, Einleitung in die Philosophie, 1925, £.687

?
Ideen, £.10.

Logas, §.314. ldeen, 5.13.

Ideen, §.10.
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(gelegentlich aber auch nicht-adiquat) facsbaree Wesen 1). Diese
Wesensschau ist ein "originkir gebender Akt", der sgich auf ihr
degebenes", das "reine Vesen" bezieht 2), Jede Tatsache schliesst
einen "materialen Wesensbestand" ein, und jede zu diesem "reinen
Vegsen" gehiirige "eidetische Wehrheit" muss gig_ggggﬁg abgeben,

an dag die gegebene faktische Binzelheit, wie jede hiogzliche Uber-
haupt, gebunden ist . Jede Tatsachenwiscenschaft (Erfahrungs-
wissensch hat "wesentliche" theoretische Fundeamente in "eide-
tischen @ntologienYy 4).

Wes auch immer nun dasg geheimnisvolle Wort bedesuten mag,
zwelerlei ist gewiss; Erstens, dass wir aus dem Fsychologischen
nicht hinausgekommen gind, und zweitens sogar, dass wir mitten
im Pgychologismus stehen., Was wir in dem hervorgehobenen Satz vor
ung haben, ist Jja die anthropozentrische These K a n t's, derzu-
folge die Dinge der 7elt gich nach "unserem" Erkenntnisvermigen
richten milgsen (5.00). Insbesondere ist fir die Geometrie (die
der Alten) Wesensschau der letztbegrindende Akt . Ble ist
die "apuf ein Wesensmoment von Dinglichkeit"”, "die Raumform",be-
zogene "@ntologische Disziplin”g)., Ich frage mich mit Erstaunen,
wie der Verfasser der Logischen Untersuchungen, Bd,l1 es fertig
bringt, den Inhalt der Geometrie aus menschlichem Erleben,"Akten",
ebzuleiten? Wird die Geometrie da nicht mit dem Erkennen des
Geometrischen verwechselt?

Ausser Begriffen, die ein Hgg&% haben, gibt as ferner auch
golche, die ein Wesen sind §). Telin gehOren zum Beispiel: Wahr-
nehmung, Phantasie, Urteil, Gefilhl, Wille, Farbe und Ton, aber
auch Zehlen werden gelegen%lich als solche "iesen" bezeichnet §),
und einige der genannten gehtren bald in diese, bald in jene
Kategorie §2), Alle diese #Wegen aber sind etwas im echten Wort-
ginn Apriorisches 101),

Dag Wort Ferbe bezeichnet einen Begriff, fUr den es in
manchen primitiven Sprachen nicht einmal ein Wort gibt, Wir diir-
fen wohl annehmen, es seien konkrete Farben gemeint, etwa Rot
oder Griin. Wie pber gollen diese Vorstellungen aprioriés sein,
wenn der Blindgeborene sie gat nicht hat?! Werden da nicht die
pegriffe spriorisch und nicht-definierbar verwechselt? Und ist
eg denn richtig, dass "Phantasie" nur erschaut werden kann, sich
nicht erkléren lédsst?

Dieges alles ist offenbar sehr wenig durchdacht., Ier darin
hervortretende Missbrauch der Sprache sber wird noch weit iiber-
troffen, Wir werden geradezu mit Kunstworten iliberschiittet, deren
nicht eines ordnungegemii erklért und noch weniger motiviert ist.

B =

[

[

3]

Logos, S5.314, 316, Ideen 5,10,

Ideen, S.11, In Band 11 der Logischen Untersuchungen (1913, $.18)
vergleicht H. die Wegensschau mit K a n t's reiner Anschauung,
von der wir sehen werden, dass gie gar nicht existiert.

ldeen, S.18,

Ideen, 5,19, Auch iiber den Sinn, den H, mit dem Wort @ntologie
verbindet, habe ich nicht in's Klare kommen kinnen, Vielleicht
Grlebnisstrom (eines Subjekts), Vgl, B e c k e r, 1927,

) 1deen, 5,17. 8) ldeen, S.20, 7) Logoe, 5,315,
8) ldeen, £.42. ¢) Logos, 5,315 mmixidemm, 314 (¥Wahrnehmung)

Logos, £,315 und Ideen, 5.9 (Ton).
10) Logoe, 5,314, vgl, Ideen, 5.6,
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Co finden wir auf einer einzigen Seite; Materiales Wesen, Oberste
materiale Gattung, reines regionales Wesen, regionale eidetische
¥issenschaft, regionzle @ntologie, notwandige Materiale Form 1),
ks gibt, um noch eine paar Beispiele anzufihren, "ein Reich der
ragitionalitiit, wo thetisches Bewusstsein jeder Gattung unter
Namen stent" 23, und "In der formalen apoplantischen lNoetik ist

die Einstellung noetisch"3), Zu solchen terminologischen Orgien
kommen schliesslich auch noch Vorstellungen greifbar mystischen
Charakters, { 49 der "Ideen" iest iiberschrieben; Das absolute
Bewusstsein als Nexiddum der Weltvernichtung!

In Summa: Die Phénomenoclogie ist eine"Stendpunktphilosophie
gleich vielen anderen, und zwar die Philosophie eines gchlecht
motivierten, undeutlich bezeichneten und schwankenden Standpunk-
tes, Bine Scheinwigsenschaft, deren sogenanntes Versténdnis nur
durch Kontaktwirkunzen und sonstige suggestive Einflusse erreicht
werden kann.

Nehmen wir indessen einmal an, wir willten was Wesen ist

S0 wurden auch dann noch Iragen zu_stellen gein.,

Welche sind die Hegeln der Wesensschau, oder gibt es keine?
Jarum muss, was der eine erschaut hat, auch der andere erschauen
kénnen? Qder steht es vielleicht so wie mit religigsen Offenba-
rungen, die nicht jeder hat? Velche Sicherheit bestenht, dass mix
dag Lrschaute existiert, oder dass wenigstene nichts Nebeneich-
lichesg erschaut und fiir wesentlich gehalten Wird? U. 8. w. 4

Man bedenke; Es ist noch gar nicht lange her, dass alle
Sachverstindigen darin einig waren, dass die chemischen Eigen-
schaften eines Elementes durch sein Atomgewicht bestimmt eind.
Hiecht Wesensschauerei, sondern eine sehr ausgedehnte und ernst-
hafte Arbeit von Generationen von Forschern hatte diese Meinung
entstehen lassen und gefestigt. Und doch hat eich schliesslich
gefunden, dass sie nicht richtig ist, dass das fir dis Chenie
"Yesentlichste” an einem Element zwar wirklich von einer Zahl
aber von einer anderen Zahl ebhingt, die das Atomgewicht nicht
immer eindeutig bestimmt, Wie kinnen, angesichts eines derarti-
gen Saehtarhaltqﬁ die Wegensscheuer uns zumuten, dass wir das
von ihnen angeblich Brschaute auf ihr ehrlichee Gesicht hin glau-
ben, dass wir Entdeckungen bewundern sollen, die sie selbst
nicht einmal in einer wissenschaftlichen Sprache darzustellen
vermigen?

Bis die wvon i, lediglich anto;ktativ abgegebenen Pauschal-
urteile begriindet, die Widerspriche geiner Theorie weggeschafft
und unvermeidliche TFregen besntwortet sein werden, bis also alles
geklidrt und in eine berechtigten Ansprichen genugende Form ge-
bracht sein wird, diirfen wir mimkkxgiswhexy wohl glauben, dass
"deg gemeine Pack der gewihnlichen Begriffe" fir die Wissenschaft
ausreicht 5).

& ol

L4

ldeen, E, 20,
Ideen, S, 2090.
ldeen 07 .

S.
¥gl. b, ki1 p o, Vorlegungen iber kakix Logik, herausgegeben

von O, S e 1 2 1523, S.149,

Vgl. Ideen, 5,157, H, druckt dort eine Stelle aus der Erkennt-
nistheorie Z i e h e n's (£.413) ganz einfach ab, als ob es
sich von selbst verstinde, dass wer ihm widerspricht, im Unrecht
sein muss. Der Phinomenologk steht eben jenseits aller Kritik,
(Vgl. §.00, Anmerkung).
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whteny VON Fu*nls{arnhaufﬁn° delchen "Sinn" hat unsere eigene Existenz?

I, beklagt sich wiederholt iiber Missverstiéndnisse seiner
Kritiker, auch wohlwollender Beurteiler, diser der Oberflédchlich
keit bezichtigt., Ganz zu vermeiden sind Missverstindnisse natir-
lich nicht, aber die hier besprochene "Philosophie" scheint eigens
dazu "ascnﬂffﬂn missvergtanden zu werden,

Ubrigens wird die Ubertreibung des Schauen-Wollens auch
schon von B o 1l z a no kritisiert, wenn auch in anderem Zusgam-
menhang (§ 315, Anmerkung). -

An die rhinomannlogia Hueserls echliessen sich noch
ganz Hhnliche Ausfilhrungen anderer Autoren an, von denen nur noch
das Neueste kurz besprochen werden soll, Es ist enthalten in einem
?och unvgllendeten Werke von M, H @i degger, Sein und Zeit.
(1, 18237),

y In diesem Buch wird auf den ergten Seiten die Frage nach
dem Sinn vom Sein gesgtellt, Was hat nun diese Frage selbst fur
einen Sinn ﬁaB-IB% gemeint damit? Vas fir einen "Einn" hat z.B,

Darf man an die grosse Gespetzgeberin Natur solche Tragen stellen?
Vss denkt sich also unser Philos oph bel dem Worte finnf

Gigher hatte man gemeint, dass Worte, Sétze und Willens-
handlungen sinnvoll sein ktnnten oder nicht, veit zefehlt! Denn
aul’ Seite 151 lesen wir:

Sinn ist das durch Vorhabe, Vorsicht und Vorgriff
struktuierte Woraufhin des Entwurfs, aus dem her
etwas als etwas verstindlich wirdl!

Hachdem wir so lange im Dunkeln herumgetappt waren, wissen
wir nun endlich, was "Sinn" ist; wonach sich die Verfasser von
#irterblichern der deutschen Sprache in Zukunft zu richten haben
werden, Wir fangen pflichtschuldigst wieder von vorne an, und
lesen dann noch eln Stiickchen weiter:;

+42: Das "Wesen" des Daseins liegt in seiner

;xi:tenz.

£.54: "In-Sein ist... der formale existenziale
Ausdruck des Eeing des Daseins, des die wesenhafte
Verfassung des In-der-Weltseins hat",

£.350: Die Zeitlichkeit zeitigt sich in jeder
Ekstase ganz, d,h, in der ekstatischen Einheit der
Jeweiligen vollen Zeitigung der Zeitlichkeit griindet
die Ganzheit des Strukturganzen von Lxistenz, r&iti-
witit und Verfallen, d.i. die Einheit der Sorge-
gtruktur.

Ein Mysterium, das nur

Von dnrJenigen wird verstanden,
Der entflohen ipt dem Kerker
Der Vernunft und ihren EBanden, "

Jbrigend schadet selbst so etwas einem deutechen Fhilosophenil
gar n1chts. Wer sind schon an allerlei gewbhnt, Je dunkler und
varschrobanar, desto besser, lian nennt das tief, Gegenwirtig und
bis auf weiteres nimmt der Nachfolger Hu s s e r 1's die wvor
Kurzem vakent gewordene Stellung eines lModephilosophen ein,

Ich habe auch noch diesen Philosophen kurz charaskterisiert,
weil auf ihn von 0. Bec k e r, der seinund Hus s erl's
Schiler oder Kollege ist, im Zusammenhang mit Mathematik verwie-
sR/N erd .
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Das DBetriiblichste ist natiirlich, dass solche Abgeschmackt-
heiten Schule machen diirfen, Die besten Kipfe unter unseren
Studierenden werden abgeschreckt, Sie erhslten die philosophi-
gche Bildung nicht, die sie dringend notig haben. Viele andere
sind kritiklos und suggestibel. Diese fallen der Phrase zum
Opfer. Dem gegenstindlichen Denken werden sie fiir immer entfrem-
det,

Den von Hue e erl erhobenen Anspriichen, soweit sie
gich auf Mathematik beziehen, stelle ich die These gegeniiber:

Alles, wag sich iiber mathematische Gebilde sinnvoll sagen lisst,

wird durch Augpagen mathematigcher Natur erschipft, Mit"Phino-

menen"” und einem solchen eigentiimlichen "Wesen", das besonders

-

'erschaut"werden miisste, mit "Intentionalitéten" und derzleichen

hat die Mathematik gar nichts zu tun.

Dieg gilt in vollem Umfans auch von aller richtiz wergtan-

denen Geometrie, dieein Stiick Mathemetik igt wie andere, und

weder von "Bewusgtgeinsstrtmen", noch won Daten abhéngt, die

spug der Sinneswelt stammen 1).

Von dem erkenntnistheoretischen Idealismus unterscheidet
sich der (kritische) Realigmug unter anderem darin, dess ihm
anthropozentrische Vorurteile giénzlich ferne liegen 2). So wenig
er einen brauchbaren Gedenken darin finden kann, dass "alles"
Kraft und Stoff oder etwa "Empfindungskomplex" ist, so wenig

kenn er einsehen, desg "alles Geist"™ oder "im Grunde Geist"

ist, Diese an den liaturwissenschaften erstarkte lenkart wversucht |

ernstlich, die Forderung der Objektivitit iiberall zur Geltung

1) Auch nach S o h 1l i e k ist das Gegenteil hiervon richtig.
lch hatte die Stelle schon zitiert: Allgemeine Erkenntnislehre,
1918, 5.301. Von einer Kritik anderer damit zusammenhiéingender
Unklarheiten sehe ich ab. |

2) Stehe meine realistische Weltansicht (1923), besonders Abschnitt

!
|
ViI, 1

|

iy
Y

1




- - o — S o
\ — 2 e -




zu bringen, Die Unterschiede von Idealem, Peychischem, Materiellem
erscheinen ihm g0 grose, dacs an eine auch nur partielle Neduk-
tion der einen auf dag endere nicht einmal gedacht werden kann,
Psychologistische Ideenbiléungen kiénnen hier gar nicht suftauchen,
Von einer naiven Auffassung der Welt, die Kfrperding und
Erscheinung nicht zu teennen weise, hat freilich auch der wissen-
schaftliche Realismus sich entfernt 1), Aber gersde dieses ist
eine augenscheinlich nétige und durch alle wissenschaftliche Er-
fehrung ebenso wie durch die Prexis des Lebens von Kulturmenschen
gerechtfertigte Exzakrimumg Unterscheidung, Daher hatte ich mir,
bei frilherem Anlass, die unartige Bemerkung erlaubt, man miisste

den (kritischen’) Realismus die Philosophie des gesunden Versgtandes

nennen, wenn es ritlich wire, eine Benennung von etwas herzulei-
ten, das so selten ist und dazu in so geringem Ansehen steht,
Dieger gesunde Vergtand aber ist das, was ich in den Lehrmeinungen
nicht weniger Philosophen vermisse £)  und leider auch bei man-
chen bathematikern vermissen muss. Doch davon spidter. In dem
gesamten Intuitionismus aber muss ich das erblicken, was H u s-

3
g e rl in der bisherigen Philosophie - in aller yhilosophia}-

hat finden wollen, nimlich eine ermstliche Kulturgefehr, der wir

zum Teil schon erlegen sgind. Alle im Rlickschreiten und in der
Auflésung begriffenen Epochen sind subjektiv; dagegen haben alle
vorschreitenden Epochen eine objektive Nichtung, sagte G o e -

thed),

& 03 M=
N Wl Nl N

Lbenda, Abechnitt IV.

:—..o lli.v’ Saﬂ?, 68-

Logos, §.293,

jespréich mit Eckermenn, 20, 1, 1828,
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neben dem Physischen und Psychischen (pecw =d §ulika Web Yupike )

Dagsein werden bezeichnen dirfen.

>l

i¥.
Der Existenzdbegrif?

——= —_————s—— == ]

ider Mathematik,

Nach Platon ist Gegenstand der Mathematik die Erkenntnig

von etwas, dag immer ist, und nicht von etwas, das entsteht und

yergeht 1); also gewise nicht von etwas, das nur in unseren,

einiger Menschen, Kopfen existiert, Eben dieser Meinung scheinen

alle Mathematiker des Altertums gpewesen zu sein,

Dieger Satz riilhrt von Budoxoe her, sagte Archimedes., Higent

lich war er gchon immer da, nur hat ihn Eudoxog zuergt susge-

gprochen 2).
Danach hat der grisste Mathematiker des Altertums dem In-

halte mathemptischer Aussagen (natilrlich richtiger Aussagen)

eine Art von Existenz zugeschrieben; wie wir sagen wiirden, eine
"Existenz", ein Dasein, das dem Dasein physischer und psychischer}
Gegenstiéinde unseres Denkens verwandt, aber wvon diesen Arten des
Daseins ebenso verschieden sein muss, wie gie gelbst untereinan-

der verschieden sind; ein Dasein, das wir mithin als ein Dasein

kilrzer, in iiblicher Ausdrucksweisge, ale ein metaphysigches

Vom Staat, Abschnitt VII, Natiirlich bezieht sich dieser Ausspruch
guf’ das, wae P 1l a t o n von "Mathematik" bekannt war. Auch
fiir uns darf das wvorldufig geniigen - um so mehr, ele P 1 a-
t o n's Seatz suf die spidter (in Abschnitt XI) zu versuchende
allgemeine Definition des Mathematischen ebenfalls passt.
Giehe die Ausgabe von H @ i b e r g, Zweite Auflage, I, 5,2,
Auf diese Stelle hat mich mein Kollege T oc ep 1l 1 tz hinge- i
wiesen, Bs ist nur wiedergegeben, worauf es hier ankommt, und
auch das nur dem Sinne nach, in dem von T, gewdhlten Wortlaut. |
(Ee handelte sich um das Verhiltnis des Volumens einer Kugel I
A

zum Volumen mimmz des umschriebenen Zylinders.)
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Bekanntlich verdankt das VWort Metaphysik seine Entstehung
einem zuralliﬁen Umngtand., Wir kbnnten auch von einem metaphysi-
schen Dasein reden. Dass das Wort Metaphyeik zufolge vielen Misgs-
brauches einen sehr iiblen Beigeschmack bekommen hat, weiss ich,
Ich empfehle es vorurteilslosen Kritikerm zum Zwecke der Verrich-
tung der im vorliegenden Buche enthaltenen Lehren.

Der DBegriff des Existierens, Seins, uaseina, ldsst sich nur
einigermafen, nidmlich "Reiktisch" erhluren, durch Verweisung auf
etwas, dem "Dasein" ltereits zugestanden wird, Ze muss dabei ange-
nommen werden, dess der EZmpfénger der Mitteilung bereits weiss,
was sonst mit Worten wie Dasein, Existieren, "Zs gibt" Fmeint
ist, dass er also die angezogene Vergleichung versteht ?
$.3%, 45). Wenn Jemand sagt "Es gibt Gespenster”, so vprstoht
ein Jeder richtig, cuaf wenn er die Sache bezweifelt. Im verliegeh-
den Felle aber kann es sein, dass Jemand behauptet, gar nichts
zu verstehen, Dann wird nioht viel zu machen gein, Man kann ihn
hichstens fragen, wie denn nun er die Existentialsiitze der Mathe-
matik ausdricken will, und welchen BErfolg er von den dann vorzu-
schlagenden | ndnrunbon der mathnmatlsuuen Kunstsprache erwartet,

“Ein neurer Philosoph. 0. K r a u 8, hat fir das, was eben
als Eegriffsstutzigkeit hingestellt worden ist, einen witzigen
Ausdruck gefunden:

"Eg gibt keine Zahlen, sondern nur kathematiker",

#ie schade, dass solche Perlen des Humore in Geschichts-
blichern der #a1loaoph10 niemalg zu finden sind!

Archimedes muss, nach unserer heutigen Terminolo- |
gie, mindestens in Lezug auf das uathematische, Healigt gewesen

sein 1). Er muss ein "lieich idealer Gegenstinde" angenommen haben §

zu denen jedenfalls geometrische Figuren, wie er sie betrachtet
hatte, zu rechnen sein werden, aber auch Zusammenhidnge von sol-
chen (auf die sioh geometrische Lehrsiitze beziehen), und nicht

minder Zshlen und Zahlenkomplexe, sowie Zusammenhiénge von sol-

chen (Gegensténde zahlentheoretischer Lehrsitze), sowie iiberhaupt
Zusammenhéinge idealer Gegenstiinde, die in unserem Denken sich
als logische Abhingigkeiten spiegeln und selbst auch ideale

Gegenstinde gind, Wir unterscheiden diese Tatsichlichkeiten, wie

es nttig ist, von solchen, die in den "Reichen" des Pgychischen

Ebenso P 1 a2 t o n, weshaldb men auch schon von einem "Platoni-
gchen" Healismus gesprochen hat. P 1 a £t o n war aber nur in
gieser Hinsgicht Healist, in anderer Mystiker,







f—-—')

F

- 4] -

und Physischen sich finden, wie netiirlich auch diese voneinander,
Und wir legen den genannten idealen CGegenstéinden ganz ebenso wie

peychischen und physischen das Prédikat der ¥irklichkeit oder

Realitdt bei, was nur andere Ausdrucksformen fiir die ihnen be-
reits zugeschriebene Existenz sein gollen,

Wegen des songtigen Cebrauchs von Worten wie Sein, Dasein,

Existenz, Wirklichkeit, Realitdt - die ich sémtlich als &qui-
valent gelten lasse - sLQa A. Dyrof f, uber den Existenzi-
albegriff, 1902. "

Den griechischen Gelehrten, heisst es bei P, Eo u -
t roux (19027, 8.75) schienen mathematische "Wesenheiten"
ebenso wirklich oder wirklicher sls die ginnlich wahrnehmbaren
Dinge. Wenn derselbe Aufor aber meint, sie hi&tten keine guten
Algebraiker sein kinnen, weil sie das Mathematische durch Intu-
ition erfessen wollten und alsc nicht bereit sein komnten, die
firklichkeit zu vergessen und nur nit Symbolen zu oprieren, so
tat er ebensowohl den Griechen Unrecht als auch der Algebra, die
gich gewiss der Symbole bedient und bedienen muss, aber keines-
wege in einem Operieren mit blossen Symbolen besteht, Hierauf
wird spiter noch zuriickzukommen sein,

Iie Ansicht won der absoluten Existenz des lizcthematischen

(insbesgondere der natiirlichen Zahlen) ist, wie es sgcheint, nicht

nur die Angicht des zesemten klassisgchen Altertums gewesen, son-

dern puch vieler Neuger, ja wahrscheinlich durch mehr als zwei

Jehrtausende, aller hMathematiker, Ilur unter dieger Voraussetzung

hat eg je elnen Sinn, die lMeathematik sls einen Forgchungszegen-

gtand zu betrachten (wie eg tateichlich alle Mathematiker tun).

liur unter dieger Vorsussetzung gibt es die MOglichkeit einer

objektiven Erkemntnis 1).

Wag Menschen geschaffen haben, kann niemels im gleichen
Einne Gegensgtand der Forschung sein wie Uegenstinde dar Natur
oder der Mathematik, Aus keinem Kunstwerk, keiner Dichtung, kann
mehr herausgeholt werden als wag vorher hineingesteckt worden

war, Studieren wir die Wirkung siner Maschine, s0 studisren wir

1)

Wegen der Mathematik der Griechen siehe auch H, I
[

& und
H., Schol 2, 1928, besonders den Anhang von S z

2 8 8
holz.
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die N&turgesetze, die sich in ihr &ussern, Wir kritisieren aber
dann immer nur das, wee sie uns leisten goll. Und auch nur so wie
etwe die Beschreibung eines llaturobjekts, kinnen wir die mathema-
tische Produktion kritisieren, ks wire ganz sinnlos, die Gegen-
stinde der mathematischen Forschung, etwa die Primzahlen, selbst
einer Kritik unterwerfen zu wollen,

Nur in das Interesse, dags wir an diesem oder jenem nehmen
und an anderem nicht, geht das Subjekt ein,

Mit dem Gesagten lUbereinstimmende lusserungen werden sich
wahrscheinlich, auch aus neurer Zeit, menche finden lassen. kine
zum mindesten gehr Ahnliche Ansicht finden wir bei D e s ¢ a ¥=
t e g, und genau dieselbe bei Bh, H e r m it e:

"Es gibt, wenn ich mich nicht téusche, eine ganze

R L ————— e Tt mma e m—— mrmee— e
—_—— = == -==.

¥elt, ebenso nx;stant wie dle ﬁalt der physikalischen

g ey i S g e i —— — o — - ]

wirklichkeiten, Fla aus der Jasﬁmth91t der mathemati-

e o —— e g —— — e e T Em—
= — =

schen a&hrhelteu besteht, und zu der wir nur mittele

o e . i L o s, T e — T T —
== e =T =

des Verstandes LU"&HU finden ktnnen, Beide sind wvon

- — m——nm— oo = o — i — — e

ung unabhingig, beide sind géttlichen Ursprunge -k

iben dieses war, wie deutlich zu erkennen ist, auch die
Meinung von @, Can to r 2) und auch L. Kroneckerxr hat
den netiirlichen Zahlen einen gottlichen Ursprung zugeschrieben.
In dem, worauf es une ankommt, - allein snkommt -~ stimmen die-

se Autoren iberein: Die Welt der Zahlen (und mit ihnen die Mathe-

1) Zitiert nach P. Boutroux, 1927, 5,196, der auf D a r -
boux verweist,
2) Bine Mitteilung von T o ineear § (1913, 5,60) lésst H e r-
m i t e die C a n t o r'sche Theorie azus theclogischen Griinden
ablehnen. Dag beruhite abter auf einem Lliissverstehen der leinung
: antor's, Spiter goll . zu einem Eewunderer der Lehre C.'s
gewcrden sein.
Jeger der Angichten von D e s c a wt e s, die hier, so
interegsant gie sind, nicht besprochen werden kinnen, sei auf
die Schilderung von Fr. Bou t roux verwiesen,.
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matik) ist nicht ein menschliches Produkt.

der die Mathematik won der mathematischen Literatur zu

trennen weisg, wer den Inhalt eines Lehrgatzes nicht mit seinem

gedachtwerden oder gar mit Sprachformen verwechgelt, wer einen

Unterschied zwischen Richtig und Falsgch anerhtnnt. wer einen

Untersgchied der Wanrheit von ihrem Gegenteil, wer von Entdeckunge

in der Mathematik spricht: Alle diese missen, so gcheint es mir,

im Mathematigchen etwas Objektives, Seiendes, Wirkliches er-

blicken.,

Sie alle sollten sich dazu entschliessen kénnen, dem Mathe-

matigchen (und Logisonen) ein Dasein - ein transsubjektives

lasein - zuzusprechen:; ein Dagein ilberdieg, das wvon allem

Menschlichen, und selbst vom Dagein irgendwie beschaffener, er-

kennender Subjekte, ebenso unabhangip ist wie Sonne, Mond und

Sterne,

Dem Worte hkisthematik haftet leider eine gewisse Mehrdeu-
tigkeit an, Laien verstehen darunter, sogar sehr hiufig, ein
ihnen verhagstes Formelwerk, Worte wie Physik, Botanik, Geschich-
te haben eine deutlichere Priigung. Sie bezeichnen ein Wissen von
etwas, nicht den Gegenstand dieses Wissens, Dies war der Wort-
sinn von pmadqpme ( von usvddvelv | Lernen), Im heutigen
Sprachgebrauch, und such schon in dem der Griechen, bezeiclnet
Mathematik ( pmadvymaciwy ) nicht ein mehr oder minder Zufdlli-
ges und vielleicht nicht einmal richtiges "Wissen" um Mathemati-
gches, sondern den Uegenstand dieses \Wissens selbst. So brauche
asuch 1ech das VWort,

Dag ZEhlen ist (psychologisch) der Anfang alles "Mathemati-
siereng” (Wort von O, E ec k @ r), aber, wie mir scheint, nicht
(logisch) Anfang der Mathematik, Hiervon wird noch die Rede sein,

Trenssubjektiv nenne ich mit Vo lk el t alles, was

unabhéingig ist von dem jeweiligen Bewusstsein des erkennenden
Subjekts, alles mithin, wes nach linwegnahme dieges Dewusstseins
weiter besteht. Das CGegenstick dazu ist Immanent (im Bewusstsein
bleibend)., Die Aussenwelt des Subjekts und adAlles kiathematische
gind transsubjektiv, unsere Empfindungen, Gefiinle und Denkakte

gind immandnt.
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F Ebtwas
indere brauchen fiir transsubjektiv das Wort transzendent
(6. Cantor transient)f fur das Erkennen Apricrisches, zu
dem die Mathematik gehOrt, nenmen K a n t und die Kantiener
tranzendental .

der den transsubjektiven Charakter deg linthematischen
(und Uberhaupt Erkennbarkeit und Mitteilbarkeit von Transsubjek-
tivem) nicht zugeben wollte, (der Solipgist), flir den hatte der
Appell an die fremde Persdnlichkeit und an eine bei ihr vorauszu-
getzende Fihigkeit logischen Denkens keinen verninftigen Sinm,
(Lass diese Fihigkeit bei manchen llenschen schwach entwickelt
ist, geht uns hier nichts an,) Alle Schriftstellerei wire fir ihn
ein Spiel, vergleichbar dem Spiel von Kindern oder jungen Kétz-
chen, die mit sich selbst spielen.

Nehmen wir an, dass Jjener Satz des Ludoxos, von dem Archi-

medes gagte, dass er "immer" dagewesen sel, nie gefunden worden

-~ dnss eg vielleicht puf unserer Erde nicht einmal Lebe-

wire

wesen gebe, wie eg auf' dem liond gewiss keine gibt, so wiirde der

darin festgestellte Sachverhalt dennoch bestehen, eine Wehrheit,

"da sgein",

eine Wirklichkeit sgein,

Eben dieses hatte . Lo t e, nicht gerade in DBezuf auf

Mathematik, sondern in Bezug sufl das Wahre oder Richtige, das
Objektive Uberhaupt, mit folgenden wohldurchdachten Worten zum

Augdruck gebracht:

¥ ir alle gind iberzeugt in dies emy
Aug ; ; blicke,in weloh ﬂ_ﬁ HQHIw;_ den l-n~
halt einer Wahrheit denken, ihn
:;TZZS; t —-;-;-;=§-H;‘;ra ¢ h ;TE_r_;_ZT_:_S_Ezizl_; ;— nur
anerksnnt zu habensauch als wir ihn
nioht daohten, gelt er und wird gel-
tem abgetrennt von allem Seiendoen,
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von den Dingen sowohl als »on uns, undg
i e ice h viel ob er je in der Wirkliech-
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keit deg BEeing eine ergsoheinends®e

R Pp— P J— e
- = e ]

Anwendung findet oder in der ¥irke-
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gengtand einer Erkenntnie wird.

= e e e
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(Lotze's Logik, iZweite Auflage, 1880, und Neue Ausgabe
1912, Nr,.318).

Dieges Zeugnig ist bescnders bemerkenswert, weil es von
einem idealistischen Fhilosophen herrilhrt, von dem der Herausge-
ber, G, M1 s ¢ h mit Heoht sagen konnte.; Es zishe gich durch
Lotze's Werk bis zu Ende die Tendenz, Unvereinbares zu
harmonisieren, um die Bediurfnisse des Cemits in einer theistiechen
#eltansicht zu befriedigen (£.XX)., An entscheidenden Punkten wird
Lotz e, gleich anderen solchen Fhilosophen, zum Lealisten -
wie es nicht anders sein kann,

Natiirlich wird von L o t z e (wie von anderen) unter Seien-}

|
dem oder Wirklichem lediglich Fhysisches und Psychisches verstan-

den.

Lange vorher hatte aus demgelben Grunde B o 1l z a n o
gpinen begriff der Wehrheiten "en sich" formuliert, zu denen alle
mathematigchen und logischen gehSren, Und lhnliches lesen wir bei
Frege (1918, £5.60):

Jenn jeder Gedanke (der Inhelt des Gedeankensg) eines
Egers bederf, zu dessen Devuscteseinsinhalte er ge-
hért, so ist diexer Gedenke nur dieges Trégers, und
eg gibt keine Wigsenschaft, welche Vielen gemeinsam
wire, an welcher Viele arbeiten kiénnten; sondern ich
habe vielleicht meine Wissenschaft, nimlich ein Ganzes
von Gedanken, deren Triger ich bin; ein Anderer hat
seine Wissenschaft. Jeder von uns beschiftigt sich
mit Inhalten seines Bewusestseins. Ein Widerspruch

zwischen beiden Wissenschaften ist dann nicht m8glich i}




Und




e ——— A S e e

1) 3§

- il

und es ist eigentlich milssig, sich um die Wahrheit zu

streiten, ebenso missig, ja beinahe lécherlich, wie

es wire, wenn zwei Leute sich stritten, ob ein Hundert-g§

markschein echt wire, wobei jeder von Beiden den mein-

te, den er gelber in der Tasche hitte ...
Und(ebenda, 5.74):

Ale sichere urundlage der Wissenschaft ... wird
der Naturforscher (und ebemnso, fiige ich hinzu, ein
nient von allen guten Geistern verlasgener lethemati-
ker) eicher nicat etwae anerkennen, dag von wechseln-
den Bewusetseinszustinden von Menschen abhingt. Die

Arbeit der Wissenschaft btesteht nicht in einem Schaf-

et e e

fen, sOnuPrn in einem Entdecken von wehren Gadankﬂn.

e e e e e —— e e e e e e e e
——— P ey A S e

Jer rstronom haLp eine mathematische Wahrheit anwen-

den bei der Erforschung liéngst vergangener Eegeben-
heiten, die stattfanden, als auf Erden wenigstens noch
Niemand jene Wahrheit erkannt hatte, Lr kann dies,

weil das wWanrsein eines Gedankens zeitlog ist. Also
kann jene W§ahrneit nisht erst mit ihrer Entdeckung

entstanden sein.

In der neuesten Literatur scheint freilich eine geradezu
entgegengesetzte Lehre vorherrschend geworden zu sein, Von wem
gie eigentlich herriihrt, weiss ich nicht, Die listoriker der i
iissenschaft migen eg feststellen, weun gie Interegse daran huhan,E
Augdrucksformen, die in diese Richtung weisen, finden sich nach |
R.Eigler schonbei Gelilei, Kepler undlLeil

L1 - .. a g o &
niz lgﬂlb;esnnen von K an t, vou degsen Ansichten gpiter die

trterbuch der philosophischen bepriffe, irti¢kel Mathematik, in
lh dem man utr1rﬁnv noch vieles “rbfillchF finden kann,
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Rede gein so0ll, wird auf die Mathematik als Produkt menschlicher
Ueiptestitigkeit hingewiesen in einem Briefe von G ausgs eon
Beegsel, vom §.4.18%0;

Noch meiner innigeten lberzeugung hat die Raumlehre
zu unserem Wissen a priori eine ganz andere Stellung
wie die reine Ordssenlehre; es geht von unserer Lkr-
kenntnig von jener durchaus disjenige vollestindige
{iberzeugung von ihrer licthwendigkeit (also auch wvon
ihrer absoluten Wehrheit) ab, die der letzteren eigen
ist; wir silssen in Pemuth zugeben, dass wenn die
Zehl blogs unseres gwistes Irodukt ist, der Raum
auch (!) ausser unserem Geiste eine Realitit hat,
der wir e priori ihre Gegetze nicht wvollstindig vor-
schreiben konnen,

Offenbar wollte & a2 u s 8 hier suf den Untersgchied hin-
weigen, der in unserer Terminologie als der Unterschied von idea-
len und empirischen Gegenstinden bezeichnet wird, von denen die
letzten nicht den Charakter von "Denknotwendigkeiten" haben, Der
letzte Satz richtet sich gegen die Lehre K a n t's, die aber
nicht zeradezu abgelehnt, sondern mur als lbertrieben hingegtellt
wird, Es liegt eine Begriffsvermischung wor; Der "Haum", won dem
@auss spricht, ist, wie bei X a n t, einmal menscliliche
Haumvorstellung, denn der Houw Ger Empirie, Wieso sus den "Ge-
getzen" der ergten die Gegetze deeg Raumes, "der pusser ungerem
Geigte eine Realitit hat", such nur teilweize folgen sollen, ist
unklar, Ich michte einem gelegentlichen Ausspruch kein allzugros-

seg Gewicht beilegen,

In aller Schirfe finden wir eine psychologische Auffassung

der Arithmetik sodann bei D e d e k i nd (1872, 1888).
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in der berilhmten Schrift "Stetigkeit und irrationale Zahlen"

ist von Schiépfungsakten, "freien Schépfungen des menschlichen
Geistes" die Rede, was dann Spiitere als "willkiirliche" Schipfun-
gen "des" (7) Geistes, oder "des" Verstandesg oder als"selbstitige
Sohipfungen "der" Vernunft ausgelegt haben, s tritt das schon
kritisierte iiberindividuelle Subjekt auf, Oleich in § 1 heigst
s bei Dedekind:;
"lch sehe die ganze Arithmetik als eine notwendige
oder wenigstens natiirliche Folge deg einfachsten
arithmetischen Aktes, des Zihlens,an, und das Zihlen

gelbst ist nichts anderes als die sukzessive Schipfun

(!) der unendlichen Reihe der positiven ganzen Zahlen,

in welcher jedesg Individuum durch das unmittelbar
vorhergehende definiert wird; der einfachste Akt ist
der Ubergang von einem schon erschaffenen Individuum

zu dem darauf folgenden neu zu erschaffenden”,

Hier wird algo in aller Form die Abhéingigkeit der Arithmeti

von menschlichem lenken,K mithin von der Psychologie verkiindet.

Dag Zihlen ist eine psychische Tédtigkeit, Wie kann man aber zih-
len, wenn man die Zahlen nicht schon hat? Zihlen ist ein Zuordnen
von Dingen, 2zu schon vorhandenen Zshlen! Wenn ein Banguier seinen
Kunden ein Blindel Geldscheine ilbergibt, so hat er sie vorher ge-
zihlt, und nachher zéhlt sie auch der andere, Eeide beziehen gich
auf die Zahlen als ein ihnen gemeinsam Dekanntes, und nicht auf
Zshlungsprozesse, Anders kinnten sie sich iUberhasupt nicht ver-

stindigen. Mithin héngt nicht die Zehl vom Zihlen ab, sondern
gerade umgekehrt die Mbglichkeit eines Zihlens vom lasein der

Zehlen,

Freilich haben beide, der Banquier wie sein Kunde, einst,
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als Kinder, Lpfel oder Nisse zu zhihlen gelernt, ehe sie noch einen§
klaren Zahlbegriff hatten., Aber die Genesis unseres Wissens von
etwags ist etwas anderes ale das Dasein dieses Etwas, Hitten wir
keine Augen, so0 wiirden wir vom bMond nichts wissen, Der Mond wird
dadurch nicht abhingig von uns, dass wir ihh wahrnehmen,

Dieg hat auch ¢, H e s s en b e r g nicht beachtet, in
seinem lesenswerten Aufsatz Vom Sinn der Zshlen,(1922). Auch er
will die Zshlen vom Zihlen sus "entstehen” lassen. Seine Analyse
deg "Sinns" der Zshlen handelt aber nur von den Zahlzeichen.

Nach einem "Sinn" der Zshlen selbst zu fragen, hat auch nach H,
keinen Sinn (£,8),

iiiren die Zehlen wirklich Produkte mensgchlicher Schipfungs-
akte, so wirde jeder Einzelne, der sgich mit ihnen abgibt, sie flr
siech zu"erschaffen" oder nachzuerschaffen haben; s0 wie es
Poincaré in einer geradezu grotesken Form susgesprochen
hat:

Quand Jje parle de tous les nombres entiems, je
veux dire tous les nombres entiersqu'on a inventés
et tous ceux gu'on pourra inventer un jour,,.l)

#ie ist das doch? Kinnen wir uns unserer irfindungen nicht
vielleicht auch wieder entledigen? Da ist zum Beiepiel (nach ei-
ner Angabe bei H i 1 b e r t) sine unbequem grosse Primzahl, die
nicht weniger als 39 Ziffern hat. Ees muss schrecklich milhevoll
sein, sich zu iUberzeugen, dass sie wirklich Primzahl ist., Wie
wire es also, wenn wir sie abschafften? Oder ist sie vielleicht
nur dann eine Primzehl, fiir mich, wenn ich weiss, warum sie es

ist? Und wie, wenn ich das einmal gewusst und wieder vergessen

habten gollte?

|
1
1913, 5,131, Bs heisst dann noch; Et c'est ce"l'on pourra" qui |
est 1'infini, ? !
Poinearé ist als Erkenntnistheoretiker nicht immer |
ernst zu nehmen, so lehrreich seine Ausfilhrungen vielfach auch
sind, Er hatte Freude an Paradoxien., Dahin gehdrt z.,B., auch sein J§
Ausspruch, Geometrie treiben hiesse Messinstrumente untersuchen, w

|
||
1
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lch ktnnte solche Ansichten noch einigermassen verstindlich
finden, wenn sie von Physikern herrilhrten, denen die Mathematik
six ein Hendwerkszeug ist wie Wagen, Pumpen und Spektralapparate,
Als Ansichten von Mathematikern erscheinen gie mir erstaunlich,
Dag Befremdlichste an dem allem ist, dass man nicht gemerkt hat,
worin man sich verwickelte, de man fir das von dem Einzelnen
"Geschaffene" Allgemeingliltigkeit in Anspruch nahmg da doch sonst,
wenn zwei Menschen wirklich etwas schaffen, wie in der Dichtung,
in der bildenden Kunet, das Ergebnis immer etwas anderes, auch bei
grisserer ihnlichkeit nicht in einem einzigen Falle dasselbe ist
und sein kann., Und kaum minder befremdlich ist, dass (meines
Wissens) nicht ein Einziger von denen, die solche Ansichten ver-
treten, das Bediirfnis empfunden hat, sich mit dem auseinsnderzu-
setzen, was durch zwei Jahrtausende in Geltung gewesen ist. Dies
gilt selbet von D e d e k i n d, der nicht so verfuhr wie manche
neuere Berilhmtheiten, sondern gich alles, was er schrieb, genau
zu liberlegen pflegte 1),
In der neueren, grisstenteils von K a n t abhiingigen philoso-
phischen Literatur sind manche ganz naive Pgychologisten. So der
Verfasser des gchon erwihnten Artiekels'"kErkenntnistheorie" im
Handbuch der Philosophie, F r . KEun t z e, Kantianer reinsten
Wagsers. Die Unterscheidung des Gekannten vom Erkennen wird von
diesem Autor zwar als notwendig angesehen, aber nicht durchge-
filhrt, Er iiberschreibt einige Abschnitte; Die Lrschaffung der
natiirlichen Zshlen und Die Erschaffung der Ausdehnung (Anspielung
auf H, G ra s s m a n n's Ausdehnungslehre 7) Aber auch an kathed
matikern ist kein Mangel, die gegeniiber den Schépfungsideen kapi-
tuliert haben, Ausser P o i necaré gehtren dazu i, ¥ e b e rJi
A, Vogse, 0, HEegeenbaesrg und O, Per ¥vo n, ferner
die Intuitionisten. Peychologist war auch H e l1mho 1l t 2

(1887; 1921, 5,72).
Bine gewisse Unklarheit ist schon dadurch hervorgerufen

worden, dass manche zwischen den Begriffen Entdeckung und Erfin-
dung, die der Sprachgebrauch des Lebens sehr wohl zu trennen

weiss, nicht unterscheiden, So merkwilrdiger Weise E 0 1 z a n o,

1)

Eg ist billig, hinzuzufiigen, dass auf das, worsuf s D e d e-
k ind ankam, sein PByﬂhoiOgismus keinen Einfluss gehabt hat.
Bei den spiter zu besprechenden Intuitionisten steht es anders,
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damn auch Poinecaré und Vo s s. Ich kann das nicht
sachgemiss finden. Entdecken kann man nur etwas, das schon da
ist, und das meinen plle Mathematiker, die von Entdeckungen in
ihrer Wissenschaft mdmx reden. Ein Lrfinden dagegen bedeutet
ein mindestens zum Teil wirkliches Schaffen, iZwar sieht sich die
Wissenschaft zuweilen gendtigt, terminologische Unterscheidungen
aufzuheben, wie ich es mit dem Wort Existenz tue, Vorhandene und
wegsentliche Unterschiede (von denen im Falle der Existenz ale-
balg die Rede sein wird) durfen aber dadurch nicht verwischt
werden,

Der Sinn, den wir mathematischen Behauptungen beilegen,
tritt klar hervor in allen bezeichnender Weise sogenannten Exies-

tentialsitzen; Aussagen, in denen irgend einem zunichst nur

hypothetischen Sachverhalt "Jirklichkeit; ein (nicht nur psychi-
gsches) Dasein zugeschrieben wird,

Pie iathematiker sagen allgemein "Es zibt unendlich (oder

unbegrenzt) viele Primzahlen”, Durch den Gebrauch des gzleichen

dortes "Ls gibt" etellen gie Behauptungen, die sich auf Idenles

beziehen, auf gleiche Stufe mit solchen, die Psychisches oder

Fhysisches zum Gegenstand haben,

Und dieses eben pcheint, wenn ich hier such fir andere

sprechen darf, Mathematikern das Netiirliche zu sein: In allen

Kultursprachen finden wir solche Vendungen, die auf den Existenz-
begriff hinweisen, Und warum auch sollten wir und solcher Rede-
formen, die sicher eine wirkliche Analogie zum jAusdruck bringen,
nicht bedienen diirfen, blose weil Philosophen, dieselben Philo-
sophen, die in unzBhligen Fiéllen Jorten der Gemeinsprache die
wunderlicheten Bedeutungen beilegen, gerade in diesem Falle eine
andere Taktik befolgt haben? Vielleicht mag man sagen, dass
Mathematisches nicht "greifbar"™ ist, wie wvieles Physische und

oft nicht so unmittelbar gewiss, wie einiges Psychigche, Hierauf
aber kinnte erwidert werden, dass auch vieles Fhysische nicht

greifbvar ist, wie 2,0, das Innere der grossen Himmelskirper,
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mit Einschluss dieser unserer krde, und dass auch die TFeststellungy
psychischer Sachverhalte oft viele lilhe macht, Ausserdem wird zu
sagen sein, dass jedenfalls als Tatséchliches anerkannt werden
muse, dase zweimal zwei gleich vier ist, und dass man auch von
Tatséchlichem hier nicht reden darf, wenn den Zahlen "Existenz"
abgesprochen werden soll.

Bine dem hier vorgenommenen verwandte Gliederung des Stoffe
unserer LErkenntnis findet sich bei B o 1 z a n o (1837) und
Frege (1918), Das "dritte Reioch"”, (ein Wort, das F r. tat-
giichlich braucht) umfasst jedoch bei diesen Autoren alle Wahr-
heiten, Zum Beispiel wiirde dazu gehtren der Inhalt der Aussage:
Zu Peris wurde am 17 ten April des Jahres 1912, um 12 Uhr 10 Mi-
nuten westeuropiischer Zeit)] eine ringférmige Sonnenfinsternis
beobachtet”, und auch noch der Inhalt dieser anderen: “lch war
dort und habe sie gesehen", i kann dann natirlich nicht behaup-
tet werden, dass die Gegenstinde des dritten Reichs von denen der
zwei anderen Reiche unabhiéngig sind. Die bezeichnete Gliederung
gscheint mir nicht notwendig und weniger natirlich zu sein als die
hier vorgenommene; besonders dann, wenn man den Wahrheiten ein
Dagsein abspricht, wie es B, und Fr, getan haben 1).

Mir auhuin£ die Gliederung, wie gie hier vorgenommen ist,
fir die Zwecke der Erkenntnistheorie ausreichend, Stelle ich
fest Zweimal zwei ist gleich vier; oder Ich denke; oder His ist
leichter als Wasser; so spreche ich in jedem Falle eine konkrete
¥ahrheit aus, und mit solchen Wahrheiten hat es alle Forschung
zu tun, Abstraktere Uahrheiten sind Zusammenfassungen vieler
Einzelheiten und dienen lediglich der Denktkonomie.

In der neueren philosophischen Literatur wird mjhrfach nur
eine Zweiteilung vorgenommen und das Kathematische und Logische
wird dann zum Psychischen gezogen, Lamit hat man sofort das gan- |
ze Llend des Psychologismus. |

Eine Zweiteilung hatten auch die Alten, aber eine von ganz
anderer Deschaffenheit: Sie unterschieden Le%endigaa und Unbeleb-
teg 2)., Eie mussten also das Mathematische und Logische zum
Unbelebten ziehen, Ihre Mathematik war ja auch im Wesentlichen
ein Zweig (der dltestef und elementarstey) der Physik, Die liathe-
matik wiirde also mit der unbelebten katerie zusammenzustellen -
gsein, und zwar insbesondere mit der Luft 3). Dass die Lathematild

(und die Logik) bei der einen Art der Gliederung mit Psychischem
und bei der anderen, die doch wohl auch ihre Berechtigung hat,
mit Physischem zusammen kommt, scheint mir dafiir zu sprechen,
dasg ihr eine Sonderstellumg einzuriumen ist,

1)

-

Offenbar hat B o 1l z ano in diesem Ekx Punkte geschwankt, Denn
gein"erstes Hauptstiick" ist Uberschrieben: Vom Dasein der Wahr-
heiten an sich,
Giene die sehr lehrreiche, auf ausgedehnten Studien beruhende
Errterung in § 20 von Z i e h e n's Erkenntnistheorie, ,
yvy4 urspringlich = iia.uoht Atem, Tov LAme wuxy * Yo
igt (bei Homer) eine Substanz, die den Kirper, wenn er stirbt,
verlisst,







sachen, so entsteht die Gefahr einer empiristischen Auffassung

.

y Fasst man, wie die Alten es taten, "Geometrie" ale eine
Wissenschaft von dem Raume, in dem wir leben, fasst man mithin
geometrische Gehauptungen ale ldealisierungen von Erfahrungstat-

der gesamten Mathematik, Die Griechen, wenigetens die griechischen}
Wathematiker, scheinen aber dieserKlippe entgangen zu sein 1),
krst in der neueren Zeit hat diese Gesamtauffassung der Mathematik
eine gewisse bBedeutung erlangt, vornehmlich wohl unter dem Lin-
fluse von S t. M i 1 1, Nach der Auffassung des reinen Empiris-
mus berunt die Arithmetik auf den Zahlen - die Ordinalzahlen
werden den Kardinalzahlen voran geetellt. Das ZAhlen wird dabei
auf’ den Inhalt von Sinneswahrnehmungen bezogen., Der Empirismus
ist somit, soweit es die Arithmetik angeht, eine Unterart des
rSychologIsmua eine Lesondere Ausgestaltung davon 2),.

lian kénnte sehliesslich dem Vorgetragenen vielleicht noch
entgegenhalten wollen, wirklich dirfe nur das genannt werden,
"wags wirkt", Dag wiirde freilich ein rein-terminologischer Einwand
sein, Und selbet in dieser Hdinsicht kénnte erwidert werden, dase
wer einen Stein ein Wirkliches nennt, doch gicher micht daran
denkt, dass er im Strom des Geschehens steht, nur scheinbar ruht
und in"Wirklichkeit"schon durch gein blosses Dasein "wirkt", Die
einzige Misslichkeit der eingefiihrten Terminologie, die ich zu
erkennen vermag, ist, dass nun das Wort "Mealisierung" (Titel
des Hauptwerkes von K U 1 p e) nicht immer ohne Zusatz versténd-
lich sein wird, Dies aber gcheint mir mehr ale aufgewogen zu
werden dadurch, dass die Diskrepanz zwischen der philosophischen
und der mathematischen Terminologie zum Verschwinden gebracht ist,

Jber dag Verhiiltnis von Mathematik und Logik, die hier beide
zusemmen das "Heich der idealen Gegengtéinde" ausmachen, gehen die
Ansichten auseinander, Es kommt natirlich darauf an, wie man diese
Gebiete genauer umgrenzt, besonders welche Stellung man den Zah-
len (den naturlichen Zahlen) einrfumen will, Sind sie der Mathe-
matik eigentiimlich? Dem gteht entgegen, dass die Logik iiberall
einzelne Gegenstéinde betrachtet, die in begtimmten Anzahlen auf-
treten, und dass man diese Zahlen immer im Sinne hat, auch wenn
mam nicht %aradu 1, 2, 3 hinschreibt, Auch die Aufeinanderfolge
der natirlichen Zahlen wird dementsprechend schon zu den Gegen-
stinden der Logik zu rechnen sein, wie sie denn auch tatsiichlich
in Werken liber Logik behandelt wird, Hinzu kommt, dases auch Zu-
ordnungen, wie gie der LMathematiker braucht, in der Logik nicht
entbehrt werden kinnen, Und dass der Lathematiker ohne Logik
nicht auskommen kann, ist ja selbstversténdlich,

Hehmen wir dies an, g0 wird die gesamte iathematik (wie
wir spater sehen werden) auch die Geometrie) ein Destandteil der
Lo . ole erscheint als eine Ausbild er Logik nach bestimm-
ter Richtung hin 3). Vom lathematik und Logik darf man dann

eigentlich gar nicht gprechen: Die bisher gebrauchte Terminologie

B =

]

Vgl. H a s 8 e und

Bechol =z 1928,
Siehe H. H e lmhol t z, Zihlen und iMesgen, (1887). Ausgabe
von 1921, 5.72,

Diese Ansicht liegt &, F r e g e's VWerk vom Jahre 1893 zugrunde,|}i
Jegenwirtig dirfte gie ziemlich allgemein anerkannt sein, N
|

1.







erscheint ale unlogisch (was gie tatséchlich auch ist, gleich
mancher anderen historisch entstandenen Terminologie). Ich behal-
te sie, aus wohl einleuchtendem praktischem Grunde, gleichwohl
bei: Yorauf es hier ankommt, ist mur, fithlbar zu machen, dass

die Vereinigung von "Logik" und "Mathemetik" zu einem "Heich
idealer Gegenstinde" nicht eine willkirliche Zusammenstellung
heterogener Dinge bedeutet,

Durch ihr Denkverfahren wird die Mathematik jedenfalls nicht
sug dem allgemein Logischen herausgehoben werden konnen, Sie Kinn-
e glch aber suf andere Art umschreiben lassen, Hiervon wird in
einem spiteren Abechnitt (XII) die Rede gein,

Kamnt hat geglaubt, auf Grund der Unterscheidung won
enalytischen und synthetischen Urteilen eine radikale Trennung
von Logik und kathenatik vornehmen zu kénnen, Diesen Gedenken
hat, vor moch nicht allzulanger Zeit, L, N e 1 8 o n aufrecht
zu halten gesucht. Er entwirft folgendes Schema;

Urteile A priori A posteriori
Analytische Logik —
Synthetische Mathematik Empirie

Die Logik soll also das Gebiet der analytischen, die lMathe-
matik dag Gebiet der synthetischen Urteile a priori sein, wie es
eben K a n t's keinung war, Von den Gegengtinden der Urteile
wird dabei abgesehen.

Ich wende hiergegen nicht ein, dass diese Unterscheidung
peychologischer Natur iet, Denn wenn auch, wie ich meine, Logik
und Mathematik von allem Psychologischen unabhéngig sind und in
der erkenntnistheoretischen Eetrachtung der Empirie vorangehen
miilsgen, £0 ist doch damit nicht gesagt, dass "Logik" und "ilathe-
matik" nicht ausgerdem auch Unterschiede in der Art ihres Er-
kanntwerdens, also psychologische Unterschiede darbieten kinnten,

Es ist indessen zwar nicht iUbersehen, aber nicht gewlirdigt:
Dase es sich bei der Trennung von gynthetischen Urteilen (Lrwei-
terungsurteilen) und analytischen Urteilen (Erléduterungsurteilen)
nur um [elativbegriffe handeln kann, Ein und dagselbe Urteil
kann, je nach dem, was der Urteilende im Sinne hat, analytisch
oder synthetisoh sein, Zum Beispiel iest das Urteil: Zu den Prim-
zahlen gehirt die Zahl 2, ganz gewiss anelytisch, Sagt man je-
doch: 2 ist eine Primzahl, g0 liegt ein synthetisches Urteil wvor,
wann der, der es fillt, den Begriff der Primzahl, an dem er zu-
nichst noch nicht gedacht hatte, erst noch hinzumehmen muss,
Beide Urteile driicken aber denselben Sachverhalt aus,

1)

giehe 2,B, Kant und die Nicht-Euklidische Geometrie, Vortriige
und Abhandlungen, herausgegeben von der Zeitsohrift "las Weltall™ |
Heft 13, 19086,

|

|
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Dass die Mathematik(und ebenso die Zmpirie) es nur mit
gsynthetischen Urteilen zu tun haben soll, kommt,bei N, wie bei
Kant , dadurch zustande, dass das Schlugsurteil einer Urteils-
kette, wenn in der Kette ein synthetisches Urteil vorkommt, ohne
weiteres ebenfalls als synthetisch hingestellt wird 1). Auf die-
se Art werden aber sehr wesentliche Unterschiede verwischt, Tat-
gichlich ist die Mathematik voll von unzweifelhaft analytischen
Urteilen, Sie hat es ja mit einem Schliessen zu tun; der Schluss
aber ist der Iypus des analytischen Urteils, "Aus x + y = 3 und
x - y=1 folgt x = 2, y =1 ist, gerade nach der Definition von
K ant, ein erliuterndes, aleo analytisches Urteil, Eine Syn-
these, Jusammenstellung zweier Voraussetzungen, liegt vor, macht
aber dag Urteil nicht synthetisch, Ja es will mir scheinen, dass
diese Art von Synthesen ungemein viel wichtiger ist als der nicht
immer unzweifelhafte Charakter des zu fédllenden Urteils, Auch
hiingt das Richtig oder Falsch eines Urteils gar nicht von der
Art seines Zustandekzommens ab.

Vollends soll nun gar noch #ie Mathematik wvon der"Logik"
unabhéngig sein! Dies sei eine intdeckung K a n t's! (5.19) 2),

Auf die"reine Answhauung", auf die N, sodann zu reden kommt,
und die ihn ebenfalls zu Fehlern verleitet hat, gehe ich hier
nicht ein, Sie wird spiter besprochen werden.

Man hat in neurer Zeit viel gefragt, wie die Liathematik
(oder lathematik und Logik), oder, wie wir nun im gegenwirtigen
Zusammenhang besser sagen werden, wie die Logik "begriindet"
werden kann,
piese Frage scheint mir keinen Sinn zu haben.

Spricht man von der'"Begrundung"” einer genzen Disziplin, so
meint man niemals ihren Gesamtinhalt, sondern ihre Ausgangspunk-
te, Man beruft sich, ganz oder zum Teil, auf schon Anerkanntes
(unter Umsténden suf Methemetik). Oder man stellt das, was man
braucht, sls unmittelbar gewiss hin (wie zu Beginn der Erkennt-
nistheorie). Oder man geht von hypothetischen Annshmen aus, de-
ren Prifung man sich vorbehiélt (wie es, in der Geometrie, die
sogenannten Axiomatiker tun).

4ie man nun die Logik (und also auch die Lkinthematik) sollte

'begrilnden"ktnnen, verstene ich nicht, D, H 1 1 b e r t Jedoch

behauptet, dieses im Stande zu sein, Fiur ihn iet die lathematik
eine "vorasussetzungslose" JUissenschaflt,

Setzt men ein System von Symbolen fest, das die Gesetze der
Logik zum Ausdruck bringen soll und es gewiss auch wirklich tut,
g0 mugs man diege Gesetze schon kennen, Die zugenhlrigen Spiel-
regeln ktnnen nichts begriinden, da sie vielmehr selbst erst
durch die Gesetze der Logik "begrindet"(nimlich motiviert) und
nur eine Zeichensprache sind, fur etwas, das schon de ist. Und

ganz so verfihrt iibrigens auch S ¢ h 1l i ¢ k, Allgemeine Er-
kenntnislehre, 1918, 5,298,

kine verwandte Ansicht hat neuerdings L. L, 'y BErouwer
vertreten, der die Logik auf Mathematik griinden will (oder auf
das, was er unter kathematik versteht).
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zur inwendung dieser Spielregeln braucht man wiederum logisches
Lenken, Nennt man,wie 1 i 1 ber t es tut, die Spielregeln
Axioma, so wird dadurch nicht das Geringste geiindert,

Je H 6§ 1der hat dazu gesagt (1924, 5,325):

Glagubt man, die Arithmetik ., puf Axiome griinden
2u mussen, 80 ergibl sich die neue Aufgabe, nunmenr
die Widergpruchslosigkeit dieger Axiome zu Leweisen,
Dieser Heweig konnte abter .., nur suf Grund ,,, neuer
Axiome gefilnrt werden, u,s.w, Mvan kime: also schlief-

lich suf einen recursus g ad infinitum ,..

Dieser Hinwand scheint mir Qurchechlegend zu sein.

Hitte man im Formelspiel eine Begriindung der Logik, so hitte
msr im Duchstabenrechnen eine Begriindung der Arithmetik, und Hie-
man brauchte sich ilber den Zshlbegriff den Kopf zu zerbrechen,
Lbengo hitte man in gewisgen Strukturformeln die Begriindung gan-
zer Teile der Chemie,

Zuerst kommen doch wohl immer die Dinge, die wir zu erfor-
schen trachten, dann unsere klugen Gedanksn dariiber, und zuletzt,
wenn wir uns iiberzeugen miissen, dess eg mit dem reinen Denken und
insbesondere mit dem Kopfrechnen manchmal seine Schwierigkeiten
hat, erfinden wir uns auch eine Zeichensprache, Wir stiitzen une
auf’ Dinge der Edrperwelt, wie auf Kriicken des Denkens, die ein
vollkommen intelligentes Wesen ganz gewiss nicht nttig haben wiir-
de, Jedenfalls gestehen wir damit unsere Schwiche ein, Ver sagt
"zu Anfang iet das Zeichen", vergisst, dass Zeichen immer etwas
bezeichnen, er macht sus der Not eine Tugend und stellt die
natiirliche Ordnung der Dinge auf den Kopf. .

"Jber die Tragweite deg Grundgedankens der formalen
Arithmetik eind wohl viele Mathematiker im Unklaren,
iien fasst die formale Arithmetik, wie es scheint, im
#esentlichen auf als die inhalt]laha, vermindert um
die Verpflichtung, die Bedeutungen der Zeichen an-
zugeben, In der Tat kommt die Auffassung der Zahlen
als Figuren eigentlich nur im Anfang zur Geltung,
wo jene Verpflichtung drickend ist, Spiter glei%et
man, ohne es selbst zu merken, in die inhaltliche
Arithmetik zuriick,"

{&.lg g e g e, Jrunigesetze der Arithmetik, II,
£.139).

Dies wurde gedruckt im Jahre 1903 uns ist gerichtet gegen
eine Auffassung der Mathematik, die damals von E. i e i n e und
J. Thomag vertreten wurde, Es pagsst aber auch genau noch
auf die Art, wie einige heutige Mathematiker mit den Zeichen um-
gehen,

Es ist bedauerlich, dasg F r e g e, dessgen unverdauliche,
von liiemanden (ich glaube selbet von Eu s e e1 1 nicht) ge-
lesena Begriffschrift gleichwohl ein gewisses Ansehen erlangt
hat, mit seinen sehr viel tiefer geschipften philosophischen
Gedanken keinen Erfolg gehabt hat.
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In t unitionisesmue Kante.

Zu den drei Arten deg Wirklichen, die wir auseinander ge-
ielten haben, kommen selbstverstindlicher Weise noch ihre Zu-
saxmenhiénge unter einender, die ebenfalls als wirklich, existie-

rend, cnzusehen sein werden, die wir aber hier, wo es sich um

Mathematik handelr goll, nicht gystemetisch zu hehkumdmixxkxauzhan
betrachten prauchen, Dagegen scheint es niitzlich, gewisse Unter-
gchiede der drei Reiche zu besprechen,

Zu den wichtigsten Untergcheidungen unserer drei Arten

von Gegensténden gehdrt jedenfalls, dess wir im Physischen es

mit dem Gegensatz von Ding und Erscheinung zu tun haben, dass es

im Psychischen etwas /Ahnliches fiir unser Erkennen, wenigstens

fiir ein unmittelbares Erkennen, nicht gibt (nichts - mnesmentlichil
kein Gehirn ~ "hinter der Erscheinung") und im Idealen gar
keine"Erscheinungen”., WVage H u s 8 e r 1 Zazhlvorstellung genannt)
hat (5.00) exietiert wohl gar nicht, Ich wenigstena habe keine
Vorstellung, nur einen Begriff won Zahlen,

Ein zweiter wichtiger Unterschied ergibt sich aus dem Ver-
hé&ltnis unserer Aussagen zu dem Begriff der Prédzision, Mathema-
tigche Behauptungen erheben den Anepruch suf vollkommene Prizi-
gion, Vom Psychischen und PFhysischen kenn /hnliches nicht gesagt

werden, Allem Psychischen ist eine gewisse Verschwommenheit

sigentimlich, Bmpfindungen haben eine Intensitdt, die sich bis
zur Unmerklichkeit verfliichtigen kann.,und gewisge nicht scharf
angebbare Grenzen nicht ilberschreitet, Vorstellungen haftet deg |

lli il
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einer grisseren oder geringeren Deutlichkeit an; es gibt fliessen
de Uberginge. Und auch im Physigchen haftet aller unserer Erkennt
nis, wiewohl anders als im Fesychigchen, der Charakter der Unge-
nauigkeit an. Auch kémnen wir uns, in Gedanken, eine Welt aus-
malen, die von der, in der wir leben, verschieden ist, Physiker
tun das tatsiichlich, so oft sie den Prozess des ldealisierens
anwenden., Im Reich der idealen Gegenstinde vermigen wir das nicht

Ltwag eingehender mag das verschiedeme Verhiiltnis der drei
fieiche zu den Degriffen Zeit und Raum besprochen werden,

Unter Zeit und Raum verstehe ich nicht etwa, wags K an t
und die Xantianer darunter versgtehen wollen oder wollen, alsgo
nichtes Apriorisches, wvielmelr das, was der Fhysiker darunter ver-
steht, Uegenstinde allerdings nur mittelbarer, nimlich durch
Kirperdinge vermittelter Llessungen (Lliessungen mit Instrumenten
der Ueoditen und Astronomen, Zeitmessungen mit iHilfe von Uhren
und radioaktiven Korpern); und zwar Messungen vom Standpunkt des
menschlichen Deobachiems, desselben, auf den wir, wenigstens zu-
nichst, das Psychische beziehen, Wir betrachten mithin Zeit und
Haum als Gegenstiinde der Erfashrung 13.

Wir kUnnen dazu kurz sagen;

abgesenen von <eit und HRaum selbst hat alles, was dem

"Ileich des irhysisgchen” angehdrt, sein Dasein in Zeit und Raum,

Diegs gilt von allen Kirperdingen und allen Zusammenhiéngen
Zwischen golchen, z.B. von Energiequanten, von Gravitation und
Blektrizitit, von kausalen Abnangigkeiten; von Lebewesen der

Gegenwart und Vergangenheit, natiirlich auch wvon uns ienschen

ks mag vielleicht auch einmal zweckmissig befunden werden, aus
Zeit und Raum (oder ihrer Verbindung zu 2iner vierdimensionalen
Mannigfaltigkeit) ein viertes "Heich" zu bildemn, das dann eine
Artdvon Mittelstellung zwischen ldealem und Physischem einneshmen
wirde.
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die wir ja auch Xdrperdinge sind; es gilt von unseren Iaten und
Untaten, z.E., von Kriegen, Verdriéngungen, Kulturgiutern: Alles,

soweit ee sich um KSrperdinge und deren Zusammenhinge nandelt.

Alles Pesychigohe hat gein Dasein in der Zeit allein:

Alles Yahrnehmen, Fiihlen, lenken von Lebewesen verliduft in
der Zeit und pur in der Zeit, es beginnt und endel in der Zeit,
is kann auf riumliche Dinge bezogen sein, aber darum ist es nicht
selbst im Raume, Dies gilt auch von den Empfindungen, fir die

es zuweilen geleugnet wird 1), Wir lokalisieren als erwachgense

Mengchen, lokalisieren aber denn nicht die Empfindungen selbst,

sondern die Vorginge, die wir als ihre Ursache betrachten,

(Lotze, Helmholtz, Wwund t)., Diesa Lokalisierungen

sind immer ungensu, auch noch in Vergleich zu dem, was physikali-

gche Messungen lehren, und bei Ton und Geruchsempfindungen ge-
lingen sie héufig gar nicht, ebenso bei manchen kbrperlichen
Schmerz-en. Im Falle der Gesichtsempfindungen wird besonders

lehrreich das H e 1 m h o 1 t z'sche {chachbrett und die grossen

i o — e —

Irrtfiimer, denen wir bei Tiefenschitzungen unterliegen 2), ferner
ein von dem Amerikener £ tra tton (1887) anzestellter
versuch 3), Einer, dem ein Bein amputiert ist, verlegt nach wie
vor gewisse Empfindungen in die kleine Zehe, die er gar nicht
melir hat,

Ee wird selbstverstindlich die Abhingigkeit des Psychischen
von gewisgsen physischen Vorglngen nicht in Abrede gestellt -

dag wirde eine Liécherlichkeit sein - &8 wird aber das Psychi-

L

S0 schreidbt Z i eh e n den Bupfindungen "Réumlichkeit" zu
(Lrkenntuistheorie § 27, und in der kleinen Schrift wvon 1914
(B.57).

}in;e etwa X, BUh1ler, Zeit und Heumsinn,im [Handwirterbuch
der lNeturwissenschaften,

ciehe das Zitat F r o b e's auf Seite (U, Lie Hauptsache steht
auch bei Hagemann-Dyrof £, Psychologie, Neunte und
zehnte Auflage, 1921, 5,217,
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sche ale ein von une einfach iiinzunehmendes, Eesonderes, nicht
weliter leduzierbares anerkannt,

Zu dem Psychischen gehdrt auch das Denken von Mathemati-
schem, Wie zu allem Denken, so brsuchen wir aueh zum "Mathemati-
gieren” Zeit, Uas Mathematisohe (Uberhaupt das Logische) selbst
aber ist darum nicht in der Zeit,

Alle idealen Gegenstinde haben ihr Desein unabhingig wvon

Haum und Zeit., Sie gind {iberdies unabhingiz von allem Fhysischen

und Fsychigohenm.

LUie Tatasache, dass zweimal zwei gleicn vier ist, hat mit
Zeit und faum nichts zu tun, und dasselbe gilt von dem Inhalte
gller Aussagen der iWathematik, mtgen sie diese oder Jjene Form
haben, mbgen sie Konditionalsitze sein (Wenn dieses, dann jenes)
cder Existentialsidtze (Ls gibt), mogen auch die Worte Zeit und
Haum gelbst in ihnen vorkommen,

LDegcndere Aufmirhsaakait verdienen Auseagen der zuletzt
renannten Art, denn die Mehrdeutigkeit der Worte Haum und Zeit
hat schoh viele Missverstidndnisse verursacht, unéd sie wird wohl
noeh lange fortfahren des zu tun, Ein Eeéspiel mag niitzlich sein, |

Der fatz; "lm dreidimensionalen Luklidischen Haume gibt es
fiunf und nicht mehr Arten reguldrer Rirper" enthiélt die Worte
Reum und Kbrper. Aber diese"Kbrper" (rolyeder) sind nicht Kérper-
dinge der Physik -~ sie sind es schon derum nicht, weil ec im
gtrengen Sinne regulire Kérper, so viel wir wissen, im Physischen
gar nicht gibt 1), Des Wort Korper bezeichnet in unserem Zusam-
menhang vielmehr einen EBegriff der Mathematik, und ebenso ist es
schon mit dem "haum'

, in dem die “"Kirper" mein collen: TLie

Dag reguliire lkosaeder und rentagondodekaeder werden durch
Xristelle nicht einmal annihernd realisiert.
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Zusiitze dreidimensional, Kuklidisch,bezeichnen, fir den Sachver-
sténdigen geniigend, ein System von Voraussetzungen mathematischen '
("rein mathematischen") Inhalts, Bedingungen, unter denen der
angefihrte Satz, also das in ihnen enthaltene Urteil, wahr ist,
richtig ist, oder gilt: Wir haben es hier ausschliesslich mit
idealen Gegenstinden zu tun, Ebenso, wenn wir z,.B. von Kugeln
reden, Lbenso, wenn in einer Formel der Mechanik "die Zeit"
(eigentlich ein Maass der Zeit ) auftritt, Diese ist dann, fur
das Mathematische an der Sache, einfach eine unabhiingige Verinder
liche, in nichts von anderen unterschieden,

Von allen unseren "idealen Gegenstinden" gilt, villig unab-
héngig von mehr oder weniger deutlichen Bildern, die wir der Rea-
litédt des Physischen entnehmen migen:

Zusammenhiinzge zwischen ideslen Gegenstinden werden (wenn

iberhaupt) stete a priori erkannt.

Es iet eine apriorische Einsicht, dass zweimal zwei gleich
vier ist, und ebenso, dass immer dann, wenn q aus p folgt und
r aus §, auch r aus p folgt, lag der worhin angefilhrte Lehrsatz
immerhin durch Aneinanderfigen von Papp-Dreiecken, Vierecken und
Fiinfecken gefunden worden sein, - so, wie man noch heute, in

Echulen, die Lernenden zu ihm kommen lédsst - er wird demnoch

a priori erkannt,

Alles Denken, sagte K a n t, hebt mit der Erfahrung an,
aber darum stammt es nicht aus der Erfahrung.

ids es gewthnlich, besonders im Sprachgebrauch der Natur-
wissenschaften, LErfahrung heiest, ict ein Geflechte von A-prio-
rischem und A-posteriorischem, das nicht immer leicht zu ent-
wirgen, in seine Lestandteile zu zerlegen ist, Jedenfalls aber
ist unsere Sinneswahrnehmung, wenn sie auch zeitweige ohne Iis-
kontinuitidten vor sich geht, doch im Ganzen unzusammenhingend
und an begrenzte Zeitintervalle gebunden, dazu individuell und
nicht mitteilbar. Gleichwohl findet ein jeder von uns, ale er-
wachsener Mensch, ein zusammenhingendes Weltbild in sich vor
das sich schildern lésst und fortwidhrend erginzt und bnrichtlgt
wird, Mag es zustande gekommen sein, wie es will, eine Verarbei-







tung des Wahrnehmungsmaterials hat stattgefunden.und hat in unse-
rem Geddchtnis Nachwirkungen hinterlassen, und sie findet immer
von fieuem statt, mit oder (meistens) ohne Begleitung von Bewusst-
geinavorgingen. Alles das, was wir hinzu tun, was also nicht aus
der Wahrnehmung stammt, ist g priori. Das A priori geht (miecht
zeitlich, sondern) in logigecher Hinsicht der Erfahrung voran,

Ganz verfehlt ist nach dem im Haupttexte Gesagten jedenfalls
die von Kentl) und spiter noch von R, i ami 1l ton und
Helmholtz vertretene Lehre, die Arithmetik sei eine
Wissenschaft der Zeit,

G.Cantor hat dazu bemerkt, dass die Zeit selbst in
der bescheidenen Holle einer subjektiv-notwendigen apriorischen
Anschauungsform es zu keinem ersprieselichen, unangelfochtenen
dedeinen habe bringen ktnnen,obgleich ihr seit Kan t die Zeit
dazu nicht gefehlt haben wiirde,

Neuerdings hat Brouwer wieder an Kant ange-
kniipf't, und dessen Zeitbegriff mit der Mathematik in Verbindung
bringen wollen, fhnlich W ey 1l und 0. Beck e r, Diese
Autoren verwechseln die Mathematik mit dem Betrieb der m=themati-
schen Wissenschaft, dem "Mathematisierem",

Augsagen solcher Art haben nicht einmal einen deutlichen
Sinn, wenn nicht vorher erkliért ist, was unter Zeit verstanden
werden soll. ist damit "die subjektive Zeit", das Gefihl fir den
Ablauf einer messbaren Zeit gemeint, so ist klar, dass man auf
so0 etwas keine Mathematik griinden kann - diege Zeit hat nicht
einmal die Bedeutung eines genigenden Motive fir mathematische
Forschung, Verweist man aber auf die Zeit der Fhysik, so ist zu
sagen, dags jede Messung den Zahlbegriff zur Voraussetzung hat,
Man macht sich dann einer petitio prinecipil schuldig, Janz klar
tritt der wirkliche Sachverhelt hervor in der Feststellung, dass
alle Messungen der Physiker ungenau sind. Eine solche Aussage
wirde gegenstandslos sein, wenn man nicht einen Zahlbegriff, dem
dag Pridikat der Genauigkeit beigelegt werden kann, schon be-
giigse und im Sinne hitte,

Um Missverstindnisse auszuschliessen, sei noch ausdricklich
btemerkt, dass hier iiberall die Gegenstinde mathematischer, iiber-
haupt "iugiaener" Eehauptungen von dem Inhalte dieser Dehauptun-
gen, die Jedanken sind, unterschieden werden missen, gerade g0,
wie etwa die conne verschieden ist von dem IHhalte unserer Aus-
gagen, unserer Urteile Uber sie,

tiehe z.B. Kritik der reinen Vernunft, zweite Ausgabe, 5.182,
Dort heisst es: "Also ist die Zahl nichts anderes ale die Lin-
heit der Synthesis des Mannigfaltigen einer gleichartigen An-
schauung iiberhaupt, dadurch, dase ich die Zeit selbst in der
Apprehension der Anschauung erzeuge", lMir gelingt es nicht, bei
derartigen Worten etwas Verniinftiges zu denken, Aber andere, die
von "Denken" einen anderen Begriff haben miissen, scheinen
glucklicher zu sein,
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Aus dem Gesagten geht hervor, dass zwischen der lathematik
und ihren Anwendungen auf die empirische Welt (und auch etwa
mbglichen Anwendungen auf rein-Fsychisches) scherf unterschieden
werden musgs,., Fir unser Erkennen deckt sich diese Unterscheidung
mit der eines A priori von A posteriori. Reinlich durchgefihrt
findet man sie kaum je, doch steht das Wesentliche von dem, was
dariiber zu sagen sein wird, schon bei Bo 1 z an o (1910, { 18

Gewbhnlich wird die Tendenz mathematischer Untersuchungen,

die Art des Interesses, das ihre Urheber und deren Publikum daran
nehmen, durch die Worte "reine iathematik", "angewandte Mathema-
tik"” bezeichnet, Zahlentheorie z,B, gehdrt dann zur reinen, ie-
chanik zur angewandten Mathematik, und nech Ansicht Vieler auch
die Geometrie, Dass man demit aber der Geometrie, wenigetens der
heutigen, nicht gerecht wird, geht schon daraus hervor, dasc es

Geometrie oder vielmehr mancherlei Arten von Geometrie in "Riu-

men" von n Dimensionen gibt, wobei n jede beliebige Zahl sein

kann 1). Der Erkenntnistheoretiker kann mit einer so &usserlichen [
Unterscheidung nicht zufrieden sein, Worauf es fir ihn ankommt,

igt der Unterschied won idealen und anderen Gegenstinden,

Auch in Untnrsucnungen. die allgemein der "asngewandten

Mathematik" zugeschrieben werden( solchen der Astronomie, iiber-

haupt theoretischen Fhysik, der Technik, der Versicherunggmathe-

matik, u,s.w.), lidgst gich immer ein der Mathematik (der "reinen"

Mathematik) angehriger Bestandteil nachweisen und heraugpripa-

I'i 8ren.,

1)

Philosophen betrachten zuweilen diese Terminclogie ale eine
logische Spielerei., (L o t z e, Logik, § 172.) Zugrunde liegt
eine fehlerhafte Auffeaessung des Begriffs Anschauung, wovon
weiterhin noch die Rede sein wird,







Vgl. M, Ph, $.17 u.ff (Verhiltnis des induktiven und
deduktiven Lenkverfahrens, _adautung der Begriffe ldeali-
sierung fir die Physik), und G, D o e t s ¢ h, Kantstudien,
Bd,l19, 1924,

lHitte man das immer im Sinne gehabt, so wirden manche
Unklarheiten vermieden worden sein, uaﬂanilich gilt das wvon
der Yahrscheinlichkeitslehre, die es mit dem schwierigen,
aus der empirischen Welt stammenden Begriff Zufall zu tun
Ea;é)qiaho dariilber Do e tsch, J.,B.d,D.M,¥v., £4d,.37,

)

Uberhaupt kenn Idealee von Physigchem (oder Psychi-
schem) niemals in einer Abhingigkeit stehen, die im Denken
gich als logische Abhingigkeit spiegelt. Die Interessen der

Autoren werden nicht durch Griinde, sondern, und zwar immer,

durch lotive bestimmt,

(Ler Grund gehdrt dem Reich des Logischen, das Motiv
dem des Psychischen an, Vgl, Mii 1 1l er - F r e y e o~
f el s, Artikel kiotiv,)

Ich vermigse eine scharfe Unterscheidung (und oft auch
jede Unterscheidung) der kathematik von ihren Anwendungen
nicht nur bei erkenntnistheoretisch-interessierten Mathema-
tikern wie M, P 2 8 ¢ h, sondern ebenso fast Uberall bei
Philosophen, BEei K a n t und Nachfolgern won Kant ist
dieser Liangel zu einer (uelle echwerer Feliler geworden. In
Kant'e Lehre "vom Raume" werden drei grundverschiedene
Begriffe durcheinandergeworfen und mit demselben Wort be-

zeichnet: Der dreidimensionale Euklidische Raum, ein Ln;riff'

der Mathematik; der sogenannte Anschauungsraum, ein von

Pergson zu Person und bei derselben Person in der Zeit ver-

inderliches Gebilde, Begriff der Pgychologie; und der prob- |

lematische Raum der Physik. Ganz ebenso steht es um dessel- '

J

i
ben Philosophen Lehre "von der Zeit" (Vgl, s5.00), I
Jberhaupt hat K a n t durch die Dunkelheit seiner

Sprache und die Verworrenheit seiner Begriffe einen Ausserst

|
|






- A5 -

unglinstigen Einfluss auf die Folgezeit ausgeiibt, ja erfihrt
noch heute fort das zu tunfq

fiehe die erste Auflage meiner Realistischen Veltan-
sicht, 1914, und i\, Rausechenberger, Der Kriti-
gche Idealismus und geine Widerlegung, 1918.

Tage die Vermischung und Verwechslung von Idealem,
Peychischem und Physischem die yuelle der in K an t's
Lehre von Raum und Zeit herrschenden Verwirrung ist, schei-
nen 4dltere Autoren nicht erkannt zu haben; merkw;rdlgar
Weise hat auch i e 1mh o 1 t z diesen Punkt nicht klar-
gestellt, wie wohl ihm die in Betracht kommenden Unterschie-
de vollkommen geliufig waren. Lbenso steht es auch noch in
einer gpiter von H, § ¢ h o 1 z geilbten Kritik (Kantstudien
Bd .29, 1924).

Kant war weder Mathematiker noch Naturforscher
(E. Ad ickes, ebenda)., Es ist daher verwunderlich, dass
gerade in diesen Kreisen viele seiner Lehre fast wie einem
Evangelium anhingen, K a n t's sehr iUbertriebene Meinung,
in jeder VWissenschaft sei nur so viel Vissenschaft, als
Mathematik darinnen ist, hat allgemein Verbreitung und vie-
len Beifall gefunden, Weniger bekannt scheint zu gein, dass
K. von Mathematik nicht viel verstand, und namentlich, dass
er dieser Vissenschaft jeden selbstiéindigen Erkenntniswert
abgesprochen hat, (8 ¢ h o 1 z, £.21,22,)

kan sollte sich doch auch um die schwerwiegenden Ein-
winde kimmern, denen K a n t's FPhilosophie im Ganzen un-
terliegt, Siehe namentlich B o 1 z a n o's Hauptwerk

1837) und F, Bren t an o's Versuch uber die Erfenntnis
herausgegeben von F, Ka s t 1 1, 1913; S.1 - 45) 1). _
Wihrend B o 1 z a n o's Kritik sich gegen einzelne Unklar-
heiten und Widerspriche richtet, die gich in K an t's
Eegriffsbildungen finden, wird von BEr en t a n o die
Gesamtanlage von XK a n $'s Philosophie kritisiert.)

Es ist schon besprochen worden, dasgs nach K an t
die Dinge der Welt sich nach "unserem" Erkenntnisvermégen
richten milseen; was eine der stirksten philosophischen Ver-
irrungen ist, die jemale vorgekommen sind, nur vergleichbar

dem berilhmten esse est ¥src121 - und, gleich diesem, eine
linuptursache grossen Brfolgs. Die Jirkiiehkeit wird verge-
waltigt, jede lMdglichkeit einer objektiven Auffassung von
tatsidchlichem bei den Anhiéngern dieses Uberspannten Aprio-
rismus im Xeime vernichtet, Wit wollem Hechte hat E r e n-
t ano von einer Philosophis der Vorurteile gesprochen,
liichts ale ein Vorurtell war insbesondere L a n t's Vor-
stellung von Geometrie, die auch schon von B o 1l z ano
kritisiert worden ist,

1)

Die Heuptargumente LE o 1 2z a n o's findet man auch in
einer Schrif't eines seiner Schiler: P r i hons k y,
Neuer Antikant, 1850.
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Hach K a n t's Lehre vom Haume hat der Mensch "im Gemithe"§
eine "reine Anschauung", die sich nicht etwa auf kirperliche
Dinge, esondern auf Punkte, Germden und Ebenen, sowie auf anderes
beziehen soll, das zur Huklidischen Geometrie gehirt, dazu aber
auch angeblich "die Form" ist, in der sich das Naturgeschehen
abgpielt. Das letzte hat man heute aufgegeben, aber noch immer
glauben, ausser Fhilosophen, Mathematiker an die reine Anschau-
ung, der zufolge "dem Menschen" (aléé}&uch Australnegern und
Fygmien)als fat‘engaschank von der NHatur die Euklidische Geometri
in die Wiege gelegt sein soll 1), Eg ist das ein merkwirdiges
Beigpiel des Sieges einer Suggestion iUber die unbefangene Deob-
achtung der Wirklichkeit, Denn es versteht sich, dass Niemand
in geinem "Gemiithe" etwas derartiges gefunden haben kann,

Der Punkt so0ll nach dieser Ansicht "ein letztes, nicht
weiter erklérbares Grundelement der Anschauung" sein, das "eine
Existenz im Geiste" hat, "unabhingig won allem Empirischen, wvon
allem Arithmetischen und bloss-Logischen", "eine Denknotwendig-
keit"; und eine golche ist angeblich sogar die Zukljdispche Geo-

metrie, Die reine Anschauung selbst ist "eine ins Trangzendentale

gesteigerte Vorstellungskreft", die von der"empirischen Anschau-

ung" unterschieden werden muss.

Lieges zlles nach H a m e 1, In der Hauptsache gteht das
aber auch schon bei K a n t, der js der Urheber dieser Lehre
igt, darnn bei J, F, Fries, Nelson, Courant und f
anderen, |
|
Die letzte Unterscheidung ist gewiss sehr notwendig, denn: 1

1)

;.E?}; ourant, Xetaewizzaxzekufien Handwirterbuch der hatur-J!
wissenschaften, Bd,VIII, 1913, £,122 und Naturwissenschaften, :
2.,Jahrgang, 1914, 5,59, sowie G, H a m e 1, Uber die philosophi- T
sche Stellung der linthematik, Schriften der Technischen Loch- .

l

|

gchule Charlottenburg, 1928,

l
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Die "Reine" Ansohauung ist ein reines Hirngespinstb gleich

dem Uberindividuellen Ich oder dem absoluten Denken und enderen

philogophischen Chiméren,

#ir haben léngst eine experimentelle Psychologie, und auch
die menschliche Raumvorsgtellung ist wvielfach untersucht worden,
liemalg ist dabei irgend etwas zum Vorschein gekommen, das mit
prizise fagsbaren Eigenscheften ausgestattet wire, noch hat je

ein experimentierender Psychologe so etwas zu finden gehofft,

Siehe X, BUh 1l e r, Artikel Zeit und Raumginn im Hand-
wirterbuch der Naturwigsenschaften (1915), ferner J, F r & b e s,

S od Lehrbuch der experimentellen Psychologie, 1, 1917, Ab-
sennitt 11T, Kepitel ¥ (Cehraum) und 4 (Tastraum), ferner und
vor allem Framnz Hillebdbrand, Lehre von den Gesichts
empfindungen, herausgegeben von F renz iska Hille-
bramnd, 1929, Zweiter Teil: Raumsinn.

Menschliche Heumvorstellung ist ebenso wenig ein exaktes
mathematisches Instrument als des Auge ein optisches ist. Die
Sinnes tduschungen beim Lokeligieren von Gesichtseindriicken sind
geradezu enorm und bedirfen iUberall einer verstandesmiifigen
Korrektur, da uns nur Erfahrung iiber sie unterrichtet, besonders
im Falle der Tiefenwashrnehmung,

Siehe die merkwiirdigen Zahlenangaben bei B id h 1l e r,

Auf den durch Erfahrung ermiglichten Korrekturen beruht es, dass
im praktischen Handeln Sinnestéuschungen meistens unschiédlich
gind, Auch bezieht gich dieses llandeln ja fast immer nur auf
unsere nichete Umgebung, s¢ daes die"stereoskopische Grenze” von
vorn herein ungchéddlich ist, Eiehe die eingehende Untersuchung
bei H illebramnd, Abschnitt II.

Ja eg steht die Naumvorstellung, die wir tatsiichlich haben, ||

mit geometrischen ldeen geradezu im Widerspruch, Eisenbshngeleise

¥

von denen wir wissen, dass gie in gleichem Anstand neben einander
herlaufen, scheinen sich gleichwohl zweimal zu treffen,und zwar
in endlicher Entfernung, was mit keiner Art von Geometrie zu

vereinigen ist, Nur wirklichkeitsfremde lMenschen, idealistische

Philosophen und kiathematiker, konstruieren sich ihr Weltbild
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a priori und werden gelbst durch die alltigliche Erfahrung nicht
belehrt, Ausserdem ist noch iibersehen, dass Vorstellungen sich
gar nicht mitteilen lassen, Jeder hat andere 1).

Und auch in anderer Richtung hitte man etwas weiter denken
kinnen., Sollen etwa kleine Xinder und Iﬁiare Euklidische Vorstel-
lungen haben? Gibt es eine Geometrie der Heuschrecken oder Ein-
geweidewlirmer? Und wann und wo und wie und sus was fir Ursachen
s0ll denn das transzendentale Anschauungsvermbgen samt Buklidi-
scher Geometrie in der Vorfahrenreihe des heutigen kenschenge-
schlechts aufgetreten sein? Etwa damals, als nach Ansicht des -
Uubrigens hochverdienten -~ Jesuitenpaterse E, W a 8 m a n n,
Gott den Vorfahren der heutigen Menschen ihre Seele eingab? All-
milig, ale Selektionsprodukt, kann es sich nicht entwickelt haben,j
denn verschwommen kinnte es unmiglich in prizise abgefassten
Lehrsétzen Ausdruck finden, Und bei welchem Anlass soll in der
individuellen Entwickelung, sagen wir jetzt des europiischen
Kulturmenschen, die transzendentale Anschauung auftreten? Alle
diese Fragen, deren Eeantwortung sich ergibt, sobald man sie nur

o
aufwirft, sind gedankenloser Jei‘a {ibersehen worden!! 2),

Ee ist bemerkenswert, dass B 0 1 z a n 0 auch die Frage
nach der HRaumvorstellung von Tieren aufgeworfen, allerdings wohl
nicht ganz richtig beantwortet hat (1837, § 303, Nr.31).

Eei ganzen Familien von Tieren, die nicht wohl als Reflex-
maschinen betrachtet werden durfen, missen wir eine "angeborene"
(besser "ererbte"”) Raumvorstellung annehmen, die von unserer
"empirischen™ nicht sehr verschieden gein kann (Huftiere, nest-
flichiende Vigel). Wir Menschen aber, und noch viele héhere Tiere,
bringen, wie es scheint, nur eine funktionelle Disposition mit

auf die Welt, nicht eine Raumvorstellung, die sich vielmehr erst
allmihlig, an der iand Erfahrung, entwickelt,

h
—

Bolzano, 1837, § 75. Die Nichtmittelbarkeit von Vorstellun-
gen wird auch sonst vielfach {ibersehen, besonders in Wortschilde-
rungen von Kunstwerken (Goethe's italienische Reise),

Kant selbst ligst gar noch die empirische Anschauung nur
durch die reine miglich sein (Kr.d.r.V., Zweite Ausgabe, £,.200),
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Ubrigens ist auch zu bemerken, dess wir eine Vorstellung vonj
einem leeren Raume wohl gar nicht haben, Wir bevilkern den Raum,
wenn wir ihn vorzustellen versuchen, mit blassen Fhantasiegebilsy
den, die Kombinationen wvon Erinnerungsresten frilher gemachter
Erfahrungen und weniger exakt gind als der Inhalt dieser Erfahrun-
Een selbst.

Eei Besprechung der Philosophie von H u s s e r l war
schon darauf hingewiesen worden, was fur Streiche uns Vorurteile
und Fhantasie spielen kinnen, wenn wir dem intuitiven Denkverfah-
ren zu gzrosses Vertrauen schenken (£.00). Hier haben wir ein Bei-
spiel dazu, (Vas Hu s s e r 1 "reines Vesen des faumes" nennt,
ist offenbar ganz dasselbe wie K a n t's reine Anschauung. Is
werden von Fhilosophen immer neue Worte eingefilhrt, was durchaus
nicht der Verstindlichkeit dient,)

In der axiomatischen Geometrie wird weder eine "reine" noch
eine empirieche Ansohauung in Anspruch genommen. Gleichwohl s-::lmi-‘I
nen moderne Vertreter auch dieser Forschungsrichtung den wahren
Sachverhalt nicht erkannt zu haben, S0 betrachtet D, H i 1 ber t
deg, was er (ausschliegelich) unter Geometrie versteht, ale eine
logische Analyse (gemeint ist wohl Ideslisierung) unserer réumli-
chen Anschauung, und auch Fr. £ ¢ h u r spricht im gleichen Zusam-
menhang von latsachen der Anschauung., Was verstehen diese Autoren
unter Anschauung, die "reine" oder die empirische? In keinem Falle
kénnte ich i solchen Ausserungen mehr erblicken als eine vermeinti|
lich=-philosophische Verzierung oder Liihatta, die gie ihren mathe-
matischen Untersuchungen angehingt haben, und die besser wegge-
blieben wire, In Wirklichkeit ist die Geometrie dieser Autoren,
wie die der Alten, eine Idealisierung von Erfahrungsinhalten
(Ergebnissen von Messungen), Diese aber milssen von unseren Vor-

stellungen unterschieden werden 1),

1) Ausserdem igt noch zu unterscheiden zwischen Fihigkeiten des
Vorstellens oder Anschauens, dem Zustand oder der Titigkeit des
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Selbst ein so konkretes Ding wie die Erde kinnen
wir uns nicht so vorstellen, wie wir erkannt haben,
dass sie ist; sondern wir begniigen uns mit einer
Kugel wvon missiger Grisse, die uns als Zeichen fir
die Erde gilt (Fr e g e, 1884, § 60).

Bei den vorher genannten Autoren hat, wie gesagt, der be-
sprochene erkenntnistheoretische Irrtum keinen Einfluss auf den
logischen Charakter ihrer Intwickelungen ausheiibt, sondern ledig-
lich eine Einengung ihres Interessenkreises zur Folge gehabt,
Eben derselbe Irrtum hat aber beil anderen, die minder vorsichtig

waren, erhebliche Denkfehler verursacht,

Wes in der sogenannten Aproximationsmathematik von F,

Klein Punkt und Gerade heisst, ist ein Klex oder Strich auf |

Papier 1) Dus sind nicht Figuren, mit denen eine exakte Wissen-
gschaf't etwas anfangen kann, Und wenn J, H j # 1 m g fev im
gleichen Zusammenhang seiner "natiirlichen Geometrie" einen "wirk-
lich gezeichneten Kreis" mit seiner"Tangente" nicht blos einen
"Punkt”, sondern "eine ganze Strecke" gemein haben lésst - was
sogar eine unbestreitbare Tatsache sein soll - 2) go ist einzu-

wenden, dass auch da Verschiedenartiges auf unzuliligsgige Weise

1)

Anschauens, und dem mehr oder minder verschwommenen und auf klei- i
ne Raumsticke beschriinkten Inhalt der bei dem Einzelnen und im
Augenblick vorhandenen Anschauung oder Vorstellung.

Anwendung der Differential- und Integralrechn auf Geometrie.
1902, Lithographiert, Der Nebentitel: Line Revision der Prinzipi-
en wird durch den Inhalt in keiner Weise gerechtfertigt. e
mortuis wmil smai  bene heiset: Iu sollst von den Toten in wirdi-
zer Welge reden, Ls heisst aber nicht: Iu sollet alles blindlings
loben, Und auch nicht; Du sollst als verfehlt Bekanntes neu he-
rausgeben und dabei, zur Irreleitung des Anfingers, go tun, als
wire es in schinster Ordnung,

Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar der lamburgischen
Universitit, Bd,I1, 1923,
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vermischt wird. Punkt, Kreis, Tangente sind mathematische Begrif-
fe, gezeichnete Figuren sind etwas anderes. Dazu £ind neu an
diesen Theorien nur die Namen, Sie stellen einen Riickfall in eine
Kinderkrankheit der Mathematik dar, die (spitestens) von E u-

d oxos (408 - 355) volleténdig tiberwunden worden war und die
man wohl filr erloschen hdtte halten dirfen,

Die bei kathematikern wie Philosophen hédufige Verwechelung
der Mathematik mit ihren Anwendungen ist ein typischee Beispiel
fir das, was die Logiker eine Metabagie nennen ( peze (g L0y
& Mo yevey ). Sie erklirt sich, teilweise wenigstens, aus
dem Vorwiegen historischer Interesgen bei vielen, Die Griechen
kannten eine solche Unterscheidung noch nicht, da fur sie, wie
gesagt, Geometrie eine Lehre vom laume der Physik war, Der Ein-
fluss ihrer Art des Denkens aber hat, sehr begreiflicher Weise,
nachgewirkt durch die Jahrhunderte hindurch, Es ist ungefihr so,
wie bei gewissen physiologischen Untersuchungen. VWie pﬁiﬁrische
Jewebe, £0 kinnen auch Gedanken weiter leben, wenn der Organismug
dem sie entstammen, liéngfst der Verganegnheit angehirt.

Der Unterschied, von dem die Rede ist, tritt scharf hervor
in der Auffassung der Zahl Pf.

Fur die Griechen stand die Existenz dieser Zahl wvon vorn
herein fest, Zwar war sie, wie bei uns dag Verhiltniss des Um-
fangs eines Kreiges zu seinem Durchmesser, Der Umfang (des Xrei- |
ges) aber wurde als etwag von aussen her Gegebenes angesehen, wie

irgend ein Natutobjekt, Er war fir das Erkennen aposteriorisch.

Es handelte sich nur noch darum, ihn niherungsweise zu berechnen,

|

In der modernen Analysis wird dagegen der Umfangebegriff a priori

bestimmt, durch einen Grenziibergang definiert,

Unter Geometrie wird gleichwohl noch oft eine Eearbeitung
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empirischer oder vermeintlich-peychischer Daten verstanden; nicht
nur von den zuvor genannten Mathematikern, sondern z.B. auch von
Kronecker,Pasch, Poincaré, B, Veber,
A. Vo g g, und anderen, Diese Terminologie passt nicht in unsere
Zeit, und noch weniger tut es die Beschrénkung der Interessen,
der sie ihren Ursprung verdankt, und die auch heute noch sehr ge-
wihnlich ist bei Autoren, die das Wort Geometrie im Sinne der
Alten brauchen.

Mit alledem ist natiirlich keineswegs gesagt, dass Figuren
und Modelle iiberfliissig sind, sondern nur, dass sie nicht mies-
braucht werden sollen (was schon B ol z a n o0 hervorgehoben

hat). Auch ist fir den Unterricht von Anfiéngern nichts praejudi-

ziert. Im Gegenteile halte auch ich es fiur angebracht, dass in derj
ersten Einflihrung in geometrisches Denken an Empirisches ange-
kniipft wird, Zur Erkenntnis der Bedeutung abstrakten lenkens kann
der Lernende nur allmihlig erzogen werden 1),

Dag iiber die Geometrie der Griechen.Gesagte bedarf wohl nochil

»ie einer Erliuterung. Tatsiichlich haben wie in ihren Deduktionen
nicht, wie wir es vielfach tun, vom Raume gesprochen, sondern nur
von Figuren (im Raume), deren Zusammenhinge entwickelt werden
kénnen, ohne dass man von dem Begriff Raum (dem eines Xontinuums
von drei Dimensionen) Gebrauch macht, Daraus eber folgt nicht,
dase sie den Raum (nimlich den der Physik) nicht im Sinne gehabt
hitten 2). Ler Raum ( T& ‘wevor , der leere Haum) wird
eben beschrieben durch die Eigenschaften der in ihm miglichen
Figuren, Ein Kreis muss auch fir die Griechen ein Hontinuum gewe-
gen sein (nicht nur ein Inbegriff von abzédhlbar-unendlich wielen
Punkten), wiewohl sie den modernen Begriff des mathematischen
Fontinuums nicht hatten,

——— e e e e i e

1) Kurzlich ist ein tepffliches Buch erschienen. W, S c¢c h w a n,
Llementare Geometrie (1929). Es kinnte, wie ich glaube, besonders
den Engléndern zum Ersatz des scgliesslich doch wohl einmal abzu- [§
gohaffenden "Buklid" empfohlen werden, |

2) Nach P e@ n @ sollen sie nicht einmal ein Wort gehabt haben,
das unserem Raum entspricht.
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Angesichts der vielen Grenziiberschreitungen, die tatséch- §

lich vorgekommen sind, wird hervorzuheben sein:
Haum und Zeit sind Forschungsobjekte der Physik, Cie fallen

algo nicht nur nicht in den Kompetenzbereich desg Philosophen,

gondern auch nicht in den des Mathematikersg.

Alles was der Mathematiker zur Erkenntnis von HRaum und

Zeit beitragen kann, ist, die dazu nitigen Hilfsmittel bereitzu-
ante
stellen, Und dieser Aufgabe $oh die mathematische Forschung denn

auch, wenn ich nicht sehr im Irrtum bin, zur Zufriedenheit der
Physiker gerecht geworden.

Lie Erkenntnis des trans-subjektiven, nicht spezifisch-
ilenschlichen, Charakters aller Mathematik- hat zu der Aussage
gefiihrt, intelligente Wesen auf einem anderen Himmelskdrper
miussten "dieselbe" Lathematik haben wie wir, Des kann nun frei-
lich nicht ganz stimmen, weil die Form der Aussagen nicht die- §

Selbe zu sein braucht und die Umgernzung des zu irgend einer Zeit §
bekannten Stoffes auch nicht. Sehen wir aber ab von allen Zu-
fdlligkeiten unserer Sprachen und anderen Nebendingen, so ist
an dem Satz, dass es unbegrenzt viele Primzahlen gibt, wirklich
nichts liengchliches zu erkennen, und auch nicht an dem einfachen
Cewels, den schon das Altertum kannte, und den ung Eu k 1 i d }
iberliefert hat,

Die Miglichkeit einer Existenz intelligenter Wesen auf
anderen Himmelskdrpern ist, soviel bekannt, zuerst von G i o r-
dano BErumno angenommen worden., Er hat diegen Gedanken
aber mit mystischen Vorstellungen verguickt, und in noch htherem
linasse war dies der Fall bei F r. N i etzsgeche, dessen
Gedanke einer "ewigen Wiederkehr" wohl mchon ein Frodukt von
redankenflucht, jedenfalls aber von Unkenntnis der Physik war,

e e et

e iet hier vielleicht der Ort, schliesslich noch eines
Begriffs Erwihnung zu tun, der nnuﬂraings vielfach durch das
Wort lrrational bezeichnet wird, Mit dem mathematiseh-Irratio-
nalen hat er nichts zu tun, Er bezeichnet vielmehr das flr
menschlichen Verstand nicht Erfassbare, (Ungefiihr, aber nicht
genau, E, du Bois-Reymond's I?noragﬁgmut.}

Die Natur in ihrer Totalitit iet sicherlich irrational,
und die menschliche,iberhaupt tﬂierische, reyche nicht minder.
Mit Hilfe dieses Begriffs lédsst gich das Verhalten des Healisten
wenigstens zum Psychischen durch eine, wie mir scheint, sehr
glilcklich gefasste Formel bezeichnen:

Alles igt gleichmilgeig irrational, und mlles igt gleich-
missig retionsbel (L, L a & k).

"Hationabel"heiget denn natiirlich nicht, dass es gelingen
knnte, der physischen Wirklichkeit durch eindeutige
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Zuordnung 1) adiguate Gedankengebilde gegeniiberzustellen, wie es
noch neuerdings der Naturphilosoph M, S e h 1l i ¢ k lehrt, der
daes Erkennen gersde auf diese Art definieren will, Alles Natur-
erkennen liefert uns Bruchstiicke, Einsicht in einzelne Kausale
und andere Abhingigkeiten, lationalisieren kani: niemale mehr be-
deuten, Immer muss von vielem ebgesehen werden, des die Wirklich-
keit bietet (Prozess des ldealisierens, der mit"ldealismusnichts
zu tun hat), Vieles entzieht sich schon durch seine Verwickelung
unserer Linsicht, manches gewies sogar I'ur immer. Solche Licken
unserer Erkenntnis, die der kritische Realismug ale ein Unvermeid-
liches hinnimmt (ohne iibrigens damit der Forschung Schranken zie-
hen zu wollen!), suchen philogophigche "Systeme" und die religid-
sen sogenannten Jeltanschauungen suszufullen, aber nicht mit dem
Mittel des Fationalisierens (Meterialismus und sndere Ismen; Gott,
Freiheit, Unsterblichkeit)., Diese alle haben miteinander gemein
dass sie nur durch ungeheure Cedankenspriinge zustande kommen, oft
auch unter Beigeitesetzung von Tatsiichlichem, Sie sind keiner
Kontrolle fihig (S t 8 r r i n g). Eine vors<itge Torschung
kann ihr Verfahren nicht als wissenschaftlich gelten lassen, und
besonders muse fich der Erkenntnistheoretiker gegen die Cinmischung
von noch so erhabenen Gefilhlen und fertig mitgebrachten Uberzeug-
ungen wehren, Dieg hat sogar ein so gottesflrchtiger Forscher
wie Bolzeano getan 2), der in diesem Punkte allerdings
nicht ganz folgerichtig verfuhr, Wie die Mathemstik, so ist auch
die Erkemntnistheorie %unﬁ die Wissenschaft iliberheupt) ausschlief-|§
lidch Sache verstandesmissiger Uberlegungen, kein Tummelplatz fir §
die Entfaltung von Gemiithstiefe und von leigungen mystischer Art,
Dag wichtigste hittel zum Hationalisieren ist die Mathmatik,
In der lathematik isgt alles rational (mit Einschluss des mathema-
tiech-lrrationalen). -
Lben dieses ist, beiléufig bemerkt, eine der Ursachen dafir,
dass viele die Mathematik nicht leiden mbgen 3). In den Augen nid
weniger ist Ratiohalismue beinshe ein Schimpfwort ( ="Aufkliricht"}§
Sie halten es fiir gleichbedeutend mit Oberfléchlichkeit, wofir
die tatsidchlich grauenhafte Oberfléchlichkeit einiger Naturfor-
gcher doch wohl keinen Vorwand abgeben sollte, Alle diese Kritiker
gind geborene Feinde aller echten Wissenschaft,

Dag in der Mathematik dafiir ibliche Wort ist Abbildung. Man hat
daher, ganz sachgemiss, von Abbildung des Physischen auf Gedanken-
dinge geredet, Las ist missverstanden worden, und es ist daraus
eine liécherliche Polemik gegen die "Abbildtheorie" hervorgegangen, i
die gich bie in die neueste Zeit hineinzieht,

315, xmmekrumg Anmerkung.)

Andere Ursachen sgind oft erdrtert worden., Siehe etwa A, V O B B,
Die Beziehungen der Mathematik zur Kultur der Cegenwart (Sammel-

Vgl. Wissenschaftshehre, §

werk Kultur der Gegenwart, Bd.I1II, 1914),
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Dasg Erkennen nathematischer

Fah rohee o090 .

.

Aug den gegchilderten Primissen - denen eines "mathemati-
scher HRealismus" - ergibt sich noch einiges mehr,

Der mathematische Healigt kann zwar in Bhnlicher Weise wie
etwa der Historiker, fest davon iuberzeugt sein, dass in den Grund
lagen seiner Wissenschaft allee in vollkommenster Ordnung ist,
Dennoch wird er zugeben miissen, dase selbst allgemein anerkannte
"Vahrheiten" mit Irrtum durchsetzt sein kiénnen, LEr braucht sich
nur der Geschichte seiner Wiesenschaft zu erinnern, Und er wird
Aussagen der kathematik auf &hnliche Art gegeniiberstehen, wie et-
wa Behauptungen, die sich auf Gegensténde der Heturwissenschaften |
beziehen, Er wird sagen, das komme darin zum Ausdruck, dass wir
die gleichen Worte brauchen:; Richtig und Falsch, Wahrheit und
Irrtum, Das Richtige oder Wahre heisse eben: Wirkliches im Reiche
dieser oder jener Gegenstidnde.

Wihrend nun der Physiker wie der Psychologe iiberall auf
Wehrnehmungen als letzte Quelle seiner Erfahrungen verweisen kann
hat der kathematiker nichts derart zur Verfiigung, Wie kann er
trotzdem zu Erkenntnissen kommen? Welche sind die Quellen geiner

Weisheit?

i
Zuniéchet bietet sich eine Antwort auf diese Frage dar, die, |}
g0 einleuchtend sie scheinen muss, doch den wirklichen EadingungeJ

;.m. : _ |
mat tischevProduktion keineswege gerecht wird, |

Wir fipnden die natirlichen Zahlen, wenigetens kleine Zahleng
vor., Hicht vermége eines besonéeren Denkverfahrens (Intuition),

Vielmehr kennen oder haben wir sie ganz einfach, wenigstens als
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erwachsene lienschen, Wir haben ausserdem die Mtglichkeit, Zuord- @§
nungen zu stiften, auch zwischen Zahlen, Wir verfiigen liber das
Verfahren der vollstindigen Induktion, Und mit diesen Mitteln des

Denkeng, die allesamt apriorisch sind, entwickeln wir sodann die

weitere lMathematik,

Ich bezweifle nicht, dass das alles zutrifft. Aller mathe-
matischeyUnterrichty geht, soweit er auf liickenloses Denken Wert
legt, gerade auf diese Art zu Werke, und es ist nicht zu sehen,
wie anders verfahren werden kénnte, Dennoch ist dabei ein wesent-
licher Umstand {ibersehen,

liehmen wir irgendeinen Bestand mathematischen Wissens als
im Geiste des Einzelnen vorhanden an, so kann von da aus in vie-
len Richtungen weitergedacht werden, Ein Mathematiker aber, der
ohne weiteres darauf los schliessen wollte, wiirde nicht leicht,
vielmehr nur zufiédllig einmal, Bemerkenswertes erreichen. Er wiirde
seinem Forschungsgebiet auf eine éhnliche Art gegeniiberstehen,
wie ein BElinder einer unbekannten Gegend, Er kann nie wissen,
wohin er gelangen wird., Es muss also noch anderes und nicht min-
der Wesentliches hinzutreten.

In der Tat haben wir Denkmittel zur Verfligung, die uns er-

lauben, aus der unermesslichen Mannigfaltigkeit des mathematisch-

Wirklichen eine Auswahl zu treffen, die unserer Absicht des Er-

kennenwollens bessger entspricht als das Gerathewohl blossen

Weiterschliessens, Das Wichtigste davon ist die Phantagie.

Unter Phantasie ist éﬂt& zu verstehen ein undiszipliniertesJ

triebhaftes Denken, ein Denken, das sich um die Regeln der Logik

nicht allzuviel kiimmert, also vielleicht Nichtiges und Falsches
kritiklos vermischt und und bald dieses bald jenes vor Augen

zaubert; Eine schwer zu analysirende, oft unterhsld der Bewusst-
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seinsschwelle verlaufende 1) Titigkeit unseres Geistes, deren
ganze, aber nicht zu unterschitzende, Eedeutung fur die Wissen-

schaft darin besteht, dass sie uns liotive fir die eigentliche

Forschung liefert, Wir bilden uns, auf Grund von Kenntnissen, die
wir schon haben, eine mehr oder minder deutliche, vielleicht nur
sehr verschwommene; Vorstellung von dem, was erwartet werden darf,
wenn wir in einer geeigneten Richtung weiterschliessen werden.
Und veranlasst durch solche Vorstellungen suchen wir zu ermitteln,
ob das Vermutete wirklich ist; Jetzt tritt das logische Denkver-
fahren in gein Recht, die Phantagiegebilde werden, wenn anders
der Denkapparat des Mathematikers und sein Charakter in guter Ver-
fassung sind, einer strengen FPrifung unterworfen,

In vielen Gebieten ist die mehr oder minder lebhafte Phan-
tasie des Mathematikers tatséchlich das Einzige, das richtungbe-
gtimmend in die Forschung eintritt, Wir sind aber nicht blosse
Schemen, die weiter nichts tun als denken, sondern wir finden uns
hineingestellt in die KSrperwelt, und diese liefert uns ebenfalls
Motive der Forschung, Wir glasuben in Zusammenhingen namentlich
von Gegensgténden der Phyeik, wie die Erfahrung sie uns kennen

lehrt, mehr oder minder scharfe Bilder mathematischer Abhingig-

keiten zu erkennen - solcher,die auch ohnedem wiirden betrachtet

|
|

werden kionnen, auf die wir aber, als blos denkende Wesen, viel- !'
|

leicht gar nicht verfallen wiren, Die gesamte theoretische Physik
ist ihrem mathematischen Inhalt nach auf eben diese Art zustande |
gekommen, Auch in solchen Fédllen haben wir gewissenhaft zu pri-
fen, ob das auf Grund der Tatsachen der Empirie Vermutete zu-

trifft, ein mathematigch-~Wirkliches ist - was ausnahmslos

1) Vgl, H. Po i no ar é, 1914, 5.41 - 47,
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ldealigierungen des physisch-Wirklichen vorsussetzt, da die Uber-

lagerung mennigfachster und verschiedengearteter Vorgénge in aller
Erfahrung wirkliche Prézision ausschliesst,

Durch ein Zugemmengpiel dieser zwei Arten von Motiven mit

logischem Denken igt alles entstanden, was wir heute ale gesicher-

ten Bestand der mathematischen Wissenschaft betrachten kinnen.

Wan kann vielleicht sagen, ja es ist sehr wahrscheinlich,
dass alles Naturgeschehen sich in"Formen ebepielt, die in den
Moglichkeiten der Mathematik enthalten sind - nur dass wir das
in den wenigsten Fiéllen, und in keinem Fall & priori zu erkennen
vermtgen, algo niemals so, wie Kant es gewollt hat, Die An-
gichten der Pythagorder enthielten, mystisch wie sie waren, doch
wohl den Kerm einer richtigen Einslaht, derselben, die die For-
schungsrichtung der heutigen Molekularphysik bestimmt,

%o immer sich Xhnliches und eben darum von und begrifflich-
Zugemmengefagstes wiederholt, da finden wir in der Natur die
Zahl "realigiert", Jeder konkrete Kirper ist aus einer bestimmten
Zzahl von Atomen zusammengesetzt, jedes Atom aus einem Kerm und
einer gewissen Zahl von Elektronen, sagt die Physik, Mag darunter
dieses oder jenes zu verstehen sein, mogen die Theorien wechseln,
wie sie ep jetzt mit schwindelerregender Schnelligkeit tun, wir
diirfen iiberzeugt sein, dass die Zahl, die "natiirliche" Zahi, nie-
mals von ihrem Thron gestossen werden wird, ja dass sie eine noch
weit grissere Bedeutung erlangen wird als bisher schon, Wir haben
die iUberraschende Auferstehung der P r o ftAt'schen Hypothese
erlebt, die viele schon endgiiltig begraben hatten,

Auch den allgemeinen Eegriff der reellen Zahl finden wir
teilweise "reslisiert" in Wellenllingen und Schwingungsdauern,
iiberhaupt bei allen lMessungen, also in Form phyeikalischer Grosser
(Quanten).

venn wir feststellen, dass alle liessungen - unsere hies-
gungen - mit Ungenauigkeiten behaftet sind (so dass wir, prak-
tisch, schon mit rationalen Zahlen, Dezimalbriichen von wenigen
Stellen auskommen), so behaupten wir doch damit keineswegs, dass
dem, wag wir in der Natur finden, der Charakter des Exaktenm,
zahlenméssig genau Ausdriickbaren, an sich schon abgehe.

Der methematische Begriff des Kontinuums, wie er durch die
Wertsysteme von einer oder mehreren Verdnderlichen dargestellt
wird, ist in besonderen Fillen "realisiert" (in physische Heali-
tit iibersetzt oder auf sie abgebildet) in der Zeit und im Raume
der Physik, die sich uns ohne weiteres als Kontinuen darbieten,.
Eben dbéxex dieses hat K a n t und andere dazu verleitet, in
dem, wee sie unter Geometrie verstanden, eine Wissenschaft "vom
Raume", und in der Arithmetik eine Wissenschaft "von der Zeit"
zu erblicken.

Ausserdem finden wir, freilich sehr wviel unvollkommenergg
Kontinuen auch im Psgychischen, Unsere Farbenempfindungen, sofern
wir solche haben (wenn wir nidmlich nicht ganz farbenblind sind),
erscheinen uns als ein Kontinuum, dag sgich ebengowenig als HNaum
und Zeit atomigieren l&gst, und die Tonempfindungen und noch s0
manches endere sind in gleicher Weise zu beurteilen, Iest dem so,
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ist also die VWelt nicht ein Chaos, in des erst wir Ordnung hinein
tragen, so diirfen wir uns natiirlich nicht wundern, die Ordnung,
die gchon da ist, auch zu finden - goweit es nimlich die Mingel
unseres Verstandes und unserer sonstigen Erkenntnismittel erlau-
ben, Und da wir selbst ein Teil der Natur sind, so diurfen wir uns
auch nicht wundern, etwas von der Ordnung, die im Physischen be-
steht, auch im Psychischen zu finden, Wire dem anders, existierte
also = statt der sogenannten pristabilierten Harmonie von
Lelbniz, einem meines Erachtens mystischem Begriff - kein
"psychophysischer lMechanigsmis"(¥ en t s ¢ h e r), weder bei
iienschen noch anderen Tieren, so kinnte nicht ein einziges, falls
es in's Dasein getreten wire, sich in der Welt behaupten, Wir er-
kKennen als¢o in der genannten dazu immer unvollkommenen Harmonie
eines der vielen Scheinprobleme, mit denen die philosophische
Literatur angefiillt ist, Statt eines Problems finden wir ein Pro-
dukt der Entwickelung der Tierwelt in der Zeit (dessen Zustandes
kommen nun ein wirkliches Problem ist, nur kein Problem der Philo-
gophiae),

Aber das Reich der idealen Gegenstinde ist gehr wviel umfas-
sender ale alles, was sich im Physischen findet; wie die lathe-
matik es unzweifelhaft macht, die Punktkontinuen( fRédume’) von
beliebig vielen Dimensionen und anderes kennt, das schwerlich mit
Naturdingen in Verbindung gebracht werden kann (wie z.B, die
perfekten nirgends-dichten ‘unktmengen),

Die Analogie, die wir zwischen Behauptungen der Mathemati-
ker und solchen der Naturforscher festgestellt haben, kann sich
nicht erstrecken auf die eigentliche liethode der Forschung.

Die Mathematik ist, wie gesagt, keine Erfahrungswissen-

gchaft.

lags sie - schon oft - flir eine sclche gehalten worden

iat, beruht suf der Veriwcnsilung der Begriffe Grund und lotiv,
Dags, wie alles Denken, so auch das Erkennen von Mathemati-

gchem mit Erfahrungen anhebt, dass wir mit Hilfe von /pfeln oder

Nisgsen zur Kenntnis der Zehlen kommen, hat mit der Geltung mathe-

matischer Urteile, ihrem Richtig oder Falsch, gar nichts zu tun,

Deher steht die Ansicht eines Empirikers wie Pasech |
zur repligtischen wenigstens nicht in einem unversdhnlichen Gegen-|
satz, Der Empiriker richtet, soweit er alg Buwpiriker spricht, [
gein Augenmerk auf Psychisches und Phyelsches, auf das Zustande-
kommen mathematischer Gedanken, wobei ihre deltung gar nicht in
Frage steht, vielmenr vorausgesetzt wird, Eg ist dies ein Problem
der Erkenntnistheorie, dag besonders auch den Erzieher angeht,
der gich fregen mugsg, wie ein jugendlicher Geist in der Richtung
auf Mathematisches am besten entwickelt werden kann,
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Das Reich der idealen Gegenstinde finden wir mnicht vor uns
ausgebreitet wie die Korperdinge, Voran erkennen wir nun, daes
wir nicht im Irrtum sind, dass irgend einer der Form nach mathe-

matischen Behauptung eine Wirklichkeit entspricht?

Hier gibt es tatsiichlich ein Wahrheitskriterium. Es besteht

in dem Nachweis einer liickenlosen Syllogismenkette, die ausgehend
von dem Einfachsten, das une unmittelbar gewiss, wirklich auch
noch von Niemanden bezweifelt worden ist (von den elementarsten
Eigenschaften der nstiirlichen Zahlen) nach Auflisung aller da-
zwischengeschalteten zussmmengesetzten DBegriffe zu entlegeneren
Einsichten hinfilhrt. Aber freilich hat dieses Kriterium keine
allzugrosse praktische Bedeutung, da die restlose Aufltsung unse-
rer Denkoperationen in Syllogismenketten zu unertréglichen Weit-
schweifigkeiten fihrt und nur in einzelnen Fdllen durchfiinhrbar
ist 1).

fir sind daher in der Mathematik, ebenso wie in anderen
fissgenschaften, dem Irrtum unterworfen, Immerhin wird unsere Zu-
versicht in die Wahrheit des Erkannten gesteigert, wenn wir einen
Fehlschluss in unseren Uberlegungen auch bei wiederholtem Durch-
denken nicht zu entdecken vermégen, Indessen hat die Erfahrung
gelehrt, dass wir, besonders bei Rechnungen geneigt sind, sn der-
g2lben Stelle den gleichen Fehler zu machen, Daher ist wohl wich-

tiger noch ein anderes Anzeichen: Dags wir, wie es oft in der

Mathematik der Fall ist, auf ganz verschiedenen Wegen zu dem

gleichen Ergebnis kommen,., Eben hierauf beruht das Vertrauen, das

die meisten Mathemstiker in die Hauptergebnisse der heutigen

e ]

Analysie setzen; Neue Deweise bekannter Shtze sind mit nichten

Siehe meine Schrift DUenken und Darstellung, zweite Auflage 1928,
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Uberfliigeig; besonders sind sie es natiirlich dann nicht, wenn
eie einfacher sind slg die schon bekannten,

Bolzano hat ausgesprochen, dase es fiir einen mathe-
matischen Satz nicht mehrerlei Beweise geben kann, wenn man von
der Reihenfolge der vollzogenen Urteile absient (1810, II, § 30),

lch will das nicht diskutieren, glaube jedoch, Bass die
Wissenschaft mit diesem Gedanken nicht viel anfancen kann, Dass
die Methematik Uberhaupt fortechreitet, berunt ja gerade darauf,
dass in ihr zusammengesetzte Begriffe lwie z.5. der Begriff
Kontinuum) immer wieder die Rolle von einfachen iibernehmen, und
bei weiterer Verwendung nicht mehr zergliedert zu werden brauchen
Mag es sich theoretische immerhin so verhalten, wie B, sagt, so
wiurde doch in Jjédem auch nur einigermassen verwickelten Falle
der Nachweig dafiir zu sehr grossen Umstdndlichkeiten filhren, und
in grésserem leasetab wilrden solche Versuche geradezu auf eine
Hemmung des Fortsxhrittes hinauglaufen; wasg natiirlich nicht der
Meinung B ol z a n 0's entsprechen wiirde,

Per Quellen des Irrtums sind nicht wenige, Sie lassen sich
nicht reinlich trennen, es konnen aber etwa die folgenden auf-
gezdhlt werden(teilweise nach Ki ll er-Freyenfelzg)

vangel an Umsicht und Urteilskraft, insbesondere lMangel
an Selbstkritik, Unterschétzung der Leistungen anderer, uberhaupt
Oberflichlichkelt (Ubergehen von Fehlemguellen), Eorurie;lg, 1

|

it el

Suggestibilitat, Autorititsglaube; Ermudung, Beunruhigung, zeit-
welliges Versegen der Aufmerksamkeit oder des Gedichtnisses
(Begriffsverwechselung), Ubereilung (vorschnelle Verallgemeine—
rungen), kangel an Geduld und daher Unfiéhigkeit zu systematischem
Denken, und Mangel an kinsicht in dessen Notwendigkeit 1),

Méngel der Sprache und (viel hiufiger!) ungeniizende Beherrschung
der Sprache, Mangel an Sinn filr Genauigkeit des Ausdrucks, auch
bei richtiger Einsicht (Hang zu Paradoxien), und oft auch unver—
echuldets Unkenntnis,

(In anderen Wissenschaften kommen noch hinzu: Unvollkommen-
heit der Sinneswshrnehmung, Sinnestiduschungen, ungenaue Eeobach-
tung, lkangelhaftigkeit der Instrumente, Vertrauensseligkeit
gegeniiber tatsiéchlichen Angaben,)

in allen Féllen ist es ohne Zweifel nbtig, sich nach Mig-

lichkeit davon zu iiberzeugen, dase die einfilhrenden Definitionen

| i}
(solche zusammengepetzter Begriffe) nicht an inneren Widerspriicher

:

kranken, Zum Glick liegt aber in der Mathematik die Sache so, ;

dass Zweifel dieser Art in wvielen Fidllen nicht auftreten kénnen. ll
Widerspruchsvolle Definitionen beziehen sich nicht auf das g

Reich der idealen Gegensténde., Sind eie als widerspruchsvoll er- |

1)

Nech F, K1 e i n ist gystematisches Denken eine Alterserschei-
nung .,
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kannt, so scheiden sie aus der weiteren Darlegung aus.
In dem Gesagten ist schon enthalten:

Unzusammenhiinzende Tatsachen kann der Mathematiker, abwei-

chend von Vertretern aller snderen Wigsenschaften, iberhaupt nicht

fegtstellen. Nur was mit der Wurzel der mathematischen Wissenschaft
dem Zehlbegriff, liickenlos zusammenhingt, darf ads gesichert gel-
ten, alles andere ist hypothetisch und bestenfalls wahrsoheinliuh%]
Ob aber ein liickenloser Zusammenhang besteht, - ein Zusamuenhang,
dessen Gedankenbdld eine Kette einfacher Syllogismen und wider-
spruchsfreier Definitionen sein muss -~ Xkann unter Umgténden
schwer zu entscheiden sein,

Zwar kann auch der Mathematiker, der etwa einen zahlentheo-
retischen oder geometrischen Satz vermutet, experimentieren, mit
Zahlen oder Figuren, Das Ergebnis aber ist bestenfalls eine Wider-

legung, const immer ein Nonm ligquet 2), |

So tastet sich der Mathematiker mit Phantegiespiel, Schlus-

R

gen, Definitionen und Kritik -~ _die natiirlich wiederum aug einem

schliegsen besteht, - an seinen Gegenstinden herum, die ihm auf
keine andere Art zugingligh sind.
YII.

—— ————

Der psesyehelo isehe Einwand.

g
in der Mathematik,

==

== ———=Tm T

degen das bie jetzt Vorgetragene kann ein Bedenken erhoben

werden, das sich etwa folgendermaassen formulieren lisst:

1)

Ich greife hier ein wenig vor. (siehe Abschnitt XII.)

Dieses iibersehen die circle sgua¥ers. Irgend drei gezeichnete
Linien schneiden sich anscheinend "in einem Punkte™; woraus dann
gefolgert wird, dass die entsprechenden mathematischen Linien
Geraden und Kreise) sich wirklich in einem Punkt schneiden,
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WHie kann der Inhalt der Methematik etwas Objektives sein,

wenn der bMathematiker doch die Freiheit hat, zu definieren wie

er will (Widerspruchslosigkeit der Definitionen vorsusgesetzt)

und dann auch noch weiterzuschliessen, in welcher Richtung er
will? Hélt da nicht das Menschliche seinen Einzug in die VWissen-

schaft, ja sogar die von allerlei Zufédlligkeiten bestimmte Ge-
schmacksrichtung des Einzelnen, Dogmatismus und reine Willkiir?
Wird nicht dieses und jenes vielleicht nur darum untersucht, weil
der berlihmte X oder Y sich dafiir interessiert hatte? Welche unge-
heure Rolle spielt nicht das Historische im Bestande der mathema-
tischen Wissensohaft?

Wird nicht hiermit die Frage nach dem Sinn unseres Tuns

ad calendas graecas verschoben?
Ich muss gestehen; Wenn es derauf keine Antwort gébe, mdch-

te ich nicht Mathematiker sein,

Aber bedeutende Forscher wvon sonst sehr verschiedenen An-
gichten sind, so muss es mindestens scheinen, anderer Meinung.
G. Cantor hat die "Freiheit" der Mathematik betont, und
sehr verdiente liathematiker haben, wie wir schon gesehen hatten,
die mathematischen Begriffe als reine Produkte menschlichem
teistestidtigkeit betrachten wollen.

Die erwihnte fusserung C an t o r's war jedoch nicht

gegen den Realismus gerichtet, sondern gegen K ron ec k e rig |
'

allzu engherzige Auffassung der Mathematik. C, war sogar Realist, |}

ziemlich genau im Sinne der vorausgehenden Schilderung, wenn auch!

gein Sprachgebrauch schwankt; nur dass er nicht auf den Gedanken [}
}
gekommen zu sein scheint, dem Mathematischen eine besondere -

(metaphysische) Seinssphire zuzuerkennen 1}.

1)

Vzl. Grundlagen der sllgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, 1883,
$.18, 19, 44,
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Bei Poincearé liest man aber sogar%}:
Alles, was nicht Gedanke ist, ist das reine Nichts
«ss Zu sagen, dass es etwas anderes gibt als den Ge-
danken, ist also eine Behauptung, die gar keinen Sinn
haben kann,

Es ist dies einer der erstaunlichsten Fille von philosophi-
schem Dilettantismus; nicht an sich, denn es gibt vieles derart,
sondern weil man von einem Forscher vom Range P o i nec ar é's
anderes erwarten durfte, Konnte P, glauben, dass seihe Biicher,
und die Lehren seiner Blicher, weiter nichts als Gedanken, mithin
geine Gedanken sind, und warum gchrieb er dann? Und konnte er
glauben, dess die Gedanken seiner Leser, also z,B., die Ablehnung
seiner Ansichten, ebenfalle geine Gedanken wiren? Oder zweifelte
er an der Existenz seiner Leser und seiner eigenen Existenz? Wie
konnte er denn zweifeln, wenn er gar nicht existierte? Auch Mathe-
matik und Phyeik schiitzen vor Torheit nicht!

Dievon G, Cantor sogenannte Freiheit hat mit dem,
was manche als Willensfreiheit glauben "verstehen" zu kinnen, gar
nichts zu tun, C, meinte, dass Mathematiker,gleich anderen, sich
mit irgend welcher Motivierung fiir bestimmte Forschungsrichtungen
und Probleme entscheiden, und dass man ihnen keine Steine in den
Garten werfen goll, Von einer Ehnlichen Freiheit der Begriffebil-
dung aber kann, wie C an t o r selbst hervorgehoben hat, nur
in einem beschrinkten Sinne die Hede sein, Eegriffe dienen ja,

wie ihr Name es sagt, zum Begreifen, also zu einem Zweck, Dann

aber gind sie nicht nur einer Kritik unterworfemn, die in Worten

1)

dert der Wisgenschaft, Deutsch von E. W e b e r, 1921, 5,208,
Der Kommentator H., W e b e r hat bedauerlicher Weise diese
Ausserung ohne Widerspruch gelassen,
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wie zuldssig, unzuléesig, sinnvoll, sinnlos zum Ausdruck kommt,

Sie kénnen vielmehr auch zweckentsprechend oder unzweckmissig,

fur ung wertvoll oder wertlos sein, mit Zwischenstufen.

Wile der Mineraloge, der einen Schnitt durch einen Kristall
macht, um dessen Struktur zu erforschen, nicht jede Schnittfihr-
ung brauchen kann, so muss such der Mathematiker unter seinen
Durchschnitten durch den Kristall der Mathematik, eben den Ee-
griffsbildungen, eine Auswahl treffen, nach dem kehr oder Weniger
ihrer Leistungsfihigkeit. 2ie sollen ihm und anderen eine mig-
lichst reiche Erkenntnis vermitteln. Des gelingt mehr oder minder
gut, und oft gelingt es schlecht genug, besonders auf den ersten

#urf. Wie vieleg haben nicht Mathematiker geiindert oder ganz auf-

o=

gegeben, und wie vieles mehr iet niemals an das Licht der Uffent- |
lichkeit gekommenl|

Man hat die Titigkeit des Liathamatikers oft mit da; des
Kinstlers, insbesondere des Eildhauers verglichen, WYihrend aber
dieser die Struktur seines katerials gar nicht benutzt, will im
Gegenteile der Mathematiker, gleich dem Naturforscher, eine zu-
nichet verborgene Struktur erkennen und sichtbar machen,

Nicht rlle mathematigchen Segriffe sind so durch die Natur

der Sache bestimmt, wie etwa der Begriff der natiirlichen Prim-

zahl es ist. Es bieten sich vielmehr gar nicht selten ihrer mehres
| |

re dar, die einigermaassen dasselbe leisten, In solchen Fillen
kommt es dann auf die Bewertung der Begriffe an und auf eine
unter ihnen zu treffende Wahl, Aber auch abgesehen wvon der Fehl- i'
barkeit ungerer Urteile braucht diese Wahl nicht eindeutig be-
gtimmt zu sein (so wenig als die Schnittebenen des Mineralogen
eg gind). Insofern bleibt wirklich ein gewigses Maass von Zufall

und Willkiir zuriick, Dieser Zufanll und diese Willklir besagen



e —
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Jedoch nicht mehr, ale dass man zu denselben Einsichten von ver-
schiedenen Ausgangspunkten her kommen und dass man sie durch die-
gees oder jenes Geflge von Definitionen und Schliissen darstellen

kann. Nur die Sprache, in der mathemstische Gedanken susgedrickt

S T e T

werden ist der Variierung fihig, das, worauf eg ankommt, der In-

halt richtiger mathematischer Aussagen, ist es nicht, Verschiedene

Systeme von Begriffen sind dquivalent, wenn sie dengelben Gedan-

keninhalt umgpannen und dieselbe ¥ahrheit zum Ausdruck bringen.

Der Inhalt aller widerspruchsfreien mathematischen Eegriffe,
derer, die wir annehmen und derer, die wir aus irgend welchen
drinden nicht benutzen, iegt nach dem Gesagten bereits da, er exis-
tiert, ganz unabhiingig von unserem Wiseen und Nichtwissen, im
lieiche der idealen Gegenstinde; gerade po wie die ebenfalls mehr

oder minder brauchbaren Schnittebenen der Krigstalle in einem so-

gar physikalischen Sinne gchon da und vor anderen susgezeichnet
waren, ehe es noch kineralogen gab, die einen Kristall untersuchen
kKonnten,

Ee bleibt schliesslich von den erhobenen Bedenken dieces
ibrig, dass die Richtung der mathematischen Forschung jederzeit
durch eine lMenge von Suggestionen und anderen Zufidlligkeiten
bestimmt wird, Dae trifft zu, bezieht gich indesgen eo offenbar
auf’ unsere Kenntnig des hliathematischen, dass es als ein emstli-
cher Einwand nicht betrachtet werden kenn, Da der Zufall bald in
dieser, bald in jener Richtung wirkt, so ist die Annahme gerecht-
fertigt, dass Linseitigkeiten im Laufe der Zeit ausgegliechen
werden. Der Wechsel geistiger Moden, oft eine verdriessliche Er-
scheinung, hat doch dieses Gute, ein allzu einseitiges Vachstum
deg Baumes der ¥issenschaft zu erschweren, ¥ir durfen wohl glau-

ben, dass im Laufe lingerer Zeitabschnitte die Entwickelung der
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mathematischen Jissenschaft durch eine gachliche Notwendigkeit

(divine guadem necessitate) bestimmt wird,

Die dem ertrterten Linwand zu Grunde liegende kelnung durf-
te Ubrigens daraus entstanden sein, dass (ganz allgemein) das
Finden von Begriffen nicht automatisch erfolgt, sondern eine
Spannung der Aufmerksamkeit erfordert, also mit einer Eetitigung
des Willens verbunden ist. (Damit ist nicht gesagt, dass wir uns
dieses Umstandes immer bewusst sind, Ich sege nur, dase wir uns
seiner bewuset werden, sobald wir auf ihn achten,) Man kann
vielleicht noch den Einwand versuchen, dass gewisse Feststellun-
gen, die sioch auf das Reich des idealen Gegenstinde beziehen,
gfter in Form von Werturteilen auftreten, also eine Kritik aus
der Mathematik selbst zu enthalten scheinen, die natiurlich, wenn
gie etwas Objektives ist, gar keiner Kritik unterliegen kann,
"Dies ist ein wichtiger Satz", behauptet jedoch nur;

Dieser Sachverhalt kehrt héufig wieder, Fir unger Lrkennen;
Liese Voraussetzung, diese Schlussweige, diese Folgerung oder
wenigstens sehr @hnliche, kehren wieder.

Alle Einwinde, die sich gegen den Fsychologismus Uberhaupt
richten, richten sich auch gegen die dathemstischen Schipfunge-
jdeen, Gibt men diese einmal zZu, so hirt jeder Anspruch der ma-
thematigchen Geistesbetiitigung auf . 2llgemeingiltiges ihrer Er-
gebnigee zuniéchst auf, Ls gidt dann nicht nur g0 viele "Mathe-
matiken" (Ausdruck von S peng 1l e r) als "Kulturen", sondern R
g0 viele, als es Mathematiker gidbt, Was in dem Kopf dee einen
vorgeht, ist ja nie daseelbe, wie was der andere denkt, Es gibt
dann keine listhematik als Wissenschaft mehr. Als Retter tritt
dann der Xonventionalismus auf den Plan, Hormal-konstruierte

Menschen werden, so meint man wohl, sich iiber Mathemstisches







-3l -

verstindigen kinnen, Aber wer ist normal? Zwischen @esund und
krank liset sich keine Tremnnungslinie ziehen! 1)

Wir werden also die Kathematik, den Stoff der Uberlegungen
der Mathematiker, immer zu unterscheiden haben von dem, was in
Zeitschriften und Lehrblichern steht; was im Grunde selbstverstand
lich ist, aber oft genug ilibersehen wird, Und diese Mathematik
ist nicht etwas, das heute so sein kinnte und morgen anderse. lhre
Gegenstiinde haben ein villig zeitloses, oder, wenn man will,
ewiges Sein, lhre Zudammenhinge sind etwas, das nicht einmal
(wie beispielsweise die Gravitation) bei fehlerfreiem Denken
anders gedacht werden karm, Die listhematik, nun als Lehre von

diesem Seienden, hat daher einen hiheren Erkenntniswert (eine

hihere Dignitit) als alles, was uns etwa Fhysiker oder gar Hieto-]
riker lshren ktnnen, (Desg sie darum wertvoller sein misste als
aslles andere, folgt nicht, soll aber ausdriicklich gesagt werden,
Erkenntniswert ist nicht Wert schlechthin,)

Hiermit glaube ich von dem Felativismus, :eychologicmus,
Anthropologismus oder wie der besprochene lsmus sonst noch ge-
nannt werden mag, einstweilen Abschied nehmen zu dlrfen, linzu-

gefigt seli aber noch Einiges Uber die folle, die dem Willkiirli-

chen im mathemstischen Denken wirklich zukommt,

1
Dees die mathemstische Zeichensprache in hohem Massse will-)

kiirlich ist und sein muss, versteht sich von selbst, Sie unter-
liegt elsc einer Kritik; ebenso wie die Umgrenzung der DBegriffe
kann sie mehr oder minder brauchbar sein, Sie kenn Gedanken
reinlich zum Ausdruck bringen cder mit Nebendingen belasten,.

‘hnlichee gilt von dem Methoden der mathematischen Wissenschaft,

Eiehe etwe F, L e n z, Mengohliche Erblichkeitslehre, Dritte
Auflage, 1927, 5.508, 519.
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iir reden von Methoden, im Gegensatz zu Kunstgriffen, wenn wir i

aussichtsreiche Wege bezeichnen wollen, solche von denen aus nicht
nur hier oder dort etwas zu sehen ist, Solche Methoden auszubil-
den, hat man léngst4 als eine Hauptaufgabe der Wissenschaft er-
kennt, Eie gind eine Forderung der Ckonomie des Denkens, Und mit
einem Liehr oder iinder von Glite der Methodik hingt aufs Engste

des zusammen, was man gSchiinheit der Mathematik oder auch Eleganz

nennt; Eben des, wes einige, die sich durch besondere HUflichkeit
auszeichnen, glauben den Schustern und Schneidern Uberlassen zu
sollen,

Einen hoch entwickelten Schinheitssinn haben, wie Uberall,
80 in der Mathematik, die Griechen betitigt. tie sgind die erfolg-
reichsten Schinheitssucher gewesen in dieser unserer Menschen-
welt, Uns leueren aber gelingt es nur mangelhaf't, es ihnen darin
naechzutun, Es dringt zu vieles auf uns ein und die Wigsenschaft
iet zu schwer geworden, als dass alles, was da winschenswert
ist, sich mit einem male ki¥nnte erreichen lassen, Diesen Zustand
hatte schon L e 1 bn i 2 vor Augen, der, soweit er in anderer
Hincsicht vom Geiste der Griechen entfernt geblieben ist, doch

ein lebendiges Gefiihl fir die Schinheit der Mathematik bewiesen

hat.

Von ihm stammen die wunderbaren Zeichen

a

dféx
«—%—) und J f{x)dx ,
aber auch die Anfiénge der Determinsntentheorie gehen auf ihn
zurtick. L ¢ { b n i 2 war wohl auch der erste, der an einer An-
hiufung blogser Hilfsbegriffe /netoss nahm, und fir die Geometrie
als Idezl hinstellte, dess gewissermasesen mit den Degriffen

selbet, statt mit blossen Hoordinaten gerechnet werden sollte,







Demit war eine Forschungsrichtung, wenn auch noch nicht klar be-
zeichnet, so doch wenigstens geashnt, in der sich spiter die
(heute iiberholten)Versuche von i, ® ra s s m a n n bewegt haben,
und in der denn, wenn auch in einem sehr engen Gebiet, auf Grund
der Entdeckungen von Aromnhold und C1leb feech, jenes
Ideal tatsfchlich realisiert werden konnte, durch die symbolische
kethode der Invariantentheorie.

hnliche Tendenzen sind auch in anderen Jebieten der neueren
Mathematik zu bemerken, g0 in der Theorie der analytischen Funktic
nen und der komformen Abbildung, in der nach ihrem Entdecker
Gﬁ 2 l1lois benannten Theorie algebraischer Gleichungen, in Tei-
len der Zahlentheorie und anderem, Als ein Beispiel, in dem bei
einem speziellen Gegenstand Zurickdringung alles Zufidlligen, Ne-
bensichlichen, Stérenden, und damit wirkliche Schinheit wenigstens
in den Grundlagen erreicht zu gein scheint, mag nech ¥ e i e r-
etre s‘é'a Theorie der elliptischen Funktionen genannt werégﬁ

1lm Ganzen wird von der neuesten Mathematik wohl leider zu
gsagen sein, dase sie nicht nur notgedrungen von dem L e i mn i z'
schen ldeal entfernt geblieben ist, sondern dases auch bei vielen

ein lebendiges Interesse fir eine Verbesserung der Wissenschaft

im Sinne einer Zurilckdringung des ¥Willkiirlichen zu vermissen ist.

dir haben eine ungeheure lenge von Anfédngen - ﬁiﬂx keineswegs

|
alle sehr verheissungsvoll sussehen - und allzuvieles bleibt f
in halbfertigem Zustande liegen, da der hilufige Jechsel ;eistigar?; |

1
Moden sich immer neuen Problemen zuwendet, So ist es selbst der

Theorie der A b e 1'schen Funktionen ergangen, die eine der

1)

Dieses fiinlbar zu machen, habe ich mich in verschiedenen Arbeiten
bemiiht, ohne damit viel Erfolg gehabt zu haben, Einiges davon
nabe ich neuerdings vervollstindigt und in der Bezeichnung ver-
bessert. (Monatshefte fir Mathematik und Physik, Bd, 35, 1928.)
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fruchtbarsten unéd besonders in ihren Anwendungen auf die algebra-
igche Geometrie schineten Methoden der Mathematik darstellt.

Es wire meines Erachtens dringend erwinscht, dass einige
Mathematiker mehr sich um den schon vorhandenen Stoff bemihten
und danach trachteten, ihn miglichst gbjektiv zu gestalten, ihn
also von persdnlich-Zuféilligem, von allerlei historischem Dallest
zu befreien, Ein selbst nur bescheidenes Etwas so gut zu machen
als nur irgend mbglich, den feineren Schliff da, wo es angeht,
auch wirklich anzubringen, scheint mir eine nicht minder wichtige
sufgebe zu sein als die I'roduktion des in einem engeren £inne und
meistens allein so genannten Neuen,

Es versteht sich iibrigens, dags wer immer Vorhandemes we-
gentlich verbessert, auch zu im engeren Sinne so genannten Heuam
gelangen muss. Dies ist das Kriterium wertvoller Leisgtungen und
wird es immer bleiben.

Die Ziele der Mathematiker sind sehr verschieden, und es
igst gewigs gut, dass es so ist, Die griechischen lathematiker
haben sich iiberall konkrete Frobleme gestellt, obwohl - xim
wie sich deutlich erkennen lisst - an umfassenderen Ideen bel

ihnen kein Mangel war. Die Griechen haben Wert darauf gelegt,

die Lbsungen ihrer Aufgaben bis zu Ende durchzufihren. Auch in

der neueren Methematik haben wir noch typische Heprisentanten
dieser Geistesrichtung, wie namentlich G a u s s und H, A,
Sehwearz. Man hat aber allgemein auch den Xark tkonomischen
Jert des Zusammenfassens erkesnnt, Der HKalkul der Infinitesinal-
rechnung, die analytische Mechenik von Lagreange und die |
Theorie der algebraischen Gleichungen von G e 1 0 i & gind
klaseische Eeispiele,

Natiirlich darf iber dem Zusammenfassen der Sinn filr das
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Konkrete nicht verloren gehen, in dem schliesslich alle umfassen- §
deren Gedanken wurzeln, und um dessentwillen die sogenannten all-
gemeinen Lehrsitze und iMethoden ja auch da sind. Die Ausschaltung
von Zufédlligem und 7illkiirlichem wird sich bei speziellen Frob-
lemen am ehesten erreichen lassen, Jedenfalls igt es ein Irrtum,
dags man mit der Einsicht in die Lisbaerkeit eines Problems immer
auch die LUsung, und zwar eine sachgemiisse Lisung, schon in der
lasche hat, Die Wertschiitzung der sogenannten Allgemeinheit ist
in neuerer ieit gehr Ubertrieben worden., Manche brauchen gar die
Worte allgemein und speziell im Sinne von Lob und Taedel, Ceson-
ders Jungere lathematiker sind in "Verallgemeinerungen" gross.
kan entfernt sich weit von dem Geiste der klassischen Mathematik,
der namentlich in den Schriften des Princeps lathemsticorum ver-
klrpert ist, wenn man alles nur aus der Ferne betrachten will
und sich mit einer undeutlichen Vorstellung des Konkreten begnii-
gen zu kinnen glaubt., Ich halte eine solche Auffassung der Mathe-|
matik fur nicht besser als die ebenfalls verbreitete Scheuklappen-|§
mathematik, die in engen Froblemkreisen stecken bleibt und sich
wichtigste Zusammenhiinge entgehen lisst, Das Abstrakte ist gut
und das Konkrete ist auch gut, jedes an seinem Flatze, Man kann
guf die eine wie auf die andere Art griindlich und oberfléchlich
sein,

VIiiI.
Niechts una 4 e lull.
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Nachdem nun, wie ich zu hoffen wage, die Auffassung der
Mathematik als einer Vissenschaft von Wirklichem und nicht Fsy-

chologischem hinreichend gefestigt ist, soll ihr wichtigster
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Begriff, der der Zshl, noch besonders gewlrdigt werden, Als Ein-
leitung dazu setzen wir zunichst die Erbtrterung des Existenzbe-
griffs nach einer bisher nicht betrachteten Richtung fort.

In der Methematik kommen neben bejahenden auch yerneinende

Urteile vor. Mathematiker sagen z.B.: "Le gibt keine drei natirli-
chen Zshlen x, ¥y, 2, fur die x° 4 y° = 2% ist.” Und sie sagen:
"Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat gleich - 1 ist”.

in solchen Behauptungen werden widersinnige Annshmen zurick-
gewiesen, darunter solche, die, wie die meiet genannte, nicht ohne
weiteres sls widersinnig zue erkeunen esind - Vermutungen uUber
die Hahrheit. khnlich, zum Beispéel, in der Fhysik (Chemie): Es
zibt (wie es scheint) keine lsotopen des Yagserstoffs und mancher
anderer Dlemente, Da irrige Vermutungen fortwihrend auftauchen,

go kann die Wissenschaft augdriicklicher Verneinungen nicht ent-

reten, Das Bermuten kann aber auf Richtig und Falsch gar keinen
Binfluss haben. Bin vollkommen einsichtiges Jesen, des alg Fiktion§
- gleich anderen Fiktionen - auch in der Erkenntnistheorie zu-
lissig ist, wirde wohl Fragen wie die nach ganzzahligen Lisungen
der dleichung x:+ y3 = Z° gar nicht stellen, Fur uns Menschen

liegt die Sache anders, und namentlich kinnen wir das indirekte

Peweigverfahren nicht entbehren, (fiehe Abschnitt Vill.) Wir
gagen in solchen Féllen: Ls gibt nichts derart, Eine Existentiel- |
behauptung wird negiert.

Der Begriff Nichts, so unvermeidlich er der iissenschaft
wie im Leben der Menschen ist, hat mit keiner Art von Wirkliche
keit etwas zu tun, weder mit Fhysischem,noch mit Psychischem,
noch ldealem. Lr ist ja gerade die Verneinung alles dirklichen,

Er ist eine Fiktion, vermutlich entstanden aus dem Bedirf-

nie, schon vorhandene Sprachformen, in denen ein Etweg vorkommt,
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auch im Felle der Verneinung beizubehalten -~ also,wenn man will,
ein Produkt der Begquemlichkeit, (liichts = nicht Etwas). Eine Ir-
findung iet das Nichts nur insofern nicht, als sein Begriff, der
wohl in allen Sprachen vorkommen wird, schwerlich jemals mit be-
wusster Absicht gebildet worden ist, Das Nichts trigt aber trotz-
dem des Geprige der Erfindung - wie die Sprachen selbst 1),
Keinesfalls kenn man es eine Entdeckung nennen, da ihm eben
"nichts" ijahtivna, kein Seiendes entspricht,

Jenden wir uns nun zur Methematik, so finden wir gogleich
einen verwandten Begriff, Uber dessen Kennzeichnung keinerlei
Zweifel aufkommen kann;

Die Null ist eine Erfindung, lediglich ein technigches

Hilfsmittel, dag der Priie des Rechnens dient.

dan sieht das ohne weiteres, wenn man bedenkt, dass eine
Gleichung der Form a = b = 0 dapselbs pussagt wie die Gleichung
& = b, in der keine Null vorkommt,

Iag Gleiche gilt von mehreren Arten von "Zshlen", deren

gich die Mathematiker bedienen: Ien gebrochenen ("rationalen")

Zahlen, den negativen, den irrationalen, den "imaginiren" und

"idealen" Zahlen, und noch anderen, £ie alle sind Erfindungen.

Alles, waeg sich mit ihrer Hilfe musdricken lisst, wilrde isich

auch anders ausdriicken lassen; lNimlich unter Verwendung nur np-

tirlicher Zahlen: Freilich sehr viel umstiéndlicher, meistens so [fi

viel umstindlicher, dass keum Jemand im Ernste daren denken wird, '}
flen wirklichen Sachverhalt immer wieder sichtbar zu machen:; Las |

wiirde ganz unertriglich sein,

1)

¥an lese die bewunderungswirdige Auseinandersetzung Uber die
Anfinge der menschlichen Sprache bed B o 1 z a n o (1837,
§ 285,7).







Der Zweck aller dieser Vorkehrungen ist immer: Uns das
Denken und den wissenschaftlichen Verkehr zu erleichtern, Und
der Sinn der mit iarer Hilfe zustande kommenden Aussagen ist im-
mer gleichartig: Cie alle beziehen sich, trotz gegenteiligen An-
scheins, nicht auf die genannten iHilfskonstruktionen, und noch
weniger auf blosse Zeichen, Figuren auf Papier, sondern auf das
Neich der idealen Gegenstinde, in letzter Linie auf natirliche
Zahlen, sus denen gich die anderen Arten von Zahlen zusammenset-
zen,

Die genannten Zshlbegriffe, mit slleiniger iusnahme der

naturlichen Zehlen, eind, sofern sie Zahlen genannt und aleg sol-

che behandelt werden, Fiktionen, Cie alle aber haben, abweichend

von Fiktionen der FPhysik (limgsenpunkten, Ereigsprozesgen, mbsolut- |

schwarzen Eirpern u.8.w,.), @ine reale Bedeutung: Sie vertraten

Komplexe (Gesamtheiten, Mengen oder Klassen) natiirlicher Zshlen,

Ee erscheint niitzlich, dies an den einfachsten Eeispielen
zu erléitern (Vgl., die Literaturangaben E W ¥ i g u e s und
nementlich H 6 1 d e r)., Ias Hechnen mit natirlichen Zashlen

und die Art wie es, rein arithmetisch, zu entwickeln ist, setze

ich als bekannt voraus, (Siehe wiederum H 6 1 d e r, oder etwa

Russell, 1923, Kapitel I,) Doch wird die Bemerkung am Plat- |}

1|

ze gein, daps die "Folge" der natiirlichen Zahlen,

Ly

1'. -~y 3’ [ ] n' n + 1’ LN ]

mit einer zeitlichen Folge (dem sogenannten Durchlaufen der

Folge oder vielmehr eines Stiickes von ihr) nicht$zu tun hat,

Lbenso bei den weiterhin zu batrachtenden "Folgen", fir
die die Bemerkung nicht wiederholt wird, (Vgl. auch §.00.)

Die Frage, wie eine Folge von Dingen (Jegenstinden des
Denkens ) beschalPfen sein muss, damit ele eindeutig-umkehrbar
auf die Folge der natiirlichen Zahlen abgebildet werden kann,
iet von G, P e 2 n 0 beantwortet worden. Siehe dariiber
G enocchi=PFPeano, 1899, Anhang 11, Die dort gegebene
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Darstellung ist, wegen der Verwendung des sogenannten Logikkalkillgj
nicht gersde bequem zu lesen, lieinem Geschmack und wohl auch dem " J
mencher meiner Leser entspricht besser eine Darsteliung wie die
von A, L o e w y. (Lehrbuch der Algebra, 1915, { 1.)

Die positiven rationalen Zahlen.

Pass die Ublicher (und zweckmiissiger) Weise in der Form von
Juotienten R geschriebenen (positiven) rutionaiﬁ%lgiﬁ?ﬁﬁ;}ecrdnam
Lte Panre p,qq von natilrlichen Zahlen, insbesondere wvon taile;;
fremden Zehlen gind, ist gchon den griechischen Mathematikern
vollkommen geléufig gewesen, und geht eben aus der Schreibart
P unzweideutig hervor, Das elementare Rechnen mit solchen rations
%an Zahlen iet danach, deutlicher gesagt, ein Rechnen mit "Klas-
gen" (Xomplexen) von Paaren natirlicher Zshlen, de immer damn,
wenn p und q teilegfremd gind, dem Paar cp, cq dieselbe Bedeutung |
beigelegt wird, wie dem Paar p, q. Die einzelnen natirlichen Zan-.
len ordnen sich den (positiven) rationalen Zahlen unter als Paare
p, 1. Dies wird terminologisch dadurch zum Ausdruck gebracht,

dasgs man die natiirlichen Zahlen auch als pogitive "ganze" Zahlen

bezeichnet, im Gegensatz zu den "gebrochenen" rationalen Zahlen

(¢ 1, pund g taila‘frsmd}.

Die positiven rationalen Zahlen bilden eine geordnete Menge

-8

Dns heisst, zwischen je zweien von ihnen, a = 2 und b = % begteht|
q 3 :

immer eine der drei Dezieshungen.
a<b,amsb, a>h, il

dag heigst

(%) re < qr, Ps = qr, P8 > Qr.

Ferner sind, wie bei den natiirlichen Zahlen, die durch die Zei-

chen < , 7 ausgedrilckten Beziehungen zu einander invers; das

heisst, a < b besagt dasselbe wie b > a. Und jede dieser beiden

Beziehungen isttransitiv; das heisst, aus a < b, b S o folgs

a s c.






Zwischen je zwei verschiedenen retionalen Zshlen liegen
unendlich viele andere, in moderner Terminologie:. Die lienge der
vationalen Zahlen ist in sich-dicht, Und keine rationale Zahl hat
eine bestimmte (unmittelbare) Nachfolgerdin oder Vorglingerin,

Die greechischen kathematiker scheinen in ihren theoreti-

gehen Uberlegungen ausschliesslich mit Formeln des Typus

gearbéétet zu haben, Der Grund dafiir scheint gewesen zu sein,
ﬁasa gie nicht darauf verzichten wollten, die Wirklichkeit der
natirlichen Zahlen immer vor Augzen zu haben, 50 entgingen sie
dem Linwand, die Linheit augs Teilen zusammenzusetzen, und zwar
bald aus dxsann bald aus jenen,

Wir konnqn heute das EBruchrechnen asuch in der Theorie nicht
mehr entbehren, da die Sprache der Griechen fir unsere Dedlurfnis-
£ zu Banwarrailig igt. Aber der Gebrauch einer vereinfachten
Sprache schneidet uns nicht die Einsicht ab, dess wir es bei den
rationalen Eruchen in ¥Wirklichkeit mit ;aaren natirlicher Zahlen
zu tun haben,

Die ganzen Zahlen,

Eine zweite Art des Hechnens mit geordneten Paaren von

paturlichen Zahlen liegt nicht ebenso nahe wie die zuerst betrach-
tete, und so0ll deher ausfihrlicher abgehandelt werden,
Wir gehen von einem sehr einfachen Gedanken sus, den men

pber - wie D iriochlet in einem #hnlichen Falle Echmun-

zelnd gesagt haben goll -~ "haben musg". Die Alten hatten ihn

anscheinend nicht, und viele lieuerelh haben ihn auch nicht,

iir bemerken, dass jede natlirliche Zahl (unter anderen)
mit zwei "Klussen" von Paaren natiirlicher Zeshlen verbunden ist,
nimlich mit geordneten Faaren der Form a + X, x und mit Paaren
der Form x, a + x , Die folgende hieran ankniipfende Entwicke-

lung fiuhrt uns zur Definition der MNull und der negativen Zahlen.

(ver von seinem Schulunterricht her zu wissen glaubt, was die

Null und negative Zahlen sind - Thermometergrade oder Strecken

auf einer Geraden -~ wird gebeten, Gedenken dieser Art womdglich ||
v61lig auszuschalten,) ‘

(1). Wir erkliren eine Jleichheit zu nennende Aequivalenz |
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zweier (geordneter) Zshlenpssre &, b und a', b' durch die
Formel

8, b = a', b' . wenna4t b =Db4 oa: 1)

(Hier darf man nicht etwa schreiben wollen a - &' = b = b', was

eine petitic principii enthalten wirde),

Ee folgt denn aus a, b = ', b und a', b = aﬁb"

dags auch a, b = a'', b'* iegt; wie ez bei einem richtig ge-

bildeten Aequivelenzbegriff gein muss.

(2) Lie Zahlenpaare eind also auf unendlich viele "Klassen'
varteilt, deren jede nlle Zahlenpaare enthilt, die irgend einem
von ihnen gleich sind, Und zwar ist

I, venn _aMdb :

=
-‘
!
o
1.-
P
I

8~ D+ 7, 7

111, %enn &< b

a+X,béx = y, b-a+y |

(3) Lies legt den Gedanken nahe, such den Klagsen von Zah- j
lenpaaren Zeichen zuzuordnen, Wir fihren des in drei :chﬁltten ;
aus, indem wir mrei®t scharfe Klammern statt der geschweiften zur
Dezeichnung der Klassen benutzen, und denn die so erhaltenen
Klagsenzeichen noch zweimal durch einfachere ersetzen, Die bei- IH
den ersten Schngtte sind Y-} — [+ ] s
I. [a=-b¢yy¥]) = ( (2-=01)),
i1, (v, ¥] = (0)=(-0), -

111, (v, b-a¢+v] ( = (=) ).

1) Eg ést in diesem Falle eine nutzlose Umsténdlichkeit, erst

—— ——— —_—

a, b N a', b zu schreiben und nachher die DLezeichnung
zu édndern,







Cetzen wir denn noch im Felle I & -'b = ¢ und im Falle 111

b -~ & = d, 50 haben wir in diecen beiden Fillen fir jede Klasse

ein einfaches Zeichen, und fir den Fall 1l eine doppelte Dezeich-
nung .
Tt 6)y WP (O ) uminflami@a)y FRPe( 12id ),
Offenbar kenn man dann, wenn man will, auch die Hlassen I
mit der Xlasse 1I, und ebengo die Klasse Il mit den Xlassen 11l
in einem einzigen Zeichen zusammenfassen;

I, 11 : Femn a 2 b,

dann fa+y=-b, 3] = (o e
11, 111 ; Hemn a = b ,
dann (¥ D+ ¥ - al] = (-4d) .

4enn also a = Db ist, so ist fir ¢ oder & das Zeichen C einzu-
getzen; die Zeichen ( ¢ ) und ( - 0) vedeuten, wie zuvor, das-
selbe, nimlich die Klasse 1l1. Naturlich sind alle diese Fest-
setzungen rein-konventionell; Nichts wirde im Uege stehen, irgend
welche andere hinreichend deutliche Zeichen zu benutzen, wie
etwa

1. (€) , I

—

. (n)=(&), LI. (7))

gorauf es ankommt, ist nur, dass bei Erklirung der neuen Zeichen

augschliegglich Additionen und solche Subtraktionen benutzt

werden, die gich im Deréich der naturlichen Zszhlen sugfilnhren

laggen, 7ir bleiben aber bei dem zuerst ausgeflhrten System von

Zeichen., Der Leser mag festhalten, dass das - -ieichen, wo es in
fetter Klammer steht, ( -d ) = ( = (b - a) ), mit Subtraktion
zuniichet nichts zu tun hat; er wird gut tun, zu lesen: "Utrichd",
notrioch b minus a", Es gilt dann, unter anderem, noch die Fegel:
wemn ( x ) oder ( - x ) Zeichen ist fir die Klasse

[=, bl der Pasre {a, b} , 0 ist ( - x ) cder ( x ) Zeichen
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fur die Klesse [b, a] der Faare {b, aj .

Der Fall I1I, in dem ( x ) und ( - x ) dasselbe bedeuten,
eo0ll liullklagse genannt werden.

(4) Wir erkliiren jetzt zwei Operationen, die Addition umd
Multiplikation der beschriebenen Zahlenpaare heissen gollen,
durch die Formeln:

\81, B} + leg, b= {ai+ 89, by + Bal

und

{81, b1}. 8o, bo} = { &y ap + By By, 8 bot iagf.

o

Man gieht dann ohne weiteres, dass mit diesen Operationen
entsprechende Operationen verknipft sind, die nicht einzelne
Zehlenpaare, condern die zugehSrigen Klassen verkniupfen, und mit
denselben Worten und entsprechenden Zeichen verbunden werden

kinnen;
ialvlﬂl + \ﬁgg_bui fi_inl* aSL_fE:"Egj ,
(81, 1} . {@g, bp] = (ajap + bybs, a1bot bjap j .

(6) Nunmehr ergeben sich, ausser den trivialen sogenannten

ommutationsgesetzen der Addition und kultiplikation, sowohl fur
die Zahlenpaare selbst wie auch fir die Klassen, denen sie ange-
hiren, die bekannten formalen Negeln, die als Distributionsge-
getz und Assoziationsgesetz bezeichnet werden oder doch s0 ge-

nennt werden sollten 1}. Im Falle der Klussen,;

1

gewthnlich spricht man von einem "distributiven" und "assozia-
tiven" Gesetz., Mathematiker gehen leider hiufig mit der Sprache
schlecht um, kan spricht sogar von dem Nachfolger einer Zahl,
zanz al§ ob diese, in unserer Sprache, miénnlichen Geschlechtes
wire.(!).
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(87, Bq]. ( [ag, D) 4+ (aa, bzl)

= Lo, %] [ag ]+ [, v]. [eg B3]

[B.ls b}l o ( [_E.E, bi:'l . ‘_H-::J, 'bs]:l
LRE' bE] ) « [ﬂ-;_r,; bg}
= {&11 hll . [ﬂ-,;, bE} i [as’ bS) o

[l
F'H
3

d
o

=
ot

(6) Wir schreiben jetzt die Definitionsgleichungen der
Addition und Multiplikation der Klassen in der unter Nummer (3)
eingefihrten HBezeichnung nochmals auf, und erhalten:

(e )+ (ecg) = ( e +#05) ,

(01)+(—d2)=(31-d2),werm 51

A By
(- %
3

(e ) +#(-4dg) = (-(dp-cy. ) , wemn ¢,
(aida) Ribbifads wailntbatile) zadi

)

(e3)(eg) = ( e 0g
(07 Ju(-dg ) = ( =-r¢c; dp
(£ a1)0ee) = (-4; 0g
(- d1).(-dp) = ( 4d; dp

*

Insbesondere gilt

(x)+(0)=(x)=(x)+(-0),

(-x)4(0)=(-x)=(-x) % (- 0),
(x)+4(1)=(x¢1),(x)+(~1) =(x~1)
(- x) + (1) = (-(x=1)), (=x) $ (-1) = (=(x4+1) )

(x)+(-x)=(0) =(=-0) ,

(0)(x)=(0)=(0).(- x),
(8)(x)=(x), (1).(=x)=(~-x),
() x)=(-x), (-1)(-x)=(x) ,

(=1)(-1)=(1) .
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Hierin ist unter anderem enthalten, dass jede unserer

Klassen - Jjedes ( x ) oder (- x) - eine (unmittelbare)

Naghfolgerin (x + 1) oder (- (x-1) ) hat - wie schon bei den

natirlichen Zahlen - aber auch, abweichend von den natirlichen

Zahlen, deren Heihe mit 1 beginnt, immer auch eine (unmittelbare)

Yorgingerin: (x - 1) oder (= (x + 1) ).

Es steht nun nichts im Wege, die schon vereinfachte Ee-
zeichnung fuUr ungere Klassen von Zshlenpaaren nochmale zu verein-
fachen, nunmehr durch Weglassen der fettgedruckten Klammern.

Dann aber erhalten wir genau die Hegeln des Rechnens mit "ganzen"

Zahlen, die "positiv" oder "lNull" oder "megativ" sein kinnen,
Versetzen wir uns also in Gedanken in den Zustand von Jemanden,
der von der Null und von negativen Zahlen noch gar nichts gehirt

hat, so sehen wir, dass wir hier eine lefinition dieser "kinstli-

chen Zahlen" mit Hilfe natirlicher Zahlen vor uns haben,
Wir heben hervor;

Die addition und Subtraktion "ganzer Zahlen" decken gich,

zugsammengenommen, vollstindig mit der"Addition" von Klasgsen von

Zshlenpaareni a, bl , und ebenso deckt gich die Multiplikation

golcher "Zahlen" mit der "Multiplikation" der Klagsen. Die auf
die Klaggen beziiglichen Operationen haben habsen eg susschliegs-

lich mit natirlichen Zahlen zu tun.
Zum Beispiel hat, wenn

OD<a<b ist, die Formel
a-b=-(b-a)
die Dedeutung
fa+x, béxl =iy, b-2a+vy},
wo nur noch natiirliche Zahlen vorkommen; und ebenso hat die

Formel
{- E.}..(— b} =8Db




il

wo

de

8l

o

| |
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e
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die Bedeutung
{x, a+x}-iy, b+yl = lavs+z 2§,
wo wieder nur natiirliche Zahlen vorkommen; u, s. W. Der Anstrich

des Geheimnisvollen, den &ltere Mathemstiker, ganz mit Hecht,

namentlich an der Formel
(- a).(=Db) = abd
alg stirend empfunden hatten, ist vollstindig verschwunden 32,

Ferner lasgen sich auch durch die Worte kleiner und grisser,

oder durch die i&i&iﬁné , > auszudriickende Beziehungen fur unse-
ren Fall erkldren, Ist A ={a;, b;] und 45 = f[ap, by] , 0 makzel
gschreiben wir
by 5§ 4y
wenn entsprechend
a) +x-Db ‘7“ 3.2+1-b2
und x ale natiirliche Zahl so gewihlt ist, dass die vorkommenden

Subtraktionen ausfiihrbar werden. Das heisst A; soll kleiner

(grésser) ale Ap heigsen, wenn Ag in der Reihe von Klassen von I

Zshlenpaaren auf A, folgt, (der Klasse von a’ vorhergeht), Es |

-ac¢ Y- be, wenn a<b, und a, b, ¢ natiirliche Zahlen sind. ‘

ergeben sich dann ohne weiteres alle formalen Regein des Rechnens
mit Ungleichheiten, Zum Beispiel - a<0<b; - a)- b, wenn a < b; J§
Die ganzen Zahlen bilden also, wie die natirlichen, eine i

geordnete Menge, Nur hat unter den ganzen Zahlen eine jede nicht ‘

|

¥ir sehen hier schon, wie oberfléichlich der von H, W e y 1 ver-
fasste Attikel ¥Philosophie der lMathematik" im Handbuch der
Philosophie abgefasst ist, da er nicht einmal eine Erklérung der
negativen Zehlen enthélt, die doch wirklich sehr nitig ist.

H, H@n k @ 1 hat noch 1867 behauptet, dess "in der for-
malen Mathematik" die Formel (- a).(- b) nicht bewiesen werden
kann., Versteht man die "formale" lathematik auf diese Art, =0
nat men hier das stirkste Argument, das sich gegen sie in'e Feld
fihren lésst,




C
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-
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nur Nachfolgerinnen, sondern auch Vorgingerinnen, und zwar je eine |
unmittelbare, !
Die vorgetragene Definition der Null und der negativen gan-
zen Zahlen ist meines Erachtens die Definition dieser Degriffe-
bildungen, Jede andere, die logisch einwandsfrei ist, muse mit ihr
gleichbedeutend sein, sich auf gie zuriickfilhren lassen (Vgl, H & IT

der a.a.0.).

Die sllgemeinen rationalen Zehlen,

Die zur Erklérung der positiven rationalen und der genzen
Zahlen dienenden Operationen lassen gich verbinden und hinterein-
ander ausfilhren, ¥ir haben nur die in unserer letzten Eetrachtung

zu Anfang eingefilhrten natiirlichen Zshlen a und b durch éurek ra-

q ]
dir gelangen auf diese Art zum allgemeinen Begriff der rationalemn

tionale positive Zahlen P und X 2zu ersetzen ( g>»0, 8> 0).

Zahl, die "positiv", "lull" oder "negativ" sein kann,
Die sllgemeinen rationalen Zahlen gind algo abkiirzende Ee-

zeichnungen fur giexXRdRRLNRXXXOR ZERIEERRX URANERINX RN LU igbRE

Exhieny Komplexe ("Klagsen") von natirlichen Zahlen, Sie haben

die Eedeutunz von gewigsen Juadupeln natiirlicher Zshlen,

Bedeutet jetzt ¢ irgend eine rationale Zahl, = B, so folgt
q

__.p_='3, L:—c' __pg._c-
-4 -q |

Wiie schon die positiven rationalen Zahlen, und ebenso die

genzen Zehlen, so bilden auch die allgemeinen eine geordnete

Menge. Dags heiest, wenn A, B zwel beliebige rationale Zghlen sind
g0 ist immer

ACB oder A = B oder A > D,
wobei der erweiterte Sinn der Zeichen ( , =, > #&hnlich wie zu-

vor mit Hilfe ganzer und schliesslich natiirlicher Zahlen zu



———
i o 2
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erkléiren ist., Und wie die pramtiwam pogitiven rationalen Zahlen,
g0 liegen auch die sllgemeinen "iberall dicht", und keine hat
eine unmittelbare Vorgiéngerin oder Nachfolgerin.

Die G a u s s'schen Zehlen,

"Komplexe Zshlen", und zwar die sogenannten gemeinen, wer-
den heutzutage in jedem Lehrbuch der Funktionentheorie abgehan-
delt. lch setze die Art ihrer Einfilnrung als bekennt voraus, und
betrachte zundchst nur solche,

(( 4, B)) = A & B.d,
deren "Koordinaten" A, B irgend welche rationale Zshlen sind.
Sie migen, da G a u s s zuerst ihre Bedeutung erkannt hat,

@ a ug s'sche Zeshlen heissen und “ganze" G a u s s'sche Zahlen,

wenn A und B iiberdies genze Zahlen sind 1),
Aus dem Vorhergehenden und den Hechnungsregeln
(( Ay, By )) + (( &g, Bg )) = (( &; + Ag, By + By )) ,
(( &y, By )) « (( Ag, By )) = (( Ajhg= EyBp, 4;Bp + Byhp))

ersieht man, daes die ganzen G a u s g'schen Zahlen Fomplexe

|
(Klassen) von Quadrupeln, die allgemeinen G a u s s'schen Zahlenj

Fomplexe von Oktupeln natirlicher Zahlen sind,

s ist heute schwer zu verstehen, aus welchem Grunde ge-
rade die komplexen Zeahlen den Mathematikern lange Zeit hindureh
Schwierigkeiten geboten haben, ja sogar unbegreiflich geblieben
gind. und zwar auch solchen, die sich mit den sicher viel weni-
ger {eicht zugiinglichen negativen Zahlen léngst abgefunden hat-
ten., So verhilt es sich jedoch wirklich,

Leibniz hatte die "imaginiren" Zahlen ( B % 0 )
ein miraculum, idealis mundi mogtrum 2), pene inter Ene et non- i
Eng Am bium genennt, und gpuch N ews ton, 4' A 1l em -
ber wnd L ul er scheinen gich nioht damit zurecht ge-
funden zu haben, ebengo Anfangs C auec hy 3). Es haben aber

1

()

S Rt

)

Dedekind hat in seinen Vorlesungen Uber Zahlentheorie .
(4 .Auflage, 1894, £.430) eine noch etwas einfachere Terminologie, §
die ihn aber mit sonetigem Sprachgebrauch in Kollision bringt.
Er wirde wohl gegen die vorgeschlagene kleine Anderung nichts
einzuwenden gehabt haben,.

M, Cantor ibersetzt: Missbegurt der ldeenwelt. il
H. W e b e r, tnoyclopaedie der elementaren Algebra und Analyeis i
Zweite Auflage, 1906, £.164, J
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auch Bolzamno (1837) und F r e g ® (sogar noch 1884) die
reale Bedeutung des "Imaginiren" nicht erkannt., Dei R, H a m 1 1-
ton und Cauechy finden wir jedoch den wirklichen Sach-
verhalt ausdrieklich angegeben (134??. Gauss freilich hatte
unzweifelhaft schon frih die richtige Einsicht, Die Sache muss
ihm aber wohl als selbstverstindlich vorgekommen sein, weshalb
die Vendung "komplexe Zahl = Paar reeller Zahlen" bei ihm nicht
erscheint,

Viele, und unter ihnen bedeutende Denker, scheinen also
lange Zeit hindurch nicht auf den Gedanken verfallen zu gein,
desg in den Verkniipfungsregeln der gemeinen komplexen Zzhlen eine |
durch die Natur der Dinge selbst gegebene Erweiterung des gewlhn-
lichen Zehlenrechnens zu erblicken ist, und dass die Widerspriche
verschwinden, gobald man gich nur entschliesst, schon eine einzel-
ne Zahl als Spezialfall eines sshlenpaars aufzufassen, nach dem
Echema

f

(( A4, O )) = A + 0, i = A,

Jag une, oder wenigstens den Schreiber dieser Zeilen, an
diesem historischen Sachverhalt besonders interessiert, ist sein |
Zusammenhang mit B o 1 z a n o's "Sitzen an sich”, ¥enn niimligh,
wie Bolzano glaubte, widerspruchsvolle aber nitzliche
Legriffe in der Wathematik zugelassen werden durfen, so mussen
gle uberall zugelassen werden 1). uan kann dann Aussagen wie
dieser "Ler Lreig ist viereckig" ein Recht auf Betrachtung nicht
unbedingt absprechen, Tatedcnlich fihrt B, dieses auch gongt bei
Logikern beliebte Belspiel an,

In einem frilheren Abschnitt waren die "Sétze an sich" ab-
gelehnt worden, mit der Begrindung, dass sie entbehrlich sind.
Jetzt sehen wir, dass sie noch eine andere und viel bedenklichere
Seite haben. Die "Sitze an sich" bilden eine LEtappesuf dem Vege
zu Veihinger's Philosophie derd A 1 s O b, einer prag-
matistischen Ausartung der idealistischen rhilosophie.

Tiese such &le Fiktionaligmus bezeichnete Art von Fhiloso-

hie habe ich abféllig kritisiert. (R.W.V1)., Ich habe damals
?1923) nicht gewusst, oder nicht gaganwﬁrtig gehabt, dass der Be-
griff "widerspruchsvoller aber niitzlicher" Aussagen sich auch bei |8
Eolzeno findet, Sonst hitte deg erwihnt werden missen, da
es zur Entlastung Vaihinger's dienen kann, o
in der auf cSeite 00 zitierten Dissertation von £, T h e o= |
bald wird gesagt, dass der besprochene liangel der Fhilosophie
Eolzano's auf seine zu einseitige Deschiaftig mit Mathe-§
matik zuriickzufiihren ist, Hieran ist Wahres. Die wirkliche Ur- !
ssche von B.'s Missgriff wer aber wohl nur der Umstand, dass
dieser um unsere iissenschaft sehr verdiente Forscher von Mathe-
matik gleichwohl eine nicht ganz zutreffende Vorstellung hatte, ,

Ich gleube mit E o 1 z a n o, dass eine mglichst inten- y
give Deschiftigung mit Mathemetik dem Philosophen nur lutzen I
bringen kann, wirklich schidlich sind nur die in der philosophi-
gohen Literatur allerdings ungemein hiufigen Missverstindniese,

———

Vgl, Wissenschaftelehre, § 70, Anmerkung $: "Wieviel wichtige,
den widersprochenen Begriff V=1 enthaltende Lehrsatze stellt
nicht die Analysis auf”. Dass E, mit diesem Gedanken gelbst
nicht zufrieden war, sieht man aus der Anmerkung zu § 85, am
Schluse.
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die meigtens eben davon herrilhren, dess die mathematischen Inte-
ressen der Philosophen noch nicht genug intensiv waren, Aller-
dings wird von einer ausgedennten Vissenschaft keine genugende
Vorstellung sich bilden kionnen, wer sich nicht an ihrem Fortschritty
beteiligt,

fae im Vorhergehenden ilber die negativen Zahlen vorgetragen
worden ist, entspricht weder deren historischem Ursprung, noch
dem, was man noch jetzt in Lehrblichern der Arithmetik finden kann,
Es entspricht aber, wenn ich nicht irre, dam Geiste der lathematik
der Griechen, die der Meinung waren, dass das, was definiert wer- |
den kann, auch definiert werden soll, Es entspricht ihm, abzesehen|
von einem einzigen, wie mir gcheint, theoretisch-nebensichlichen
aber prektisch sehr bedeutungevollen runkt, Die griechischen
Mathematiker haben nimlich von Fiktionen keinen Gebrauch gemacht
- auch nicht von blos terminologischen - und sie wiirden viel-
leicht nicht damit einverstanden gewesen gein, das Zahl zu nennen,
was in Wirklichkeit Ximmmm eine Klasse (oder ienge) von Zahlen-
paaren ist, So aber igst es sllgemein Brauch in der heutigen lathe-|
matik; und es wiirde ein ganz vergebliches Deginnen sein, eine so
un%emein bequeme und nitzliche Sprachform wieder abschaffen zu
wollen,

Cine von den hier vertretenen Ansichten oder verschiedene
wird von B. Rus s e 1 1 befiirwortet, bei ihm liest man (1923,
auf Seite 84):

"Einer der Irrtimer, die die Aufstellung von
korrekten Definitionen (fiir die verschiedenen Arten
von Zahlen) verhindert haben, ist die allgemeine Auf-
fassung, dass jede Erweiterung einer Zahl (soll heissen
des Zahibagriffs) die frilheren Arten ale spezielle
Fédlle umfasst".

¥ann man nicht sehr wohl wigsen, dess -1 und V=1 nicht Zzh-
len im urspriinglichen Sinne des ﬁ%rtes gind, und sie dennoch Zah- J§
len nennen? Die wissenschaftliche Terminologie wird durch Zweck-
miégsigkeitsgrinde bestimmt, und diese verlangen, dass z.B. A + Fi |8
tfm Falle B = 0 mit A {dentifiziert wird, Das ganze Euch R u s-
g el l's 4ist voll von solchen nutzlosen Spitzfindigkeiten!
Es heipst dann bei R, noch: E
"Jenn man einen Augenblick nachdenkt, so ist es klar, |
dass + 1 und - 1 Beziehungen sein (7) misgen". '
ias R, meint, sind die Cperationen des Addierens und Sub-
trahierens, und diese vermitteln gewiss die schon angefihrten
Beziehungen von Zahlenpaaren, Aber wag die gewShnlich ebenfalls
durch das Zeichen = 1 dargestellte '"negative Einheit" an sich
bedeutet, ist damit auch dann nicht gesagt, wenn man die Dedeu-
tung der positiven Einheit als gegeben h?nnimmt. liier scheint mir
eine Liicke vorzuliegen 1), Ich maeine, wir alle wissen, was na-
tiirliche Zahlen gind, wenn wir es auch ebenso wenig sagen kinnen,
alg wir etwa sagen kénnen, "was Existenz ist". Aber was negative
Zehlen sind, l4sst gich dann sagen,und in einer Grundlegung der
Mathema darf diese Definition nleht fehlen,
R, freilich hat gerade fiir die naturlichen Zahlen, wie er
glaubt, eine Definition, und diese hat kein geringes Aubsenen
erregt. Gie sind iengen von liengen:

1) Ebenso bei L o e w y.
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"ILie Zahl einer Menge ist die Venge aller ihr
dhnlichen Vengen" 1),

Lies 1st nach meinem Dafiirhalten eine geradezu monstrise
Lefinition, Sie unterliegt dem gchon von F, Hausdoeff
geltend gemachten Einwand, dass in ihr bereits die Einheit als
"denge aller Linge", also mit Hilfe eines widerspruchsvollen De-
griffs erklirt wird (8.000). Ausserdem gibt man eich, wie mir
scheint, einer THuschung hin, wenn man meint, die Anzahl der Ele-
mente einer Menge erkliren zu kinnen, ohne den Zahlbegriff schon
zZu haben, Dag Eestreben, Eegriffe zu reduzieren, ist sehr gerecht-
fertigt, es gibt aber defiir Grenzen, Eine solche Grenze ist der
Begriff der natiirlichen Zahl, der sich nicht reduzieren lisst,
auch nicht auf den Begriff der endlichen kenge, in der tatséchlich
der Zahlbegriff schon steckt, trotz D ed e k i nd wund anderen,

Nach R, sind ferner nicht nur (wie hier) die kiinetlichen
"Zahlen" der Arithmetik Fiktionen ("logische Fiktionen"), sondern
auch schon die natiirlichen, Warum, erfshren wir nicht (£.140;
ebenso librigens auch die Mengen, S,14), Damit wird, fir R u s-

s @11, die zanze Mathematik zu einem System von Fiktionen.
Fiktionen bedurlen nun, wie Va i h ing e r, der Fiktionalist
wat’ L oxdy | mit Recht gesagt hat, der Justifikation. Die
sonst nur von Laien gestellte Frage: Wozu das alles? erscheint
hier als berechtigt., Sie wird von R, damit beantwortet, dass er
bei seinen Erklérungen fortwihrend auf die Kdrperwelt verweist,
Er ist also Empirist, Psychologist, Indessen kommt er, am Schluss
des zitierten Buches (5.208), doch zu der Einsicht, dass die lo-
gischen Sdtze, zu denen auch bei ihm die mathematischen gehiren,
a priori erkannt werden kinnen, Das Uberhebt mich wenigstane an
diegser Stelle der Mihe, mich weiter mit ihm auseinanderzusetzen,
Noeh viel mengelhafter als bei Ru s s e11 ist die Ee-
handlung der negativen Zahlen in Elementarblichern. Ich nenne nur
eines der verbreitetsten: H, ¥ @ b e r, Enzyklopaedie der Elemen- |
tarmathematik (Zweite Auflage, 1906, 5.,34), Dort heisst es: I
Wir denken ung die leihe der natiirlichen Zahlen i
ees ®in zweites LMal, und wenden diese zweite Heihe :
zur Zihlung von Dingen an, die mit den Dingen, die
wir durch die erste Zshlenreihe geziéhlt haben, in
einer gewissen gegensiitzlichen Beziehung stehen (!),
wie etwa Dinge, die rechts liegen und Dinge, die links
liegen (!), Thermometergrade iUber dem Gefrierpunkt
und ?n?er dem Jefrierpunkt (1), VermSgen und tchul-
den (!)eess

Auf diese Art haben wohl wir alle als Kinder ung mit den
negativen Zashlen abgefunden, Auch will ich offen gestehen, dass
ich selbet nicht weigs, wie so0 etwas ohne Schaden fir die Sache
auf' einen unentwickelten Verstand zugeschnitten werden kann,

AE:r in einem Werk, dasge fiir Lehrer bestimmt ist unéd Anspruch suf
¥ senachnftlichkalt erhebt, sollte man derartiges denn doch nichill
finden dirfen 2). Was hat bisher die Kritik dazu gesegt? |

Im Yegentlichen ebenso wie W e b e r verfihrt auch noch
A, Lo ewy in seinem Lehrbuch der Algebra (1915, 5.8).

3

1) Ebenso vorher schon, wie R, auch sagt, F r e g e,

2) Auch sonst bestehen Bedenken, besonders gegen den von J, W e 1 1-
s t ein bearbeiteten geometrischen ALbschnitt, |
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tchliesslich noch eine allgemeinere Bemerkung zur weiteren
Aufhellung der hier wvertretenen Lehre von den Zahlen!

Neuerdings macht sich immer mehr die Tendenz geltend, ale
Hauptsache am Zshlenrechnen die formalen Verknilpfungsgesetze zu
betracnten, Soe lesen wir bei H, H a 8 8 e:

Die inhaltliche Dedeutung der in den Gleichungen
vorkommenden zeichen als zshlen ist fir den Formalis-
mus, der zur Aufl¥sung fihrt, ebenso gleichgultig wie
etwaige Benennungen. Das Wesentliche sind allein die
formalen Hegeln, nach denen mit jenen Zeichen gerech-
net wird ...

Auch songt stellt dieser Autor dem, wae sonst iblich war
und von ihm als veraltet betrachtet, lbrigens (im Falle der
@ alo i s'schen Theorie) keineswegs ganz richtig wiedergegeben
wird, eine "moderne", rein-formalistische Auffeesung der iiathema-
tik gegeniiber 1), De in den letzten Jahren in Deutschland nicht
weniger als vier Lehrbiicher der Algebra erschienen sind, die den
gleichen Standpunkt einnehmen, so nat diese Ansicht, die allen
Fortschritt in einer immer weiter getriebenen Abstraktion zu
suchen scheint, zur Zeit bei uns Oberwasser, Zum Glick gibt es
aber auch noch anderes £).

Ganz gewiss ist es eine Hauptsache in der bkathematik, dass
gleichartige Zusammenhinge immer wieder (unendlich-vielfach)
wiederkehren, Vieles davon aber ist schlechthin trivial, und von
dem, was nicht trivial ist, vermigst man nicht weniges gerade in
den Schriften der Formalisten, die mit Geschick besonders alles
Geometrigche zu vermeiden wissen, Systemstisieren iet nbtig,
braucht aber nicht mit einer Verengerung des Gesichtskreises ver-
bunden zu sein,

Auch eine Hauptsache, und zwar eine grosse iauptsache,
scheint mir, im Gegensatz zu solchen Iendenzen, dass das inhalt-
liche Denken nicht zuruckgesetzt wird und dass namentlich die
zentrale Stellung der naturlicnen sehlen nicnt verdunkelt wird,
Jomit kann das interesse, des wissenscnaftliche Interesgse, eines |
ieichenspiels motiviert werden, wenn nicht durch die inhasltliche I
Bedeutung, die ihm zukommt?

HE1t man sich das nicht gegenwirtig, so kommt man in Gefahr
béser Entgleisungen, So heisste es in der Algebra von 0. P e r- |
ron (I, 1827) auf Seite 22;

#ir wollen... zewigse Zeichen einfiinren, die an
und fir sich gar keine Bedeutung haben (!), die aber
eine gewisse Bedeutung gewinnen (7) durch die ¥erab- 1
redung, dass wir mit ihnen wie mit Zahlen rechnen
wollen.... Solche Zeichen heissen Varwiable und |
Unbestimmte. Line Variable in diesem Sinn kann nicht k

J i1

\
d8here Algebra, I, 1926, 5.6 und J.B.d.D.M.V., B4,37, 1928,58,121. 4

ciehe z.BE. die Hihere Algebra von L, E, D i ¢ k 8 0 n, deutsch
von E, Bodewlg, 1929,

Besondere haben F, K1 e i n und sein Schiller R. F r 1-
o k @ gich um der Geometrie entstammende Probleme der Algebra
und Funktionentheorie verdient gemacht, Die von F ric ke
gezeichneten Figuren sind uniibertrefflich,
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weiter definiert werden, sondern sie entsteht einfach §J
durch Schépfungsakt (1!5, indem wir ein Zeichen hinzu-
schreiben und erkliéiren, so solle eine Variable sein,
So steht also am Anfang dieser Algebra etwas, das fast aus-
sieht wie ein Taschenspielertrick 1), Natirlich werden in dem
ibrigens wertvollen Buch spiter die Varisblen durch das ersetzt,
was sie wirkliech bedeuten, nimlich durch Zehlen. So wird der zu-
nichst angerichtete Schaden wieder gut gemacht,
Viel Schlimmer ist B. Ru s s e 1 1 entgleist, in dessen
oft geriihmtem und desto weniger zelesenem Werke The Principles
of Mathematice (1903) man auf Seite 7 Folgendes findet:

"The proposition "x _and y are numbers implies
(x %+ ¥)° = x* + 2xy +# y" holds equally if for x and
y we substitute Socrates mnd Plato”1).

LDieg ist ein alter, auch bei une iiblicher Jchulwitz, mit
dem Lehrer der Lenktriigheit ihrer Schiller zu Hilfe zu kommen su-
chen, Aber mehr alg ein, dazu recht schwacher, Witz ist es ent-
schieden nicht,

Und was s0ll man nun gar dazu sagen, dass
Autor auf Seite 34 liest;

Only a2 vulgar prejudice in favour of true propo-
gitions B) stands in the way of replacing cocrates
{in phrases as "Socrates is = man") by a number, a
table, or a plum-pudding!!

Bei Rueseell, und énnlich bei H i1 b e r t, von
dessen "Begrindung" der Lathematik schon die KRede war (5.00),
ist des Formelgpiel, iiberhaupt dee logisieren, zu einem Sport ge-
worden, der eine Art von selbstidndiger Existenz fiuhrt, und, gleich
einem gespenstischen Raubtier, das inhaltliche Denken zu ver-
schlingen sucht,

Man hat fir diese Spielart der Mathematik dag Wort Logistik
gepriigt, (Uei den Griechen bezeichnete Aogefriky meigtens die
technische Rechenkunst, im Gegensatz zu Ssd?puTexw, dem durch in-
haltliches Denken geleiteten Hechnen), Freilioh ist der Begriff
der Logistik einigermasssen fliessend, Ale Logistiker gelten auch
Peane undi Frege, die den Formaelismus ebenfalls sehr in M
den Vordergrund stellen, aber doch das inhaltliche Denken nicht |
aug den Augen verloren haben, ’

Ee igt ohne Zweifel ein verlockendes Ideal, Eegriffe durch
Symbole zu bezeichnen, und immer dasselbe Symbol zu schreiben,
wo derselbe DBegriff auftritt, statt in den Wortsprachen die Le-
deutung von Zeichen von dem Zusammenhang abhingig zu machen, in
dem sie stehen, In der gsymbolischen iMethode der Invarianten-
theorie iet dieges Ideal in einem beschrinkten Gebiete verwirk-
licht, Ich habe mich aber nicht davon iiberzeugen kdnnen, dase die
Ausfihrung eines solchen Gedankens unter sehr viel umfassenderen
Voraussetzungen ebensogut gelungen ist und gleichen Nutzen bringt

man bei demsgelben

1)

2)

Auch damit kann ich mich#$ nioht einverstanden erklidren, dass von
Perron der Satz von der %xistnnz eines Erweiterungskérpers,
in dem ein Polynon x® + a, x°~* 4,. 480 jpn lineare Faktoren zer-
fil11t, zum "sogenannten" Fundementalsatz der Algebra in Gegensatz
gebracht wird. leines Erachtens ist dag gerade der klare Sinn

des Fundamentalsatzes,

Von mir hervorgehoben, Ubrigens steht dieser Satz im Widerspruch
zu dem, der auf Seite 0C zitiert worden ist.
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Ja selbst unter so einfachen Umsténden wie bei den elementarsten
Eigenschaften der natiirlichen Zshlen scheint mir die ,orﬂeISpracna
der Logistik hinter der Wortsprache zurickzustelen, Dag Schlimi-

ste ist, dass die Deflirworter eines Logikkalklils sich iber ihre
Symbole nicht haben einigen kénnen. So stellen sie ihre Leser vor
die Alternative, Pntuaanr ihnen blindlings zu folgen oder gleich
aine ganze Anzahl von Formelsprachen zu Fllernen und eine Menge
unniitzer Ubersetzungsarbeit zu tun, Dag Eessere ist da, wie s0
oft, der Feind des Guten, Und schliesslich ist &8 dﬂinps Erachtens
gar nicht richtig, daes man sich in den {iblichen Sprachen, deren
Jeder ohnehin mehrere kennen muss, nluht klar ausdriucken kann,
enn z,B, Russeell (1923, 5,207, 208) sagt "iehn Nenschen"
habe dieselbe grammatikalische Form wie "weisse lienschen", man
xénne slso auf den Gedanken kommen, das Zahlwort zehn gei ein
sdjektiv, so witkt des etwas komisch, Fiir ein solches Niveau
schreidt Niemand, und am allerwenigsten tun es die Logistiker
selbst, deren Sehriften durchweg iiberaus beschwerlich zu lesen
gind.

e reellen irrationalen Zahlen

i
: z 3

¥

die gemeinen komplexen Zahlen,

iie man von den rationalen Zahlen zu dem allgemeinen Ee-
griff der reellen irrationeslen Zshlen kommt, ist heute in jedem

begseren Lehrbuch der Analysis zu lesen. Weil aber gerade gegen

diesen Begriff sich Anfeindungen der sogenannten Intuitionisten

richten, wird es gut sein, dass wir die hauptsZchlichsten Tatsa-

chen vor Augen haben, auf denen der allgemeine Pegriff der reellecy
irrationalen Zahl berunt. Ich schliesse mich, abgesehen von ainam'I
Nebenpunkt, der auch sonst meistens bevorzugten Darstellung an,

die in der mit Techt beriihmt gewordenen Schrift D e d e k i n ds

Stetigkeit und irrationale Zshlen vom Jahre 1872 zu finden ist.

¥ir wiesen zunéichst nur um rationale Zahlen, die wir (da y
wir andere noch nicht kennen wollen) vorléufig Zshlen schlechthin }§
nennen, Dass sie in Wirklichkeit Komplexe (Klassen oder Mengen)
natirlicher Zahlen sind, mbgen wir im Sinne behalten, x, y, 2
geien Zeichen fir solche Zahlen,

Ist nun eine Zahl y gegeben, so werden damit alle Zahlen
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auf drei Ilassen [x], (v], (2] verteilt, derart, dass immer
2
X<&y<z ist - go mithin, dass die "wittelklasse" Cy) nuf aus

der Zahl y selbst besteht, Wir entnehmen dann dem zuvor Gesagten,

dass die Differenzen y - x und z - ¥y, und daher auch die Liffnrenz:

z - X bei geeigneter Wahl von x und z beliebig klein werden

(<& , wo %eine vorgeschriebene positive Zahl ist).
Ausserdem mag es sein, dass auch noch Verteilungen aller

Zehlen auf pur zwei Klessen ([ x] und Lz] vorhanden sind, wobei

dann wiederum die Differenz z - x muss beliebig klein gemacht
werden kinnen, da anderenfalls die Zahlen nicht uberall-dicht
liegen kinnten., Dass es solcge Verteilungen wirklich gibt, zeigt
man durch Beigpiele, So gibt es keine Zshl ¥ = % , die der Glei- |
chung y° = 2 oder g2 = 2p° genugte, Uberdies kommen, wie leicht
zu zeigen, die Differenzen der aufeinanderfolgenden Abkiirzungs-
werte des Kettenbruchs
1
Lo copprpmrees ERRS ¥ 2+ n--{

N |
=~ T e @

b,_-
+
o

(die eben derum Niherungswerte heissen) einander beliebig nahe,
und ebenso néhern sich ihre Quadrate unbegrenzt der Zahl 2, Die
ersten dieser Werte (Zahlen) mégen angefiihrt werden; sie sind

3 7 ¥ By

,}‘..L:‘g,zu:l::,... M

]‘[,:1,21:

{
W

In beiden Féillen sind die Zahlen-Klassen [ x] und [z] durch eine
Licke getrennt, die im ersten Falle durch éie Zahl y ausgefiillt
ist, Wir nennen die Tatsache deg Vorhendenseing dieger Eiicke
einen Schnitt durch die Gesamtheit der bie jetzt definierten
Zahlen, und reden, je nach Umstinden, von einem rationalen oder
irrationalen Schnitt,

Es verstent sich, dass die rationalen Schnitte eine geord-
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nete Menge bilden, wie die Zahlen y, denen sie entsprechen, Das
heigst, ist y; & ¥4, 8o gibt es immer unter den Zahlen x, solche,

dic qvénde, gued aly o’n_d.e, .lu,"{..n,uq K, mud taites dow Zalilew 3y ml-tq't.,
die kleiner sind alsg jede der Zahlen Zaj in Zeichen etwa

(1) [x)<lx],  [z23< Lz).
Umgekehrt igt unter diesen Bedingungen (deren jede aus der ande-
ren folgt) immer auch y;, ¢ Vo

In diegses Schema ordnen sich nun auch die irrationalen
Schnitte ein (wes natiirlich bewiesen werden muse). Das heigst,
die in der Form von Ungleichungen angeschriebenen Beziehungen
sind immer vorhenden, wenn [x;] , [2zq] und [xp} , (23] zwei

verschiedene Schnitte bedeuten, wobel nur nttigenfalls die zur

Unterscheidung der zwei Schnitte dienenden Indizes 1,2 vertauscht j
werden migsen. Lg ist einerlei, ob beide Schnitte rational gind,
oder nur einer oder keiner,

Die angeschriebenen Umgleichungen sagen also aus, dass in
der Ordnung der Schnitte der mit dem Index 1 dem mit dem Index 2
vorangeht, oder, was dasselbe ist, dass der mit dem Index 2 auf
den mit dem Index 1 folgt. Eben dieses lisst sich aber auch durch ||
einfachere Symbole ausdriicken, nimlich immer durch eine Formel
(2) JF1 &¥g
Wir hsben dazu nuz nétig, dann, wenn die Mittelklasse Lyl] oder
{vgl fehlt, oder beide iiittelklassen fehlen, die gleiche Formel
als Abkiurzung fir die vorher umstindlicher ausgedriickten symboli-
schen Unglieichungen einzufihren,

versehen wir denn, der griosseren Deutlichkeit halber, vor-
iibergehend das Zeichen Y mit einem Stern, wenn es einen irratio-
nalen Schnitt prédsentiert, so besteht, nétigenfalls nach Vertau-
schung der Indizes 1, 2 immer eine der Beziehungen (Ungleichun-

zen')

¥
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Vi €¥5 V3 < Vgy V] < Ty 27 £ Vg
wenn nur die beiden zusammengestellten Schnitte verschieden sind,
Hieraus entnehmen wir die Berechtigung, die Symbole y ™,
die irrationalen Schnitten entsprechen, als Zahlen zu bezeichnen;

m

und zwar werden wir sie irrationale Zahlen nennen, im Gegensatz

zu den bis jetzt allein vorgekommenen Zahlen, die nunmehr wieder
alg retionale Zahlen zu bezeichnen sein werden,., Das angefilhrte

: - x i
Beispiel liefert und zZwei solche "Zahlen", ¥ und -y , oder
nun wieder einfacher y und - y, wobei im zweiten Falle unter den
Zehlen x, z sich zunéchst diese befinden:

12‘:$'%1x5=-§?

Jir erfinden uns mithin zu jedem irrationalen Schnitt eine

!

"

b

|
b s ]

K3

ihi ertsprechende "Zahl", die dann offenbar eine fiktion ist,

geradeso, wie schon die rationalen Zahlen Fiktionen sind, die ja
in Wirklichkeit die Bedeutung von Klagsen von Juadrupeln natiirli-
cher Zahlen haben, Wiir erreichen dedurch, im einen Falle wie im
anderen, eine Vereinfachung unserer Zeichensprache, eine formale
Verbegserung des Rechnungsapparates, und bringen damit zum Aus-
druck, dass zwischen den verwickelten Paaren von Mengen ix1,

(z] rationaler Zahlen trotz ihrer Verwickelung, einfache Gesetze

herrschen, Worauf es aber hier zundchst ankommt, ist, einzusehen,

dasg wir in den sozenannten irrationalen Zahlen eine arithmetisch

definierte Wirklichkeit vor Augen haben, eine Wirklichkeit, die

ganz so wirklich ist, wie die natiirlichen Zahlen selhst, aus
denen gich alle "Schnitte" schliesslich zusammensetzen. Fiktiv—
ist nur die gebrauchte Terminologie.

7ir haben es jetzt wieder mit einem erwasiterten Zahlenbe-

reich zu tun, dem der reellen Zahlen; denn unter diesem Namen
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werden wir die rationalen und irrationalen "Zahlen" zugammen-
faggen,

Nunmehr ergibt sich eine weitere Linsicht, eben die, auf

der die theoretische Bedeutung der D e d e k i n d'szhen Schnitte}
beruht, Wir kionnen kurz sagen;

Die Menge der rationalen Zahlen ist liickemhaft; in der lienge

aller reellen Zahlen sind ihre Liicken ausgefiillt, und zwar jede

auf eine einzige Weise.

Die Liicken nidmlich entsprechen den irratiomalen Schnitten,
und jedem von diesen hatten wir eine einzige fiktive Zahl, eine
"irrationale” Zahl zugeordnet, Im dem ausgefilhrten Beispiel eines §
Kettenbruches gehtren alle Niherungswerte x, , Zy4 der "Unter- §
klasge" (x] und "Oberklasse"” (z] eines irrationalen schnitte]
an, dem eine "Zahl" zugehSrt, die nunmehr deutlicher mit V 2 ”

bezeichnet werden kann 1). Kirzer

(ad anfinitum)

N
1]
=
-'-n
e
+
v
R

Der genaue Ausdruck der fundamentalen Tatsache, mit der
wir es hier zu tun haben, ist enthalten in einigen Lehrsétzen,
deren erster als Bol zano-Weierstras s'scher

satz bezeichnet wird:

Jede unendliche und beschrinkte Folge von reellen Zahlen

Vo (oder 3. )
{a‘nyk"bl =|;_.." 1' 2, lll}

hat mindestens eine Hiéufungszahl.

Ublich ist das Zeichen V_E, Dag aber ist eine schlechte Eezeich-
nung, da es in anderem Zusammenhang allgemein auch fiir - V%,
nimlich alg "zweiwertige" Zahl gebraucht wird, Schreibt man

+ Y7, so ist des um nichts besser, da dadurch, in Summationen,
die Doppeldeutigkeit des Symbols V 2 nicht aufgehoben wird,
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Das heisst, es gibt wenigstens eine Zahl y unseres nunmeh-
rigen Zashlenbereichs (eine Zahl, die rational oder irrational
sein kann) derart, dass flir unbegrenzt viele Werte des Index [f
(3) —Eh g ‘lft‘"y L 05
wird, wofern ¢ eine beliebige (also auch beliebig kleine) posi-
tive Zahl ist, {: —= ol

Man beweist dag milhelos durch das bekannte Teilungsverfah-
ren.

z";*‘!““*

Nicht vorausgesetzt ist hierbei, dass die #Fetchen durch-
weg von einander verschieden gind, Sie konnen z.E. auch alle
einander gleich sein; Dann ist y = y) die (einzige) Hiéufungszahl,

Eesonders wichtige Spezialfélle sind;

Jede unendliche"nach oben hin"besgchréinkte Folge nicht ab-

nehmender reeller Zashlen

= =

1x, £ i = eee X can <b¢

hat eine einzige H&ufungszahl.

Da dann offenbar auch der entsprechende Satz fiir "nach
unten hin" beschrénkte Zahlenfolgen
: 2 > > >
{20 ZI1 T ees FIpE eess 7 a i

gilt, =0 erhalten wir die Miglichkeit jede reelle Zahl in eine
Folge von Intervallen i(xo... Zyy <Xjeee 297, aa infinitum}
einzuschliessen, deren keines iber das vorhergeliende hinaus-
greift i X4l 2 B o 21 :-zk 1 , und deren "Breite" z, - x.
sich mit wachsenden Werten des Index k der Null nihert, (Ein-

gchachtelungsverfahren, auf das weiterhin Bezug zu nehmen sein

wird,)

Und schliesslich wird in diesem Zusammenhang wisé—dwwitesan |

: . o
‘asammenkeng on einen Lehrgatz zu erinnern sein, den A. Rxxxixmxg Wi
st Redy |

Pringeheim™den Fundamentelsatz der gesamten Analysis
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genannt hat;

Line notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine

unendliche Folge (y ) wvon Zahlen y), (die rational oder irratio-

nal sein konnen) eine einzige Héufungszahl hat, besteht darin,

dass fiur jedeg ¥ ein Wert n des Index K qg;&gndegujstL_gggggg,

dasg fir alle m

(4) - £ < Y’:H—m ¥y S E

wird,

Eine solche Zahlenfolge heisst komxmmxgx konvergent, ihre
Hiufungszahl y Grenzwert der Zahlen der Folge. Fiir sie bestehen
auch die Ungleichungen (3), Sie wird iiblicher Weise bezeichnet
durch das Symbol

(4) = Vi, 1)

L 1

K —> a0
Eine konvergente Folge bilden zum Seispiel die Nidherungs-
werte des erwihnten Kettenbruchs. Ihr Grenzwert ist die schon
eingefiihrte Zahl y = Y 2. Auf weitere Einzelheiten, die man in
jedem Liehrbuch der Analysis findet, kann hier nicht eingegangen
werden,

Augser der hier, in Kurze und in leicht geinderter Darstel-
lungsform, wiedergegebenen Theorie D e d @ k 1 n d's gibt es
noch einige andere Arten der Einfuhrung der Irratinalzahlen, die
alle um dag Jahr 1872 herum bekannt geworden sind,

Weierstrass hat, ich weiss nicht seit wann, in
Vorlesungen einen Gedankengang eingeschlagen, der statt mit den
zwei Zahlenmengen [x] und [ 2z] nur mit der einen arbeitet,
Hieriiber haben wir jetzt einen ausfilhrlichen Bericht 2).

Eine wesentlich anders angelegte Theorie rihrt von G.
Cantor und Ch, Méray hery In diesem Falle werden die

Man liest etwa: "y gleich Limes y) fiir k Pfeil unendlich", Hat
y den Zahlenwert Null, so heigst die Folge(yy) eine lullfolge.
Zwei konvergente Folgen (yx) und(y'k) haben dieselbe Haufungs-
zahl, wenn (yx - ¥V'k/)eine Nullfolge ist,

M
YVirtor von Dafdtscher, Vorlesungen iiber die
Jeierstrass'sche Theorie der irretionalen Zahlen, 1908,
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irrationalen Zahlen von vorn herein mit Hilfe der Formel (4)
definiert, wobei dann natiirlich zur Definition der Zghl y nur
rationale Zahlen benutzt werden diirfen, Diese Zahlenfolgen heis-
gsen bei M é r ay Varianten und bei C an t o r Fundamental-
reihen, Benutzt man eine Fundamentalreihe, in der abwechselnd
nicht-abnehmende Zahlen xx wund nicht-zunehmende Zahlen 2zxi]
vorkommen, g0 erhélt man eine Definition der irrationalen Zahlen
durch das schon erwihnte Einschachteluncsverfahren, das im Jahre
1872 von B, H e i n @ verdffentlioht worden ist 1) 0'a'n-

t o r's im Literaturverzeichnis angegebene Abhandlung vom Jahre
1884 enthilt eine Vergleichung der verschiedenen Methoden, die
irrationalen Zahlen einzufiihren,

Alle diese Methoden leisten materiell dasselbe, Sie leiden
aber an Schénheitsfehlern, von denen die Methode D e d e k i n dsg
frei ist. Stirend ist namentlich bei dem Verfahren von M é r a y
und C antor, dass in den Fundamentalreihen ein hohes laass
von Willkiir steckt, von der erst nachtriiglich gezeigt wird, dass
sie ohne Binfluss auf das Ergebnis ist, Die Fundamentalreihen
sind jedoch das, was in der Analysis iiberall gebraucht wird,

Man wird unter diesen Umetéinden am besten so verfahren,
daes wman von der Definition D e d e k i n d's =ausgeht und die
anderen Definitionen als Folgerungen aus ihr darstellt,

Mit einem kleinen Schénheitsfehler ist auch D e d e -

k i nd's eigene Definition behaftet, Bei ihm entsprechen namlich}
jeder Zzhk rationalen Zahl zwei "Schnitte", die dann auf Grund I
einer weiteren Definition als fquivalent erklért werden, !

Dedekind hat spiter angemerkt, dass die griechische
Mathematiker seiner Definition der irrationalen Zashlen schon nahej
gekommen waren, Er verweist(in der Schrift vom Jahre 1884) auf
Gas fiinfte Puch der Elemente Eu k 1 i d'e, Dann aber fragt sich
werum denn die Griechen nicht auch den letzten Schiitt - einer
Ausfiillung der Liicken zwischen den rationalen Zahlen - getan
hatten, und werum eine im Grunde so einfache und dazu bedeutungs-|
volle Tatsache niecht schon viel frilher zum Vorschein kam? 2). i
EimxzuniirxEragrxakrrorictxkamxxakietindig cknmnina e ket dnrakxidin,
Emphrat g pxdinodxoexixaxkxomxdoaeaxderxEn sk rinmgrgreaiich e
grinesxfedankensxgibtodhoammeidioaoom i g It ramR LR E X
gringxxEnitxdinxixitenzxdrrxixrakona eRx Xk nnx

Auf die erste Frage wiirde wohl zu antworten sein, was schonj
in einem einfacheren Falle gesagt worden ist: Die irrationalen
Zahlen sind, ele Zahlen, FPiktionen, und éie Griechen haben solche
nicht benutzt 3), Die zweite Frage aber wird kaum vollstindig

1)

Im Journal flr Mathematik, Bd.74, Wegen der dort vorkommenden
Identifizierung der Zahlen mit Figuren siehe S.00 und F r e g e}
Grundgesetze II, § 86, 87, ( einer Ertirterung der dort auch
gegen @, Cantors Arithmetik gerichteten Einwidnde fehlt

mir der Raum,) - HEherungswerte von (Qudratwurzeln hatten schon
die Griechen unter Anwendung eines Einschachtelungsverfahrens
bestimmt,

Dedekind gibt das Datum an, an dem ihm die Definition
der irrationalen Zahlen gelang: 24.November 1858,

Vgl. fasse und Schol z, 1921, wo iibrigens das Wort
Fiktion nicht vorkommt, ,
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beantwortet durch die Beschreibung, die D ed e k ind von
der Entstehungsgeschichte seines Gedankens gibt. Ir verweist .
darauf, dass die Ceometer seiner Zeit die Existenz der irrationa-§
len Zahlen als selbstverstiéndlich betrachtet haben, Indessen lag
gchon fiir Mathematiker wie G au s s und 4 b el die Sache
doch wohl wesentlich anders., Diese kinnen nicht daran gedacht
heben, Uberlegungen, wie sie in der damaligen Geometrie iblich
waren, in die Be%rundung der Arithmetik hineinzuziehen,

Mir scheint es, dass das Aufkommen des Hechnens mit Dezi-
malbriichen die Ursache des Ausbleibens einer sachgemissen Defini-
tion der irrationalen Zzhlen gewesen sein miss, Dass man, mecha-
nisch, mit unendlichen Dezimalbriichen ebengo rechnen kann, wie
mit solchen, die bei einer bestimmten Stellenzahl abbrechen, war
ja den Mathematikern léngst geléufig. So mochte wohl, auch vom

(Hiadeu methematisehen Standpunkt, das Bedirfnis nach einer Definition
des Irrationalen sich wonlg geltend machen,

Le scheint lehrreich, zuzusehen, wie gich die Definition
der irrationalen Zahlen gestaltet, wenn man von dem formalen
flechnen mit Dezimalbriichen ausgehen will, Ls wurden die folgenden
Denkschritte zu tun sein;

(1) Es wird der Begriff einer konvergenten Folge (¥..)
rationaler Zahlem y,, ¥1, Yo .+ erklart i?ormel 4),

(2) Zs wird bemerkt, dass nicht nur mit jeder ratignalen
Zshl eine solche Folge verbunden ist {z.B. ; =( 3, 3, Syeees ;l

s

mit ihr geredezu identifiziert werden darf (wie wir es eben

die
schon gesehen hatten), sondern dass auch der Sinn eines jeden
(endlichen oder unendlichen) Dezimalbruchs der einer speziellen
konvergenten Folge ist. { DBeispiele;
1,0 & (1,5} 1,003 1,8005 .ces
031 o1todde.l,.’ =7(0,1;°0,10; 0,100 0,1012; ....)]}

(3) Es wird fESthB{EIAt' dass es unendliche Dezimalbriiche
gibt, die esinen Grenzwert haben '

{ zelspiele: Lim (0,9; 0,99; 0,999; ....) ¥ f=1 Lo 03 038..) =3}
und solche, die keinen haben 3
{Beispiel: 0,101161110 ...} .

(4) In der Absicht, won den vertrauten Rechnungsregeln
einen mbglichst umfassenden und zwar mechanischen Gebrauch ma-
chen zu konnen, wird den Dezimalbriichen, die keinen Grenzwert
naben, ein solcher ausdricklich zugeschriebeun, hinzugedacht,
fingiert.

Die unendlichen Dezimalbriiche, die nur fiktive Grenzwerte
haben, werden irrationale Zahlen genanal,

(5) Es wird die unter (1) genannte Definition der Konver-
genz einer Zzhlenfolge auf die Gesamtheit der nunmehr erklirten
"Zahlen" ausgedehnt, und es wird gezeigt, dass Jjetzt jede sol-
che Folge einen Grenzwert hat,

Tine derartige Hrkliérung der irrationalen Zahlen und des
Rechnens mit ihnen kann uns nun heute nicht mehr befriedigen,
Denn zunichst hat das Rechnen mit Dezimelzahlen (und iiberhaupt
die Arithmetilk der Stellungszahlen" nicht einmal eine einfache
Beziehung zu den rationalen Zahlen, wie viel weniger zu den
natiirlichen, Alle rationalen Zahlen, die in der Form _&

10E™
darctellbar pind, haben zwei verschiedene Ausdriicke im dezimalen
Zahlensystem, Alle iibrigen rationalen Zahlen werden nur auf
eine Art, aber durch Dezimalbrilche mit periodischer Endung dar-
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gestellt, elso durch unendliche Dezimalbriiche 1), Und schliess-
lich igt die Beziehung selbst so einfacher oder wichtiger Zahlen
wie V 2 oder e und J zu den entsprechenden Dezimalentwicke-
lungen nichts weniger als einfach und fiir theoretische Zwecke
geradezu unbrauchbar,

Sicher wiirde dqne solche Art, die irrstionalen Zahlen ein-
zufihren, wenig dem Sachverhalt en%snrachen, der in der Defini-
tion D ed ekind's seinen tatsiehliohan Ausdruck findet,

Etwaigen Intditionisten, die big hierher gebléttert (ich
wage nicht zu sagen gelesen) hoben migen und dann jede Rilcksicht
auf ihre eigenen Entdeckungen vermissen werden, sei zum Troste
bemerkt, dees auch sie noch an die Reihe kommen sollen, Nur nicht
dringeln, segte der Henker,

Die gemeinen komplexen Zahlen,

Schliesslich lassen sich die Prozesse der Erweiterung des
Zshlenrechnens, die im vorigen Abschnitt und im vorliegenden
gkizziert worden sind, verbinden und iiberlagern, Es entstehen
dann die"gemeinsan" komplexen Zahlen der Form A + Bi in voller
Allgemeinheit,

Dags die Heihe der Erweiterungsprozesse des Zahlenrechnens ||

hiermit, wenigstens im Rechnen der allgemeinen Arithmetik, ihren

natirlichen Abschluss findet, ist vielfach erirtert worden, und ‘

braucht daher hier nicht besprochen zu werden, um so weniger, als l
fiir den besonderen Zweck der vorliegenden Schrift schon die Be- i
|
& - § — - |

trachtung der reellen Zahlen im Ganzen ausreichend ist, Die Theo-
|

ru f
rie der sogenannten htheren komplexen Zzhlen (der Quatefiionen, l

Al s I
BiZ#uteﬁionen, matriikn und anderer) gehdrt meines Erachtens f

H

{iberhaupt nicht mehr zur "Philosophie der Mathematik"., Sie gehdrt l

vielmehr der Algebra und den besonderen Anwendungsgebieten an,

1)

In der Schrift vom Jshre 1884 hat T e d @# k i nd versucht,
unter Verwertung einer gelegentlich schon bei €alilei
vorkommenden Bemerkung, die endlichen lMengen, und mit ihnen die
natiirlichen Zahlen, geradezu mit Hilfe des Unendlichen zu defi-
rieren, Da dieser Cedenke,trotz des von D, auf seine Ausfilhrung
verwendeten Scharfeinne, meines Wissens nirgends Zustimmung ge-
funden hat, o glaube ich nicht weiter suf ihn eingehen zu sollen
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in denen solche"Zahlen" sich als miitzliche Abkiirzungen (termino-
logische Fiktionen) erwiesen haten oder noch erweisen werden,
(Zanlentheorie, Geometrie, Kinematik, Mechanik, neuesrdings angeb-
lieh auch l@lekularphyeik, wovon ich nichts verstehe.)

Mathematiseh interessierte Philosophen seien wegen der (re-
lativen) Abgeschlossenheit der besprochenen irwelterungen des
gewthnlichen Zahlenrechnens auf eine kleine Abhandlung verwiesen,
die in den Giéttinger Nachrichten vom Jahre 1898 enthalten ist
(8.1 - 8), Man findet darin zwei ganz einfache Beweise des in Be-
tracht kommenden Lehrsatzes, sowie einen Berichi iiber ein Mise-
verstindnis, dem ein etwas dunkel abgefasster Ausspruch von
G auss ausgesetzt gewesen ist, und das die Entwickelung der
Lehre von den hoheren komplexen Zahlen eine Zeit lang aufgehalten
hat .

8

ontinuumn il

Dasgs natiirliohos

%
und geine einfa chsgsten

rweiterungen]

(]

e po.
— ==

Jendet man auf rationale Zahlen die Operationen des Addie-
rens, Subtrahierens, dultiplizierens und Dividierens (die letzte
abzesehen von der Division mit Null) in endlicher Wiederholung
an, 8o erhilt man immer wieder rationale Zahlen, Die genannten
Operationen sind aber die einfachsten, die die jathematik kennt.
;:ﬁ bezeichnet daher (nech K r one ¢ k e r) die Gesamtheit,

den Inbegriff oder die Menge der rationalen Zahlen alg den natir- §

lichen Nationalitidtsbereich; neuerdings vielfach auch als den

natiirlichen Zahlenkdrper,

L9
Ebensc nennen wir den Inbegriff oder die lMenge aller rellen

Zzahlen des netirliche Kontinuum, Dieser letzte Name (fiir einen

Gegenstand, der bereits als existierend erkarnt igt) wird einge-
filhrt, weil die genannte lienge im Aufbau der Mathematik von nicht
geringerer Bedeutung iet, als die ienge der natiirlichen Zahlen,

Beide Zahlenmengen sind geordnet, und beide gind iiberall-dicht
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(S.00), aber mir das natiirliche Hontinuum ist liickenlos oder zu-

sammerhiingend 1), wag in dem Satz iiber konvergente Zahlenfolgen

geinen Ausdruck findet., Wichtig ist, zu bamerken;

L

Den Zshlen deg natiirlichen Kontinuumg kommt susser der Art

von Realitiit, die wir bereits festzestellt hatten, und die darin

besteht, dess sie aus natiirlichen Zashlen zugammengegetzt gind,

noch eine zweite, niimlich physische Nealitit zu, die allerdings

nicht sindeutig bestimmt ist.

So viel wir zu erkennen vermdgen, lédsst sich insbesondere

%

der ablauf der Zeit </ mit Hilfe der Zahlen des matiirlichen Kon-

tinuums megsen. (Uie musgezeichnete Stelluang der rationalen und

ganzen Zahlen innerhaldb des natiirlichen Hontinuums kommt dabei

: = r - e : T » - 4 7 |
in Wegfall M}) Nach Fegtsetzuns eines liullpunkteg fir das Zeit-

e

maass entsprechen die derei Zahlenklassen

(x} , v, (z]

renau der Unterscheidungz Verg zenheit, Jegenwart, Zukunft.

Unter Gegenwart ist dabei natiirlich ein sich verschiebender
Zeitpunkt zu verstehen, nicht eine Zeitstrecke von endlicher oder

gar unbegtimmter Dauer,

Bleiben wir jedoch bei der Mathematik, so kénnen wir bemer-

sen, dass jede unserer beiden Zahlenmengen gewisser Erweiterungen

fihig ist, die wegen ihrer vielfiltigen anwendung hier noch be-
sprochen werden sollen, Wir flhren dies nur flr den zweiten Fall

aus, und bézeichnen, im Hinblick guf das, was hinzugefigt werden

—_—

€ 2o =

e

iach Dedekind "steti
Vgl. 5,00,

Man kénnte sllerdings die Schwingungsdauer einer bestimmten
Lichtsorte als Zeitmasss einfihren; die Wahl dieser Sorte aber
wiirde willkiirlich sein,
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goll, das natiirliche Xontinuum jetzt als das Kontinuum 1. Irgend

eine Stelle dieses Kontinuums, =lso irgend eine relle Zshl, heisse |
Vergtehen wir dann unter esinem Punkt ein Zahlenpaar x, ¥,
und nennen wir Binheitskreig den Ort aller Punkte, deren "Koordi-
naten™ x und y der Gleichung
X~ $ 72 =1
geniigen, so kinnen wir die Punkte dieses Kreises zu den Stellem
t des natiirlichen Kontinuums in eine im allgemeinen gegenseitig-

eindeutige Gezishung setzen, vermige der Zuordnung

 w AN O o meleherl % weh - Aok
e = t2 ! iy g g
1 t l 4T 14+ x ¥
!
| fayh, )
) ¥
S {6
T e e . L.
—r = ﬂb/ o 1o "F"&

[

fiur dem Punkte (x, ¥) = (- 1,0) entspricht in dieses Zu-
ordnung heine Zahl t. Diese Licke flllen wir nun in dhnlicher

feige aus wie die Licke im Falle der Schnitte ohne Mittelklasse,

iir erfinden uns eine geeignete Terminologie, und sprechen von

siner "uneigentlichen" Zahl, die die lLucke gchlieggt, Sie wird in

iiblicher Weige bezeichnet durch das Symbol @@ | L =90 . Dieses

Symbol ist alsc nichts anderes als ein Zeichen fiir die festge-

stellte Licke, nur terminclogison, alg"Zanl", ist es eine Fiktion,
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Durch susfiillung der Luchaﬁ haben wir eine vollkommen gegenseitig-
eindeutige Zusordnung zwischen den Punkten der Kreislinie und den

|
|
|

"rellen Zahlen" hergestellt, zu denen nunmehr auch die uneigent- |
|

liche Zahl o gehtrt, Damit haben wir einen neuen Begriff ge-

bildet, oder besser, wir haben die Gesamtheit unserer nunmehrigen

Zzhlen als existierend erkannt: Wir nennen diese Gesamtheit (Men-

ge) dag Kontinuun II, und wir nennen es im Gegensatz zum"gEfenen"

Kontinuum I, geschlossen 1).
Zu eben diegsem Kontinuum II, also zur Erkenntnis seiner

Exigtenz, kommen wir noch auf eine zweite Art, die uns eine tiefe-§

/|
re Eingicht in seine Natur liefern wird., Wir kinnen Jja die glgentj,
lichen Zahlen t (also die rellen Zsghlen mit Ausschluss von '

t =0 ) in Form von (uotienten schreiben,

o
t = ft’% > ‘tb # Q "
Las heiget, wir kinnen jede eigentliche Zahl t als Hepri-

gentanten einer Klesse (lienge) von Paaren reeller Zshlen (T,, %¥7) |

l':

’

betrachten, die nur als Verhdltnigzrlssen

T N :

gelten sollen; Das Werthepaar to = C, t1 = 0 bleidbt ausgeschlos-
gen, und das wWerthepaar f‘t’o, § € wird (wenn € £ 0) als mit dem '
vertepaar %, , 1 Hguivelent erkléirt, éhnlich, wie im Falle der

rationalen Zahlen, Dann entspricht also jedem Paar von Verhélt-

Nech einem Vorschlag von F. H aus dor f £, der mit dem friiher
von mit gebrauchten Wort mbgeschlossen nicht zufrieden ist,
wenche Autoren wollen von der Einfilhrung einer uneigentli-
chen"Zahl" { & ) iiberhaupt nichts wissen, S0 C s g o o d
(I, 1912, S£.6) und G, He H & r d y (A Course of Fure Methematics,
1925, Appendix 111), der im Ubrigen mit mir ubereinstimmt, Meines
Lrachtens fubrt des zu nutzlosen Umgtdndlichkeiten, Freilich ist
die bei Cebrauch deg Symbols &0 nttige Vorsiché oft ausser
Acht gelassen worden,
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nisgrissen Yo '# Y1, bei dem %, # 0 ist, eine “eigentliche" Zahl
t, jedem Wertepaar O ; %] aber entspricht, bei von Null verschie-
denem ®}, die eine uneigentliche Zahl t = = ., ¥ir haben in
der Gesamth&%%?ﬁfier Klassen ( 51515 ;) von Zahlenpaaren wie-
der dag Kontinuum II vor uns, dasﬂ:;;:;'allein mit Hilfe der na-
tiirlichen Zahlen erklidrt ist.

Wir kiénnen jetzt den Unterschied der Kontinuen I und II mit
einfachen Worten beschreiben;

In dem Kontinuum I haben je zwel vergschiedene Zshlen t, t!

eine bestimmte Ordnung (t £t' oder T >t'), Diege wird nicht

zerstért durch gewisse stetige Zuordnungen (Transformationen),

namentlich nicht durch solche der Form,

(1)) €= =a Kty fayo}.

Fd ™ 3 . Y
iir sagen; Dag Kontinuum I ist linear-geordnet 1),

In dem Kontinuum II haben erst drei verschiedene Zahlen

t, t', t'' eine besgtimmte"Ordnung". Es ist ndmlich entweder
{
(To T} —'tfg, ') (YT - Yo) (Yo -% N ) >0

oder s
{f;f:" - t:ttf) (T~ "':a"fﬂ) L—r‘,r.l'._t’torj L0

Auch diese Art von Ordnung wird durch gewisse stetige Zuordnungen 1

(Transformationen) nicht zerstdrt, und namentlich wird gie nicht

zergtért durch die !linearen" Transformationen:

E;‘ zq.t"t‘ bto
(22) {ea-b< >0 %

ck =dz +4To 2)

i

B

S

Wir sagen jetzt "linear-geordnet"” und nicht mehr nur "geordnet™
mit Riickgicht auf den Begriff der zyklischen"Ordnung", von dem
gsogleich die Rede sein wird,

Diese Beziehungen sind fir die weitere Ausbildung der Lehre von
den linearen Trensformationen nicht zweckmissig, Ich gebe gie in
dieser zunichet sich darbietenden Form, um weitere Auseinander-
getzungen zu ersparen, da es hier nur suf das Grundsitzliche an-
kommt,
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7ir sagen: Das Kontinuum II ist zyklisch geordnet.

In der Bezeichmung t, t', t" lésst sich der gleiche Sachver-
halt nicht so einfach ausdriicken, LEs missen denn vier Fille unter-
schieden werden, da keine der Zahlen t, t', t" oder irgend eine

von ihnen mit der uneigentlichen Zahl ao zusammenfallen kaun:

(" = ') (t=1t") (t' -t) S0 {t, T, t""xe} )
th - t'$ 0 it woy
t-¢t" 50 {t! =oo}
t' -t S5 0 gt =}

Diese Beziehungen werden denn, unter anderem, nicht zerstirt durch §

Trangformetionen der Form

7 t b & 4+ D -
3 Al U A +0 < &
(3e) et + d ceo + 4 e i y

mit positiver"Determinante"” ad - be. Das Heisst, es kinnen durch
solche Trensformationen zwar die aufgezéhlten Félle unter einanderj
vertauscht werden, aber nur die oberen (unteren) Zeichen mit den J
oberen (unteren) Zeichen, i

nders verhilt esg gich dann mit den Transformationen

*
(2b) Tl = B.f} + bfo .
» ad - bo & O
Y; = cf& + 4%,

oder den entsprechenden Transformationen
F
(3b) t =at+ b
et + d

diese vertaugchen die oberen mit den unteren Zeichen,

Fihren wir zwei der Transformationen (2) oder (3) mit ver-
gschiedenen Verh&ltnisgréssen a : b ; ¢ : d und a': b'; e'; 4
hinter einander eus, so ist es am einfachsten, die homogenen

Parameter der zusammengesetzten Iransformation in die Form
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a" = a'a + b'ec , " = a'd 4 b'd,

e" =¢'a ¢+ d'c av e'b + 4'd

i

zu schreiben., Es folgt dann

a"d" - b"e" = (a'd' - b'e') (ad = be),
woraus man sieht, zu welcher Art von Transformationen die zussmmen-
gesetzte

®* X x
t’l = B,“ ‘t:l + b» tio 5 fﬁ* = G" fl + a" t‘O

oder

¢ . a"t & p»
e" tF an

gehtrt., Wir driicken das so0 aus; !

Die Transformationen (2a) und (2b) oder (3a) und (3b) bil- il

den zugammen eine"geschichtete" Gruppe, die aus einer Hauptschichty

ﬁ;i (a) und einer Hebannchichtl&# (b) besteht. Ii

Die Transformationen beider Schichten bilden je ein Konti-

nuum 1) von drei Dimensionen - oder es gibt"z. ao °" gplcher

Trensformationen, zwei Schaaren mit je drei "wesentlichen" Par-

ametern 2/,

Achten wir auf die Art, wie sich die saus zweien zusammen-
gesetzten Tranformationen auf die beiden Schichten verteilen,
und nennen wir & eine Irani}ormatian der Hauptschicht, T eine
gsolche der Nebenschicht, so erhalten wir Formeln des Typus
(s) (s") = (s") , (8) (1) = (™),

() (s') = (T") (T) (T*) = (s") , 3)

1)

1 ra

Ein "offenes" Kontinuum, das - wie schon das Kontinuum I -
nach der Terminologie der lengenlehre nur aus "inneren Punkten"
besteht, Die im Texte ausgeschlossenen Grenzstellen sind gegeben
durch die Gleichung ad - be = O,'Sie bilden ein zweidimensionales
geschlossenes Kontinuum, den "Rand" des ersten.

De eg nbimlich nur auf die Verhéltnisse a ; b ; ¢ ; d ankommt,
7ird zuerst S. dann S' ausgefilnrt, so heisst das Ergebnis £" -
w.s.Ww, Die Reihenfolge der suszufilhrenden Transformationen ist
gleichgiiltig fiir die Schicht, zu der das Ergebnis ihrer Zusammen-
setzung gehort, sonst aber nlcht; oder doch nicht immer,
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Da die entgegengesetzte Transformation

e =) c
Iy 5 < ¢!

zu einer Transformetion S oder T immer zu derselben Schicht ge-
hért, wie diese Transformation selbst, so folgt, dass bei Ausfih-
rung dergelben Iransformation unserer Gruppe suf die durch eine
[ransformation (a) oder (b) gepaarten Verinderlichen PE,'E* )
oder t,'t*) die Schicht, zu der die Transformation gehirt, er-
halten bleibt, Insbesondere gilt das fur die Hauptschicht, Wir
sagen:

Die Transformationen der Hauptgchicht bilden fir gich eine

Gruppe und zwar eine inveripnte Untergruppe der Gruppe

aller linearen Irensformationen der Verinderlichen T, : T, oder

€4 2R
Ein ganz elementarer, aber natiirlich sehr wichtiger Satz
ist noch:
Eine lineare T tion der Veriinderlichen t, ; t oder
2
t igt v8lliz bestimmt durch die Jpordnung von drei runkten
= [, X zu dreji anderen ¥ E‘r {t .

alo
Ob gie zur Haupt- oder lebenschicht eder zu il oder *],3

gehtrt, wird entschieden durch das Vorzeichen des Froduktes
L'[‘!'El = & Kﬂﬁtxomu = {1%) (et ‘}l =, Pﬂ)'
i (P:HT- F,':'af:’)( f;"uf-—a'fu: ICN W B

(das man als Digkriminante der Transformation bezeichnen kann),

piege Formel wird erhalten durch Aufldsung der Gleichung f':“{*F
nach t, und nachfolgende Vertauschung von t und t* . ck+d

loh komme hier mehrfach mit der Terminologie anderer Autoren in
Kollision. Statt von geschichteten Gruppen hat S.L i e von gex
"gemischten” Gruppen gesprochen, was mir kein gutes dort zu sein
scheint. Statt von einer Hauptschicht und Nebenschichten reden
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In der Geometrie wird das, was wir hier Zahl genannt haben,

gewdhnlich Punkt genannt, Die Zshlen unseres Kontinuum II heissen
dann"Punkte einer Geraden”, die man sich mit einem "uneigentlicheﬁi
f

Punkt wersehen und"im Unendlichen" (enteprechend der Zshlec) ge-

schlossen denkt, vielfach unter einem (nach meiner Meinung illu-

gsorischen) Hinweis auf "die Anschauung". Unser Kontinuum Il er-
scheint dann ale der einfachste Fall eines "projektiven Kontinu-
umg", das in diesem Zusammenhang gewthnlich Haum genannt und,
nach der jeweiligen Dimensionenzehl, in der deutschen Litereatur
djem Zeichen B, zugeordnet wird, (n=1, 2, 3, ....), Die linearen
Trensformationen (2) oder (3) eind der einfachste Fall der (reel-
len) “ﬁollinzﬁtionnn" und ebenso such der "Horrelationen" der
projektiven Geometrie, die gich, fir n = 1, in ihnen vereinigen,
und Projektivititen genannt werden., Ler Satz Uber die Zuordnung
vén zweimal drei Punkten gilt, methodisch, als Fundamentalsatz
der projektiven Geomstrie,
Die Notwendigkeit der Unterscheidung zweier Arten von Iro-
jektivititen hat wohl zuerst v. S t a u d t erkennt, Er unter-

schied (1827) sachgemiss zwei Arten des "Umlaufssinn's" einer

jeraden, entsprechend unserer zwei Arten von Zshlentripeln t, t',
tll 1).

1)

andere von einer Hauptgruppe und Nebengruppen.iber als (von H,
i eber) diese Terminologie vorgeschlagen wurde, war die Be-
deutung des Wortes Gruppe schon festgelegt, Die *"liebengruppen"
gind keine Gruppen, Cbensowenig kenn joch mich mit den (ebenfalls
von i e b er eingefihrten) Worten Teiler und lormalteiler
(statt Untergruppe und invariente Untergruppe) einverstanden er-
kléiren, die im Falle kontinuierlicher Gruppen ganz unpessend sein |
wlrden.
in Bhnlicher Veise sind in jedem r%]lan projektiven Punktkontinu- ‘
um Rn von ungerader Dimensionenzahl zwei Arten reeller Kollinga-
tionen (und Korreletiomen) zu unterscheiden, Ubwohl das eigentlicl
selbstverstindlich ist, ist es doch oft genug libersehen worden,
ciehe die Abhandlung _Lber die Degriffe linke und Techts, J.B.d. “
|

D.M.V., Bd.21, 1913, 5.198, Das einzige mir beksnnte Lehrbuch, in
dem dieser tachverhalt (und was demit zusammenhingt) gewlirdigt

wird, ist die ProjeBtive Geometry von Ve bt enund Young
(11, 1917, £ 174 und folgende),
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Fiir Leser, die mit der Theorie der Transformationsgruppen
nicht ganz unbekannt sind, sei noch hinzugefigt, dass die Dedeu-
tung der linearen Iransformationen (2) oder (3) nicht nur auf
ihrem evident-elementaren Charakter beruht, sondern auch auf eini-
gen weniger naheliegenden Sitzen, deren wichtigste diese sind:

Die Gruppe @izt ist, im eigentlichen und engsten Sinne §
deg Wortes einfach. (Las heisst, sie enthidlt keine invariante
Untergruppe, ausser der identischen Transformation, Eg sei daran

erinnert, dess die "einfachen" Gruppen auch in der Theorie der

Iransformationsgruppen eine zentrale Stellung einnehmen).
Lie Gruppe ﬂ;i igt in keiner umfassenderen kontinuierlichen
Gruppe enthplten, die ebenfalls von einer endlichen zshl von

rarametern gz + Sle igt also, 1m angegebenen S
g, auseer unter Erhthung der Dimenpionenzahl des
betrachteten "laumes" R;.
Jede im gleichen finne nicht erweiterungsfihige Gruppe von
gsformationen einer vVerinderlichen ¢t Ia% zu der Gru A

|
|
|
|

Diege wichtigen Sitze rlihren her von 5, L i e; sie haben
den Ausgengspunkt seiner Theorie der Transformationsgruppen ge-
bildet, die noch viele Sitze dhnlicher Art enthilt 1).

In der Theorie des Kontinuums Il tritt (wie bei jedem "ge-
schlossenen" Kontinuum) an Stelle des Bo l zano-WWeier-

g t reas g'schen Lehrsatzes ein einfacherer;

Im Kontinuum 1i hat jede unendliche kienge wvon Zahlen

(Punkten) eine Hiufungszshl (einen lifufungspunkt).

Entsprechend hat man, fUr dag Kontinuum II, einen erweiter-

ten Begriff der Konvergenz einer Zshlenfiolge, insbesondere kann

man sagen: Line Folge (tn) eigentlicher Zshlemn t,; "konvergiert"

gegen die uneigentliche Zahl ©© | wemnn ﬁ:___kh__ bei hinreichend
fentar

grossem n fiir alle m beliebig klein wird "™

A

s L LEfann JEres, SE0A395

Und diese Erklirung der"EKonvergenz gegen ¢t = oo " liisst sich
guch als Definition der uneigentlichen Zahl e hinstellen:

g )

]

vgl. 5. Lie und G. Scheff ers, Vorlesungen uber kon-
tinuierliche Gruppen, 1893, Theorjem 27, £,314,

Tieser udebrauch des Limeszeichens und der Terminuskonvergenz ist
nicht allgemein iiblich, Gewbhnlich spricht man von Divergenz.
Dann bezieht man sich aber nicht auf das XKontinuum Il, sondern
auf das Kontinuum I.
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Jichtig ist natlirlich, dags im Kontimuum 11 die uneigentli-

che Zahl t = o0 gar keine Sonderstellung einnimmt, Sie konn je,
durch Transformationen der Form (3) in jede beliebige Zahl von

11 {bergefiihrt werden.

Offenbar lassen sich schliesslich auch die beiden im Vorher-}
gehenden zusammengefassten Fille von einander teymnen. Ls exis-
tiert such eine Erginzung des Kontinuums I durch zwei uneigentli-

che Zahlen, statt einer, ¥ir erkemnen go die Existenz eines weite-

ren Xontinuumg, das wir das Kontinuum 111 neunen wollen;

Ist in einer Folge t,, t1, tg, ..y tp, «.. Flir hinreichend §

grogges n und alle m immer
- g & A— P
g4 maa
bei beliebig kleinem positivem & |, so schreiben wir
o = Lim 1.
. n--oo tn ’

und iet, wieder fiur hinreichend grosses n und alle m

A
'Eﬂ*-ML = L

go schreiben wir

Lim 1
P+ = powo tn . 1)

vag Fontinuum I ist dann durch Zusatz der beiden uneigent-
lichen "Zahlen" o°. und oo, sbgeschlossen worden uné eben
durch diese ibschliessung in das Kontinuum II1 Ubergegangen,
Dieses ist, wie 11, geschlossen.

Auch im Kontinuum III hat (wie im Kontinuws 11) Jede unend-

liche Menge von Zehlen mindestens eine Hiufunsszahl .

- ——

1) Ublich gind die - meines Erachtens sehr bedenkl ichen &
Zeichen - op und + o= .
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Das Xontinuum II]l ist wie dass Kontinuum 1 linear-geordnet,

Es unterscheidet gich aber von dem Kontinuum I dedurch, dass s

e e e e e ettt e et B

eine erste und eine letzte "ZahlM ( o0, <O ) enthilt 1).

Eben diese Zigenschaften hat jedes abgeschlossene Intervall
deg Kontinuums I oder III, némlich die Gemamtheit (Menge) mller

eigentlichen Zshlen t, die Ungleichungen der Form

ae t <D {a < b}

genugen, wobel a mit we. zusammenfallen kann, Es gibt dann

den Satz:

Es existieren(nicht-abzihlbar-) unendlich viele ;bbildun;en,;

durch die das Kontinuum 111 stetig, d.h, lilckenlos und eindeutig- |

umkehrbar. sowie unter Erhaltuns seiner Ordnung, auf irgend eines

seiner Teilgticke <La.,b> ¥ bezogen wird.

im Falle des Teilstiickes
s S
wird eine solche Abbildung vermittelt durch die transzendente

Fleichung

r’-
I
&

1

{

it
P
r

ue
-

es gibt aber auch algebraische Zuordnungen , die desselbe leisten g
und es hat meines Erachtens Interesse, die infachsten unter ihnen
anzugeben,

Zine erste solche Abbildung wird vermittelt durch die Zu-

ordnung
o 7 38 ) Y
Yy = ¥ - | Z = “1‘_'“‘]_7?“:

Jir ktnnen sagen, meo- gei den negativen, <+ den positiven
sigentliohen Zshien sngegliedert. iwei weitere Lglichkeiten,
bai denen dem Kontinuum % entweder nur <o- oder nur ©°+ angeglie-
dert wird, bei denen also das erginzte Fontinuum "halb=-offen"
bleibt, werden hier, als von viel geringerem Interesse, lUberganger
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Ist z irgend eine Zehl des Kontinuums 111, so ist y eine Zahl des
Intervalls <=1 ... 1, mit Einschluss der Grenzen, und umge-

kehrt, Die linesare Ordnung bleibt erhalten., (Vgl. Figur 1; es ist

2t 2t
B e—tae p—
Y ornlch-53 Lr Tat, ei
und
'l i - F"' = X M "'I' f 'i' 2= = l‘. '
x
ferner
t = XE o =X )
zZ + ¥ Yy 2
y 1
y=A =i 'ﬁi
+=A nd
~ 3 / e
(tmeo) ¥ t=0 3 51.%-‘?-
I?-.-‘- P - E 2 - - = ==
== 8 P— i:—“

Die Figur 2 zeigt den reellen Zug einer auch fur das kom-
plexe Gebiet von y und z definierten"Kurve’

(1-y2)(¢+22)= 2. 3

ves punktiert gezeichnete Stuck diesem Iurvenzugs geht nicht in
die betrachtete Abbildung ein.

Diese Kurve, eine rationsle Xurve vierter CUrdnung, hat drei
Doppelpunkte, deren jeder zweimal Vendepunkt igt. Zwei devon lie-
gen auf dem reellen Jug (t = 0,e und t = -1,1), der dritte ist, |
als reeller Punkt, isoliert (t = & i), Die Figur 2 zeigt die
vier reellen Vendetangenten, Unsere Kurve ist mithin, als Ort
von Punkten (y, z) des komplexen Gebietes im ebenen projektiven
Zontinuum, projektiv-fquivelent mit (kollinear zu) einer Lemnis-
kate, In der Tat geht ihre Gleichung durch die imaginire Xolline-
ation,.

1

iber die Gleichung der Lemniskate

1) Liner Kurve nach der in der algebraischen JGeometrie iblichen
Terminologie, die sich freilich von dem dlteren Kurvenbegriff
gehr weit an{rnrnt. tie igt ein zweidimensionales Gebilde (ein
fontinuum) .,
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( e ) = 2 (8 -4

Liege aber hat nun einen reellen loppelpunkt ( $=©, 4=° )
der euf ihrem reellen Zug liegt, die beiden anderen sind konju-
giert-imaginir, (Sie liegen in den absoluten FPunkten der Huklidi-
schen Geometrie),

iusser der hier aufgetretenen reellen Kurve, die zu einer
Lemniskate komplex-kollinear ist, gibt es, beiliufig bemerkt,
noch eine dritte, die bbenfalls reell iet (d.h. eine Gleichung
mit reellen Xoeffizienten und nlso ein relles PFolarsystem hiﬁj
und ebenfalls komplex-kollinear ist zu einer Lemniskate, Von die-
ger letzten Kurve, deren Gleichung, bezogen auf ein reelles Cye-
tem homogener Koordinaten, in der Form

e 5
AEXE & REXE 4 %K, = O

geschrieben werden kann, sind nur die drei Doppel kte reell,
] P

Jiber auch die Zuordnung

4

1 - t2

leigtet das Verlangte, Dép Gesamtheil der Werte von z (mit Ein-
schliss der uneigentlichen oo. und oo, ) entspricht, unter
Erhalturg der Urdnung, die Gesamtheit der Werte t im Intervall

von - 1 big 1, mit Einechluss der Grenzen.

Die FPigur 3 zeigt ein Stlck des reellen Zugs der Kurve
dritter Ordoung, die nunmehr zur Abbildung dient, Die punktiert
gezeichneten Teile des Kurvenzugs kommen nicht in Detracht, Lie
Furve hat suf ihrem reellen Zug einen Doppelpunkt (der in der
Figur horizontal im Unendlichen liegt) und einen Vendepunkt,

Die Figur zeigt die beiden loppelpunktstangenten, die Tan-
sente des reellen Vendepunktes und die redle Gerade, auf der,
{bekenntlich) die drei Jendepunkte, der reelle und die beiden
konjugiert-imaginiren, enthalten sind,
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Man wird ohne weiteres bemerken, dags das Kontinuum 1 bei
Herausnahme (Auslassung, Uberspringung) einer einzelnen Zahl in
zwei Kontinuen von gleicher Struktur (linear-geordnete Xontinuen
ohne infangs- und Endzehl) zerfdllt, dass bei dem Kontinuum II
der gleiche LEffekt bei lerausnahme zweier Zahlen erreicht wird,
und dass aus dem Kontinuum 1I, kurz gesagt, durch "Verdoppelung"
(irgend) zweier Zahlen, und aus dem Kontinuum III durch"Verdoppe-

lung” einer eigentlichen Zahl zwei linear-geordnete Kontinuen

von der Struktur des Kontinuum I1]l entetehen 1). Von den Fontinuen

1 und IIl kenn man sagen, dass sie "in dem Xontinuum 11 enthalten™j
{
gind; insofern nimlich 1 aus 11 durch Weglassung der zahl & |

entsteht, und IIl durch "Verdoppelung", besser vielleioht noch
"Spaltung" derselben uneigentlichen Zahl {0 —» (oo, 00} - .

‘ie man, von einem oder mehreren der Kontinuen I, II, 1iI i
susgehend, sich von der Existenz der weiteren Kontinuen ("Punkt- |
honiixg&rﬁ Uberzeugt, die den Gegenstand der Analysis bilden, solli
nicht mehr allgemein auseinandergesetzt werden., Immerhin mbgen :
einige der wichtigsten unter ihnen EZrwihnung finden, Iahin gehiért |
das Kontinuum der (reellen) Punkte einee "projektiven" Naumes 1
Fp von n Limensionen, ;s‘ist definiert durch ein System von n
Zahlen des Kontinuums 1, 13 ale blosse Verhiltniszahlen:

Xo:# X1°% X2 : «ve i Xp

betrachtet werden,wie in dem einfacheten Falle n =1 die Ver-
hdltniaz;hleé?;b : ¥; genannt worden waren (unter Ausschluss des
jertsystems 0O, O, ... U). Dieses XKontinuum ist also &hnlich er-

klirt wie das Eontinuum II, mit dem eg im Falle n = 1 identisch

ist, und es hat fUr alle n eine Heupteigenschaft mit diesem

- - .

1)

Jas hier Struktur genannt ist, heisst in der ilengenlehre Crd-

nygsqmu.




jdisR) b

frati i) O




- 138 -

gemein: Is ist geschlossen IJ, Jede konvergente Funktfolge hat in
ihm einen (einzigen) Hdufungspunkt. Veitere Kontinuen, die nement- |
lich von Geometern untersucht worden sind, werden aus diesem

"projektiven Kontinuum" dadurch ausgeschnitten, dsss gewisse Ab-

hingigkeiten zwischen den n 4 1 Verhiltniszahlen X5 ... Xp
hinzutreten, die sonst irgend welche iJerte haben kinnen(als "Ver-
inderliche" zu denken sind;)zum Beispiel

x3 - {x3 = 15 uieilode } = o.

~u diegen besonderen Xontinuen gehtrt das Kontipuum der projekti-

ven Liniengeometrie im Haume Rz bei dem n = 5 ist und die gua-

Pk L L

dratische Gleichung in der Form

r i é ] .
- - b . . .
| - e A - 4 - o = »
Ao ] - o A T f-.4 J.b [

geschrieben werden kenn, Ferner das Punktkontinuum }ﬂﬁ der Lie®

gehen Kugzelgeometrie, bei dem die guadratische Gleichung die Form

i iy
- o e

.

]

2 2
-X + X, = 0O
4 6

\3
N

- X, = X

hat; und auch dag Punktkontinuum der Mibins'schen Kugelgeometrie,

deren Theorie ebenfalls auf das Studium einer guadratischen

L]

vennigfaltigkeit
g 2 2 _B ol
"D - .1.1 - .u.:; - .-L.z - .\4 = L%

hinausléuft, Vir werden diese Xontinuen nicht genauer betrachten,

dafir soll ater ein einfacheres Deigpiel ausgefihrt werden, das

der hkitbiug'schen Kreigpgeometrie, in der man es mit einer guadra-

tischen Memmigfeltigkeit, dem Kontinuum der Funkte einer Fléche

2 . Ordnung im projektiven Komtinuum il :

Xo = !1 - 32 - 13 = U

zu tun hat, dessen Definitionsgleichung, daj X, nicht den Wert

Kull ennehmen kann, sich Ubrigens auch einfacher in der Form

. —

liach neuerer Terminologie: kompakt.
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W+, vy =1
schreiben lisst, (aﬁ = xﬁ ] xo}. iir wenden uns nunmehr zu® einer
genaueren Detrachtung eben dieses Falles, der aus mehr gle einem

Grunde unser besonderes Iinteresse beanspruchen darf 1).

r T

i d ™

Das Eontinuum einer

i £ AT S TR
r

mplexen Ve rinde l1iohen.

k
i Sl

§ir bvetrachten jetzt wiederum geordnete Pasre von "Zahlen™
x und y, die wir aber, sbweichend von Friherem, nunmehr dem Kon-
tinuum Il entnehmen, Wenn wir dann zwischen Pearen der Form

( @ , y), (x, e ) und ( @« , = ) nicht unterscheiden und sie

alle durch das einfache Symbol  bezeichnen, £o haben wir vor unsj

die Definition eines weiteren lontinuums, deg zweidimensional ist
und (auf unendlich viele Arten) als eine Erweiterung von Hontinu-
en des Typus 11 angesehen werden kann, Insbesondere enthikt es
die Zahlenpaare (x, C) und (oo , 0), die sachgemiiss mit den Zah-
len X und ungeres Kontinuumg II identifiziert werden,

Jir wollen das so erklérte iontinuum kurz dass Fontinuum 1V

nennen.

rie Ppare x, y fassen wir, wie wir es schon getan hatten,

e = e P ——

zu einer "komplexen Zahl" Z zusammen.

z=XxXx+y1i.
Jir reden sodann von den Zahlen £ — mit Ruckeicht auf allerlei
Anwendungsmbglichkeiten - auch els von Punkten (redllen Funk-

ten!) uné zwar von Punkten einer"Lbene”, der G a u s s'schen

- |
Lbene, in der X und y rechtwinkelige Kartefisohe Hoordinaten

1) In dem suf Seite 00 genannten Lehrbuch von V e b € @n und
Y oung wird manches des darliber zu Cagenden augfinhrlicher
vorgetragen, anderes allerdings nicht (2d.II, Kapitel VI).

— e e — ——

*
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gind 1), Zum Unterschied von der“Sigentlichen Zahl oo , fiir die

wir auch das Wort uneigentlicher Punkt brauchen werden, nennen wir|

'
die Zehlen z, soweit ihre Koordimaten x und y dem Kontinuum I an- J

gehtren, eigentliche Punkte.

Diese fiir den Anfang des hier Voszutragenden notwendige
Unterscheidung erweist sich nun alsbeld als nebensichlich.

¥ie nimlich die im vorigen Abschnitt betrachteten Vertausch-
ungen der Punkte (Zzhlen) des Kontinuums II, die Trangformationen
(3), in diesem Kontinuum iberall gtetig sind, sus einer konvergen-
ten Punktfolge und ihrem Grenzpunkt immer wieder eine solche Fol-
ge und ihren Grenzpunkt hervorgehen lassen, 2) go verhilt es sich
auch mit gewissen, auf Hhnliche Art gebildeten Vertauschungen -

haben alle Trenefromationen der beiden Formen |
|

Transformationen - der Punkte des Kontinuumg 1V, Tatsédchlich

(4&) z*=

4+
o

ad - be * 9

o|m
CHE
+|
-

(4b) 2" =

B e
™
4| +
=l B

fr -mn $ 0

die genaunte Eigenscheft,

+

1) Zur vermeidung von Missverstiéndnissen gei susdricklich darauf f
ningwiesen, dass wir uns hier keineswegs auf eine "vorgefundene” i
rebene" Geometrie (die Euklidische) beziehen, Punkt ist fir uns f
nur ein anderer Name fir die komplexe Zanl z, die selbst ein lName §
fiir das Zshlenpaar (x, ¥y) ist, u. 8. w, Die lechtwinkligkeit

z“ﬁ*'ﬂwinci Fortsehreitungen von (x, ¥) zu (x 4 dx, y + dy) und
(x + 8x, v + dy) ist definiert durch die Gleichung

ix. &x + ay. &8y = ©.

% und y heissen rechtwinkflige Koordinaten, weil diese Gleichung
gpr npifferentiale” (zunzohst von x und y) durch die Annahmen
X

=0 und dy = ¢ erfillt wird, i
Unstetig eind diese Transformationen, je soger nicht einmal Uber-
all definiert, nur im Kontinuum 1. '

% ]
o
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{unter a ... d, b ... r eind jetzt komplexe Verhiltniszahlen
o+ Ti

der Form &~—2t zu verstehen und z bedeutet die zu z "konjugiert"

- komplexe Zshl x - yi., Man beachte, dass unsere fruheren For-

halten sind.}
Uberdies gilt der Satz, dase diese zwei Arten von Transfor-

mationen die einzigen sind, die die Punkte des Hontinuums 1V

iberall eindeutig und stetig unter einander vertauschen und aussenj
dem die Eigenschaft haben, dass z* von 2 oder z analytisch ab- .
ningt 1), (Bekannter Lenrsetz von L i o A v é 1 1 ) Der Punkt |
&> nimnt dabei nur der Form nach eine gewisse fonderstellung ei J

et im Falle (4a) z = o und ¢ = 0, 80 wird z ¥ = &; ist ¢ = 0, 80
wird z¥ = o0 , Ebenso verhilt sich der Fall (4b).

Die Treneformationen (4a) und (4b) haben nun noch weitere

!
|
gehr bemerkenswerte Eigenschaften, Zunichst bilden auch die Ir::.nﬁi-—"|
formationen beider Schaaren Jje ein Kontinuum - des Kontinuum der :
Verhiiltnistshlen ais bi# c:4 d oder 1'#% mi% n:# r{ ein nicht ge-
schlossenes, also "gffenes" Xontinuum, #&hnlich wie das Xontinuum
1). Da die genennten Verhiltniszenlen, ohne Anderung der darge- i
gtellten Transformation, mit einem von Null verschiedenen komple- y
xenFaktor ¢ multipliziert werden kinnen, so bilden beide hontinuenl
Mannigfaltigkeiten von 8 - 2 = ‘Ezizenéionen. #ir bezeichnen dem- v
entgprechend, die Zehl der in (4a) und (4b) vorkommenden "wesent- |
lichen" Parameten sndeutend, den Inbegriff (die lenge) der Trans- §

formationen (4g) mit f; , und ebenso den Inbegriff der Transfor-

lieser Begriff, ein Grundbegriff der Anelysis, ldsst sich nicht
in Kirze erkléren, Es muss, unter anderem, vorausgesetzt werden,
dngs der Leser weiss, wes eine anlytische Funktion iet, und worauf
die grosse Bedeutung gerade dieser Art von"Funktionen" (eigentlich
Funktionenpaaren) beruht, ~

In meiner Terminologie ist im Falle (4a) 2z eine analytische
Funktion von z, im Falle (4b) eine antianalytische Funktion der-
gselben komplexen Verinderlichen z,







mationen (4b) mit H, ,

Zie Transformationen der Schaar oder Mennigfaltigkeit £

haten ferner eine Eigenschaft, die wir auch schon bei den Trans- ”

formationen (3) haben feststellen kénnen: Sie bilden eine "kon-

tinuierliche" Gruppe.

Thavey
Da wnwmer (Gesagtes sich hier in wenig geinderter Form wieder-

J
H

holt, so kinnen wir uns kurz fassen:

~ie Transformationen vonfb und und Hp bilden zusammen eine

geschichtete Gruppe Hg , von der [} die kontinuierliche in-

variantaq:ptargruppa ist. I} nennen wir die Hauptschicht, lig

die habansahiqg&_vonlg, Hp.

Zazu gehtrt noch;

Drei verschiedene Funkte zj, 22, 23 k onnnn der | a1he nach

x ®
in drel andere 31. 2223 durch eine einzige Transformstion von

I}, und ebenso durch eine einzige Transformation von Hg Uberge-

fihrt werden 1),

Hiermit haben wir also ein (ziemlich viel inhaltsreicheres)

Seitenstick zu dem Lehrsatz, der (auf Beite OU) Fundamentalsstz

der projektiven Geometrie genennt worden war; und wir haben zu-

gleich diesen Fundamentalsatz gelbst nochmals und in erweiterter
Form vor uns. ler erweiterte Satz bezieht sich auf das "komplexe
jebiet einer Geraden" ( der Geraden y = '), oder auf das(reelle)
Gebiet ungeres Kontinuum IV, was kedi beides dasselbe sagt.

Bt pr— - —. 3 . ;
exchihdiddi ximax xBodaraninc et e O EOBOR X XK

e

1) Einer der ;unhta Z1, 2Zg, Z3 und ebenso einer der Funkte XXYXEXEX
zl, Zr z3 kann der Punkt oo gein,
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Eine andere wichtige Eigenschaft unserer Transformationen
erkennen wir, wenn wir uns der elementaren analytischen Geometrie

erinnern, in der man den Maasszahlen von Winkeln ein positives

oder negatives Vorzeichen beilegt, 1) gir dlirfen wohl ohne weitere
Erklérung (auch in Eezug auf die Umgebung der Stelle e ) sagen;

Eei den Transformetionen der Schear {'« bleiben alle Winkel

erha lten, und bei denen von Hp werden alle Winkel umgelegt, Oder

— e — i+ g T e e e . ———

in anderer Sprache; Die Trensformationen von {6 sind eigentlich-,

die von Hf uneigentlich-konform,

Eine weitere wichtige Eigenschaft unserer Transformationen
enthiilt der folgende Satz von M 6 b i u s;

Die Trensformationen der Gruppe I‘b, Hp lagsen aus jeder

Kreiglinie immer wieder eine golche hervorgehen, und gie gind die §

2 ¥ 2 A 2 3 & 2]
einzigen (die einzigen} Punkttrensformetionen) derart ”).

Zunichst némlich zeigt eine leichte Rechnung, dass alle
Transformationen der Form f4a) oder (4b) tatsiehlich jeder Kreis-

linie 30“:»‘..,-) ..}_3,5 = 2,6.1 * 'ﬁa e

e 7% q%
(“) iééaa "3. g ay {.UE‘;
wieder eine solche zuordnen, 5
Men muss dann nur def Falld ) = 0, der in der elementaren
analytischen Geometrie als die Gleichung einer Geraden figuriert, §
in den Begriff der Kreisglinie einschliessen: Diese Geraden,
"Kreiglinien", die den Punkt © enthalten, nehmen hier ebenso-

wenig als der Punkt oo selbst eine Sonderstellung ein,

Zweitensg bemerken wir, dass die Transformationen der ge-
guchten Art iiberall wohldefiniert und eindeutig sein miissen,
Tenn sie werden aus jedem Pear zj, Zg von verschiedenen Punkten,
die den XKreiglinieweines Biindels als ihre Schnittpunkte (Basis-
punkte) angehtren, wieder ein solches Paar, und das dep Paarey,

1)

a
o

such der allgemeine Winkelbegriff lésst sich, wie die Orthogona~-
1itédt, ganz unabhéingig von der Elementargeometrie definieren,
worsuf hier nur der Kurze halber nicht eingegangen wird,

Die Kreiglinien kommen auch in der wv. 8t a u d t'schen
"Theorie der Imaginiren" vor, unter dem Namen von Ketten (als
Orter "imaginirer Punkte" einer Geraden, hier der Geraden y = 0,
Mit Riickgicht auf Verallgemeimmrungen ihrer Begriffe werden sie
- nach U, 8 @ r e - jedoch besser als eindimensionale
EKetten bezaichne%.
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Zl, 2 oder z, zg mit festem z] oder zg und beliebigem z ebenfalle
#inen Inbegriff von oo 4 golchen Pearen hervorgehen lassen,

Um den zweiten Teil unseres Lehrsatzes zu begrinden, geniugt
es demnach, zu bemerken, dess man ihn nur noch fur einen Fall zu
beweigen braucht, in dem der Punkt o in Ruhe bleibt, Die Trans-
formationen (44) und(4b) reduzieren gich dann auf eigentliche und
uneigentliche "Ahnlichkeitetransformationen”,

(ba) 2" = az + B, (bb) 2 = 1T + M.

Jir haben also, mit M & b i u B, zu zeigen, dase jede
Iransformation der Funkte, die Kreisliniem in ebensolche Uber-
fihrt und den Punkt & in Ruhe lésst, in einer dieser Formen
enthalten sein muse, Eine solche Transformation wird nun paralle-
le Geraden 1) in ebensolche, Parallelogramme, deren Ecken auf
einer Kreislinie liegen, in eben solche, also rechte Winkel in
rachte Winkel, ferner Parallelogramme, deren Diagonalen einander
rechtwinklig schneiden, in eben sclche, mithin Quadrate immer in
Juadrate Uberflhren, Mit einer Folge von in einander eingeschach- §
telten immer enger werdenden (uesdratnetzen léset sich aber jeder
sigentliche Punkt der Ebene beliebig aproximieren, womit die DBe-
Hauptung erwiesen ist,

#ir betrachten schliegslich noch besondere, und zwer die
involutarischen Transformationen der Gruppe I'¢, Hg. Involuta-

risch heisst eine eindeutige Transformation, die von der identi-

gchen Irgnsformation verschieden ist, aber,zweimal angewendet,

zu dieser fuhrt 2).

!
|

pie in {} enthaltenen Iransformationen derart heissen ( M &-M

b i u s'sche) Involutionen, Es gibt ihrer o 4, das heisst, sie §

bilden ein (offenes) Kontinuum von vier Dimensionen, und sie sind (
alle in der Form

(7) z'= 22+D ta®+bo % 0|
cz-a '

enthalten, Jede lésst zwel getrennte Punkte in luhe, deren gaatim—j

mung im Allgemeinen die Auflisung einer "gquadratischen" Gleichung

(einer Gleichung vom zweiten Grade) verlangt.

Parallele Geraden gelten hier ale Kreislinien, die einander im
uneigentlichen Punkt beriihren. I
Die identische Trensformation, d.i. die Transformation, die alles |
in Ruhe lésst (hier z* = z) und die involutarischen Transformati-
onen werden beide, nach i, W e b e r, zweigeitig genannt, Die

Begriffe involutorisch und zweiseitig werden hiufig verwechselt,
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Dieg iet cum £IBN0_f salin zu verstehen. In Jerken Uber Alge-
bra scheint nie die Rede davon zu sein, dass die Auflsung einer
Gleichung

n n-1 .
2 + A 2 4‘ AR "‘ .lclrl = I\.r'

mit komplexen Xoeffizienten im allgemeinen die Lisung oder doch
die partielle Lisung einer (epeziellen) Gleichung vom Grade n<
verlangt, So verhilt es sich indessen,

Insbesondere ist eine "reine" Gleichung der Form

(x+y1i)*=a+bi, auf die sich die quadratische
¥leichung reduzieren lisst, &quivalent mit dem Gleichungepaar

x*-y2 ma, 2xy =b,
woraus folgt

. b-_a_tilﬁ_&v}'=vvﬂ- $b& - a {Ex}"m'bj.
< 2

san hat also, nach einander zwei Cuadratwurzeln auszuziehen,
Nur zwel der Jertsysteme (x, V) eind immer reell, und wenn nur

be&chtet wird, s¢ erscheinen nur nlcht—ne;ativa ierte
(V <4 b<) der ersten Wurzel ecls zuliiseig.

Die Gleichung 22 4 24z 4 B = O iest also in der Tegel nur
der Form nach von zweitem Grade, nicht auch im Inhelte der durch
sie dargestellten Forderung, was nicht mit Stillschweigen {iber-
gangen werden sollte, Es hendelt sich hier ganz wie bel den ab-

PlPltﬂtﬁn Zehlbegriffen, um esine terminologische riktion, Le
ist ut, das im Sinne zu behalten, Zg ist keineswegs immer ange-
bracht, die imaginiiren LYsungen als unzulissig zu betrachten,
Von ‘Ailan dari% wird weiterhin noch zu reden gein,

' x .. . . I
Gepaarte Punkte z, z liegen mit den genannten zwei Punkten,

den Invidenzpunkten oder Doppelpunkten der Involution, immer auf

einem Kreis, und die zweli Artem von runktpaﬁfaﬂﬁﬂuf dem Kreis ‘
A

3 (1]

imgem zu einander harmonisch 1), pie Invidenzpunkte kénnen will-

kiirlich vorgeschrieben werden, nur missen sie voneinander ver-

gechieden sein, Ferner ist (mie im reellen Gebiete esiner GCeraden)
eine Involution auch durch irgend zwei ihrer Paare villig heatimﬂtr
Wit jeder Invulution sind sodann zwei zueinander orthoganale ‘

Kreisblischel invariant verbunden, deren eines auf allen seinen

1)

jan beachte, dase eine Kreislinie ein Kontinuum "des Typus"llj
von darsnlban Struktur wie II, und Uberdies esuf II birational
abbildbar ist {..uu. Vgl. nuch weiterhin, die Figut 4),
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Freigen beide Inidenzpunkte enthélt, wihrend dem anderen eben
diese Punkte esls Grenzfille, susartungen von Kreisen (Zunktkreise)}
ai;enﬁran. Die Punkte einee jeden nicht susgearteten unter diesen |
EKreisen werden durch die Involution (hyperbolisch, elliptisch)
gepaart, Jede Inv@lution ist mit jeder anderen liquivalent (kreis-
verwandt), d.h, jede kenn in jede andere durch Iransformationen

von ['¢ (gensuer durch 2. oo 2 golche Transformationen) iberge-

fihrt werden, und ebengo durch Transformationen von Hyg. Jede ist
o J ’ = N L] 1
aleo "Hquivelent" mit Z = - 2z und mit z = g

Iie in der Nebenschicht enthaltenen involutorischen Irans-

formationen heissen lnvergiopen. fie kinnen in jeder der beiden

Formen
R B {J+F=\,,r+1=.,,}
nT™+r - 5
m = m n = n
(%) ;
z* =12z4+m 1 1 = P ., 0 &),
nf+r m+E=u,n+E=c

erschipfend dargestellt werden,
Es sind nun zwei Félle zu unterscheiden.
Bei jeder der beiden Schreibarten (8) ist die Transforma-
tionsdéerminante
l r - mn
frei von i, also reell, lalten wir uns an die erste Schreibweise,
go kann es sein, dass
ir ; mn < 0
ist. Schreiben wir dann die Gleichung

gm 1 E4+m %

nz+r
] % i -
die durch Identifizierung von z mit 2z entstent, in der Form

(6), so findet sich, dass die vorgelegte Involution o 1 Koinzi-
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denzpunkte hat, deren Ort eine Xreiglinie ist und dase umgekehrt

il

mit jeder Kreislinie eine Inversion, gegeniiber der Jruppe irb.ﬂb)%

invariant verbunden ist, nimlich die Inversion

(9) 2" = %1 - 32 1) 5 -3
ju = [3 j’? 1)

Ee kann aber auch

lr = mn > 0
gein, Die Forderung des Zusammenfallens von z und z ¥ ist damn
widerspruchsvoll, Dei dieser Art von Inversionen zibt es also kei
ne 1n:idﬁnzpunkte.
beide Arten von Inversionen eind in je o 3 Exemplaren vor
handen,

ler Form nach ergibt siech jedoch auch im zweiten Falle die

yleichung einer XKreiglinie mit reellen Ko&:‘fizientenju j

liur ist jetzt
'}50'63 “— ill_ 3: ?O—

Man kann diesen letzten CSachverhalt auch terminologisch
zum Ausdruck bringen. Lkian kann etwa von fiktiven oder "idealen",
oder nach einem Vorschlag von F. K 1 e i n, von "nullteiligen
Kreislinien" reden, im Gegensatz zu den dann "einteilig" zu nen-
nenden wirklichen Kreiglinien, von densn vorher die llede war.
Pabel wird elso die Aussage der liicht-Existenz einer Hreiglinie
im zweiten Falle in ein Adjektivum, "nullteilig" verlegt,.

Ich mache von dieser :srminoioaip hainan Gebrauch, da sie
leicht dazu dienen kann, minder erfahrene Leser zu verwirren,

Sie hat aber ihre Vortelile, Sie verweist nimlich auf die MBglich-
h91t das Kontinuum 1V, des wir durch einen Erweiterungsprozess ,
aug dem Kontinuum 11 ergalten hatten, nochmele,zu einem geeignetery
Kontinuum V, zu erweitern., Dieses Kontinuum V hat die doppelte r
Dimensionenzahl wie IV. Ees hat die gleiche {truktur, oder es ge-
hért zu demselben ITypus wie das Kontinuum der komnlnxan Punkte
einer nicht- s u%aren Fliche zweiter Ordnung, nin 1Ich, bei
Deutung der Verhiiitniszehlen o B0 Jat 45 "ale Punktkoordi-
naten, der Fléche

3'53" :'1- B rf]"‘r g & /.

In ihm bezeichnet, unter anderem jede Gleichung (auch jede Gleich-
ung mit komplexen "Koeffizienten I~ ) der Form

AR Tk AR N1
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in der nunmehr flir x und y (die fur uns bigher immer reelle Zahlen|
waren) auch komplexe Werte
Y )_’q-"g'ﬁ " y = 11+"l1';

zugelassen werden, einen Ort von"Funkten" (x, y), aber nunmehr

von ﬂﬂaiunkten, die in ihrer Gesamtheit immer dann, wenn

feds -4 - 3 40
ist, ein Kontinuum vom Typus IV bilden, liemnnen wir, ibrigens in
Ubereinstimmung mit sonst Ublichem, nunmehr akemy dieses zwei-

dimensionale Kontinuum Kreig, und zwar reellen Kreig, wenn die

Verhiiltnisge 301'%*1 %» f %: reell sind, so haben wir
dreierlei "redlle Kreise" vor Augen, je nachdem

| £ { ' e ¥

5033" 51 3 2‘1. ‘;O
ist. Im ersten Falle hat der Kreis einen im Kontinuum IV (der

(-3
G e u s s'schen Lbene) gelegenen "rellen Zug" - eben das, was
wir zuvor Kreislinie genannt hatten 1), Im zweiten hat er nun ei-
nen einzigen Punkt ("Doppelpunkt”) im Kontinuum IV, und im dritten
gar keinen,
Im zweiten Fall aber ist der "Kreis", Ort von Punkten des

‘ontinuums V, reduzibel, Lr bestelt aus einem Paar von sogenanntenj|

‘!

nen Funkt, eeinem Ioppelpunkt, durchdringen, Hierauf wird weiter- |

igsotropen Ueraden, die sich in seinem reellen, d.,h, in IV gelgge-

hin noch zuruckzukommen sein. Zu den Kreisen der zweiten Art ist '

auch der Kreis des Fontinuums V zu rechnen, der dem unter einander |

Bguivalenten Wertsystemen ]

P N ST TEY N T

1)

Sonst ist in der Literatur wohl immer nur von Kreisen, nicht auch
von Kreiglinien die lede, wobel dann das Wort Kreie bald dieses
bald jenes bedeutet, auch im gleichen Zusammenhang, Der Gebrauch
derselben Worte flir verschiedene Degriffe ist allerdings in der
Mathematik so wenig zu vermeiden als die kiehrdeutigkeit von Buch-
gtabenzeichen, Wo Missverstidndnisse nahe liegen, sollten jedoch
vergschiedene Wortzeichen gewihlt werden.
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entepricht und desgen in IV gelegener Doppelpunkt der Punkt z =eo
ist.
dir verlassen jetzt, bis auf weiteres, diesen Gegenstand
und kehren zu unserem Kontinuum IV zuriek,
Sind die an die Formel (9) geknipften Bedingungen nicht er-
fullt, ist vielmehr
eépa;-, = ‘zsl.b 3 a: = 0

80 naben wir Uiberhaupt keine Transformation mehr vor uns,. Die

Gleichung
3.(#+T}-liw —£3+? + éa=(7
kann aber dann, wenn nicht gerade 3n= %, = 3; = 0 ist,

durch einen eigentlichen Punkt (x,, ¥,) oder zy erfullt werden,
Da dieser Punkt hier als Grenzfall einer Kreislinie erscheint,

so migen wir ihn, in dieser seiner Eigenschaft, auch Punktkreig
nennen., tei Ubergang zu §$Rex Grenzfall 30‘ 34= 3.: 0, in dem
die letzte Gleichung sinnlos wird, riickt der Punkt 2z, ind Unend-
liche, Wir werden also auch den Funkt z = o 2zu den Punktkreisen
zu rechnen haben.

Die zwel Arten von Inversionen bilden zusammen mit den

Punktkreisen ein geschlossenes Kontinuum von drei Dimensionen,

degssen Stellen den Punkten

39* %4: 611 ]63
eines projektiven Fontinuums umkehrbar-eindeutig zugeordnet sind,

({oder doch zugeordnet werden ktnnen), In ihm werden die Inversio-

nen mit und ohne Inzidenzkreis durch die Punktkreise getrennt,

die fir sich ein zweidimensionales ebenfalls geschlossenes (gua-

dratisches, gensuer, wie wir sehen werden, sphirisches) Kontinuum

bilden.
Zwei eindeutige Transformationen, z.E. solche der Gruppe

(g, Hg), werden vertausohbar genamnt, wenn die Reihenfolge, in
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der sie nach einander ausgefilhrt werden, gleichglltig ist fur das
Ergebnis ihrer Zusammensetzung, fiur ihr sogenanntes Produkt.

Sind nun zwei Transformationen unserer Gruppe vertauschbar
und ausserdem involutorisch, so bestehen in jedem Falle zwischen
ihnen Beziehungen, die sich mit sehr einfachen Worten beschreiben

lassen, L

_

<wei wverschiedene Involutionen gind dann und nur denn ver-

tauschbar, wenn die Inzidenzpunkte (irgend) einer von ihnen ein

Paar der anderen bilden.

Ihr Produkt ist dann eine dritte Involution (die mit beide

=

vertaugechbar iet).

Yon Je zweien der drei Paare von Inzidenzpunkten dieser In-

volutionen sagen wir, dess sie harmonische lage zu einander haben,

Der Leser wird, an der [iand der beigegebenen Figut 4, die Eeschrei-
bung von zwel Paaren harmonischer Punkte ohne weiteres erginzen,
Die Doppelpunkte zweier vertauschbarer Involutionen liegen auf
einer Kreisglinie und gie werden durch zwei weitere Ireislinien
ausgeschnitten, die sich sowohl unter einander rechtwinklig schnei

den als auch die erste rechtwinklig treffen. !

E"i"a_‘-.,' 4. :".'ig. 5'

Die Figur & zeigt ebenfalls vier "harmonische Punkte" auf
einer Kreislinie (in gleicher Lage wie zwel Paare in der Figur
links): Der lLeser wird bemerken, dass die durch die Figur 5 an-
gedeutete Konstruktion unserem Gegenstand nicht angemessen ist,
de in ihr gersde Linien benutzt werden, £ie gehdrt in die glene
projektive Geometrie,.
== beachte auch, dass die durch die Figur © angedeutete
Konstruktion zu existieren aufhért, wenn die Xreislinie durch die
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vier Punkte in eine Gerade Ubergeht, wihrend die andere Konstruk-
tion ihre Erauchbarkeit behdlt (Figur 8).
-t—

L] - O L ]

=
Fig. 6.
Aus dem Fundamentalsatz (5.00) folgt noch, dass mehr als

drei verschiedene Involutionen nicht vertauschbar sein kinnen,
und dass das Produkt von drei solchen Involutionen die "identi-
sche Trensformation” ist (jeden Punkt in Ruhe ldsst).

gind eine Involution und eine Inversion vertauschbar, £0
bilden entweder die Inzidenzpunkte der Involution ein Paar der

Invergion, oder die Invergion gehdrt zu einer Kreiglinie, und

diese enthélt die Inzidenzpunkte der Involution.

pag Frodukt zweier golcher Transformetionen ist in beiden
Fillen eine Inversion, und zwar im zweiten immer eine solche, die
ebenfalls zu einer XKreislinie gehtrt, Diese schneidet die Kreis-

linie, die zur gegebenen Inversion gehdrt,unter rechtem Winkel.

dienn zwei vergchiedene Inversionen vertauschbar sind, o

gehtirt mindestens eine von ihnen zu einer Kreisglinie, liege hleiui'

alg Ganzes bei der snderen Inversion in Huhe, Dag Produkt von i
\

zwei solchen Inversionen ist eine Involution, Sind beide Inversi-

- - i - - : I
onen mit Kreiglinien verbunden, so schneiden diese einander recht-il
|

winklig. und ihre Schnittpunkte gind die Inzidenzpunkte deg Iro-

dukts der zwei Inversionen.

Hierzu gehtrt eine Umkehrung, die kurz so gefasct werden
kann;

r

Jede Involation ist suf 2, o0 1 Arten in zwel vertausch-

bare Inversionen zerleghar.

Solche Inversionen gehdren entweder beide zu Kreislinien,
und dime schneiden gich dann rechtwinklig in den Doppelpunkten

der Involution. Oder nur die eine gehdrt zu einer Kraislinie,
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und die Doppelpunkte der Involution sind durch beide Inversionen
gepaart (werden durch eine jede wvon ihnen vertsuscht).

Line ganz spezielle Folgerung, die sich aber weiterhin als

bedeutungsvodl erweisen wird, ist;
Vier und nicht mehr vergchiedene Inversionen kinnen paarwei-

ge vertauschbar sein, Lrei davon gehtren dann zu Kreiglinien, dée
fierte nicht (vgl. Figur 4).

e =

. : L = yE :
Es gibt oo Juadrupel solcher Inversionen, die ein (offe-

nes) Kontinuum bilden, Sie liefern immer, nach einander ausge-

fihrt, die identische Transformation. Oder, anders ausgedruckt:
Lrei von ihnen liefern zusammengesetzt die vierte, Oder, noch an-
ders ausgedriickt: Immer zwei der vier Inversionen haben dasselbe
Produkt wie die beiden anderen.

Alleg des ist nahezu evident, und ist nur vorgetragen wor-

den, damit der Leser einen Sachverhalt deutlich vor Augen habe,

auf den wir uns weiterhin noch beziehen werden, Eines ausgefihrten
Ubrigens aber auch nicht schwierigen Beweises beflirfen einige
weitere Sitze, die ebenfalls noch erwihnt werden sollen 1),

Jede Trensformation der Gruppe Lo kenn durch Zussmmensetzung

von zwei Involutionen erhalten werden. (In der Nlegel auf col

Lrten, die identische Iransformation natiirlich, als"Juadrat"” Je-
der Involution, auf e 4 irten), Einiger Vollstindigkeit zuliebe

mag auch noch der folgende verwandte Satz angeflihrt werden;

Eine nicht-involutorigche Trahsformation von lis liest imme

=

ein einzelnes runktepaar in Huhe, Desteht dieses aus Zwel ver-

schiedenen Funkten, 0 bleiben gie entweder einzeln in Huhe, und

mit ihnen zwei zu einender orthogonsle Kreiglinien, deren Schuitt-}

1) siehe K, ¥ i @ n e r, Leipziger Berichte, Ed.43, 1891, 5.048.
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punkte gie gind, ("Hyperbolischer Fall"), Oder gie werden ver- |

|
[
|

tauscht, Dann bleibt noch eine einzelne Kreislinie in fuhe, zu der

gie invers liegen, ("Elliptischer Fall"), Qder die zwei Punkte

sind nicht verschieden (Farabolischer Fall", Grenzfall). Dann !

bleibt noch eine diesen "Doppelpunkt" enthaltende Xreislinie in J
il

Ruhe,

In allen drei Féllen kann die Iransformation durch Eusammen—%
|
|

getzungz von drei Inversionen erhalten werden, insbesondere auch

g0, dass eine der drel Inversionen mit den zwei anderen ve:-tauach-I

bar ximdx ist,
Abriaes

| #ie hitte dems der Princeps Mathematicorum das Unendliche,

und zawr das eigentliche, vollendete Unendliche ablehnen kdnnen,
da er es doch iberall in seinen Voraussetzungen hatte, in Gestalt

einer unabhiingigen Veriénderlichen, die von ihm, wie von seinen

Vorgingern und Nechfolgern, ale aller miglichen, auch irrationalen
ierte fihig betrachtet wurde! Es handelt sich also lediglich um
ein Missverstindnis.

degen Formeln des Typus (3) oder (4) und gegen den damit

{
verbundenen Gebrauch des Symbols e als Zeichen fiir eine fiktive |

"Zahl", mithin gegen die heute allgemein Ubliche "fagon de parlar"i
wirde G au e s sicherlich nichts eingewendet haben, wenn ihm @
neuere Darstellungsformen vorgelegen hitten. Man kann von jedem
beliebigen Symbol einen falschen Gebrauch machen, also auch wvon
dem Symbol & ,

Dieger Satz enthilt die Antwort auff eine naheliegende, aber
in der bisherigen Literatur, so viel ich weiss, offen gelassene
Frege. Der Beweis ist, (ohne Llementarteilertheorie!) leicht zu
fiihren, wenn man zunichst das Quadrat der 2u untersuchenden Trans-

formation betrachtet, das @mmer ein Punktepaar in Ruhe lésst
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(und das, wie sich sogleich findet, keine sogenannte laxodromi-
sche Transformation sein kann),

Wir werden spiter die zentrale Stellung, die in der Theorie
der Gruppe §3, H,) die Inversioenen einnehmen, noch deutlicher
erkennen; Wir kénnen (mit anderen) geradezu von einer Geometrie

o i
der Inversionen reden (die dann allerdings nicht auf smine Dimen-

gionen beschriénkt bleibt).
Schliesslich wird hervorzuheben sein;

Jede Inversion ist(gegeniiber von Transformationen wvon

wie Ha) mit jeder gleichartigen Eguivalent,

{Jede Kreislinie ist mit jeder snderen euf 2.2, e« S Arten

dquivalent, die zugehbrige Inversion also Aguivelent mit der In-

gy Z =1 und mit der Inversion z* = E. Die anderen In-

version z
versionen sind auf 2.eo ° Arten fquivalent mit der Inversion
ffE=-11.

.brigens eind euch je zwei (uadrupel vertauschbarer Inver-
gionen mit einander Aquivalent und zwar auf 24 Arten vermige von
Transformationen von ' ,, und auf ebensoviele Arten vermbge von [
ITransformationen von lg) {

Dage Jjede Kreiglinie das Kontinuum IV in drei zusammenhin- J}

!

zende Punktmengen (drei Xontinuen) zerlegt, deren eine die Kreis-

linie selbst ist, und die damit zZusammenhingende Miglichmkikeit

einer Unterscheidung von "Links und Rechts" in Bezug auf eine be-
stimmte ("orientierte") Kreislinie, iet eine weitere, nshe liegen-

de, aber wichtige Bemerkung.

Lesern, die bis hierher mit Aufmerksamkeit gefolgt eind,
wird eg nicht entgangen sein, dass ein Teil des Vorgetreagenen im

G¢runde nichts snderes ist, ale die Polarentheorie einer nicht-
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geradlinigen Fléche zweiter Ordnung. Schreiben wir namentlich die Ji
Inversionen in der Form (9) - was auch im Falle 1lr - mn > O
myglich ist - 80 wird die Bedingung der Vertauschbarkeit zweier
Inversionen (X ) und (v):

Xty + Mo =~ 2%, - 1%KY, =¢

Liese Formel aber, die in unserem ersten Falle auch die Dedingung

|

werden als Bedingung des "Honjugiert-feins" oder der "harmonischery

der Orthogonalitit zweier Kreislinien ausdriickt, kann gedeutet

Lage" zwelier Punkte in Bezug auf die Fliéche

(10) $ods = & - §o =@

@ines projektiven Hontinuums fs, in dem 3n‘&"’ %t‘ 33
homogene Funktkoordinaten sind, Zu den Inversionen mit oder ohne
Inzidenzlinie gehiren die Punkte "ausserhalb" ocder "innerhalb"
der Flhiche, Ll & e
2\”31"'25‘ ol 31, ;0”

zu den Punktkreisen, aleo zu den Punkten, deren Paarungen mit
irgend welchen Punkten als ausgeartete Invergionen aufgefasst
werden kinnen, gehdren die Punkte der Fliche selbst, u.s.w. Es
besteht aber auch ein sehr wesentlicher Unterschied des Vorgetra-
genen zum mindesten gegeniiber iiblichen Darstellungen der Polaren-

theorie von Flichen zweiter Ordnung:; Alle Figuren, die wir be-

trachtet haben, sind von Punkten unseres Xontinuum 1V aug defi- [

niert, mithin, in der nun eingefihrten Sprache, von Punkten aus,

die auf der Fléche selbst liegen, Eret nachtréglich haben wir den

Zugammenhang unserer Figuren mit ung von anderer teite her ge-
liufigen erkannt,

Die an die Formel (10) gekniipfte Deutung unserer kleinen
Theorie ist jedoch nicht die einfachste und inhaltsreichste, die

gich finden léisst. Alle nicht geradlinigen Fliichen zweiter Ord-
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nung - zu denen die Fliche (10) geh¥rt - sind ja zu einander
reell-kollinear, Also werden wir, mit gleichem Ergebnis, an Stelle
der Gleichung (10) die einer Kugelfliche benutzen kinnen, in der
einfachsten ihrer verschiedenen Cestaltangen, bezogen auf gewdhn-
liche rechtwinklige Hoordinaten,

2
e

A gy + (B (§

L~}

}‘- = 1 ™

E-:

o

#ir brauchen, um die Gleichung (10) auf die Form (11) zu

bringen, nur etwa

(12) AL VN Tk 3

m2+23.: % : 28 %o -~ &3

zu setzen, Der Ubergang von den Punktkoordinaten des Komtinuum IV
zu den Koordinaten der Punkte auf der Fliche (11) wird dann un-

e
mittelbar bewirkt durch die einfachen Formeln der stejfogrephischen

Projektion, die in der Theorie der geographischen Karten gebriuch-
lich sind., Als Projektionszentrum dient der "Sudpol"

i@t Gnd =id
ungserer Kugelflidche (Brdkugel), und es wird, abgesehen von einem

willkiirlich bleibenden Froportionalitidtsfektor der Koordinaten

(13)
Zo=14+22 _ 14 x24%y2
en 2ing.¢ z S T
1 & g & X, Sy % T =T
“Bnl—:zz = 1_x:§_¥2‘

und umgekehrt

|
¥

|
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(14)
me_.l.yi=21+l.'.2j. - o = 21
Lo+ Ln 4] = Zoil
Flir z=e0 {8t
'E'U .|..|1 :E.f s 2‘3 T ) g - 1
zu setzen,

S0 sind also die Punkte unseres Kontinuums IV, der

e LTS
3 2 u s s'schen Ebene, mit Eigchluss des Pufiktes e , dem das

Projektionszentrum entspricht, eindeutig-umkehrbar und iberall

gtetig den Punkten (reellen Punkten) unserer Xugelfléche zugeord-

i
nwt, Punkten der :iﬁeitskuxel, wie wir sagen wollen 1), Ferner

entspricht, wie man leicht feststellen wird, jeder Kreiglinie der
¢ 2 u s s'schen Ebene eine Kreislinie auf der Kugel und umgekehrt,
Ebenso Jjeder Inversion eine "projektive Spiegelung” an einem nicht
auf der Kugel gelegenen Punkt und seiner Polarebene, sowie jJeder
Invelution die projektive Spiegelung an zwel Geraden, deren Jjede
Polare der anderen ist, und die Kugel nicht berilhrt. Allgemein

wie ebenfalls leicht fastgestéllt werden kann -

aber gilt,

Die Trangformationen der Gruppe Ly, lig werden, gedeutet als

Vertauschungen der Punkte der Einheitskugzel, susgeschnitten durch

die reellen Kollineationen, die diese Fugel als Ganzeg in Tuhe

lassen. (8urch die reellen "automorphen" Xollineationen der Kugel)!

die als"eigentliche", (p'g) und "uneigentliche" (H'g) zu unter-
gcheiden eind).

und schliesslich S&WRiSlsioh noch die Zuordnung z 4»2 i

I
n der Literatur wird die Kugel so ziemlich iberall, statt in die
a us sg'sche Ebene, in die Ebene der projektiven Geometrie

LY -

projiziert, Dann _
und bei Ausdehnung der Frojektion auf das komp
ihnen noch weitere auf,
gind (Vgl. den nichsten Abschnitt).

gibt es singuléire Stellen der Zuordnung 2 .z

lexe Gebiet treteﬁ

die in unserem Ialle ebenso vermieden

|
|
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zwischen den Punkten der ¢ a u s s'schen Ebene und denen der
Kugelfliche als winkeltreu oder konform,

Jir haben also in unserer Kugel ein vollkommen treues Abbild

des Kontinuum$IV: Alles, wovon die Rede war, finden wir hier wie-
der, ja es ist nicht einmal eine Jnderung der Terminologie nitig. |

iir hatten eben unsere Terminologie von vorn herein dementsprechend

|
|

ias hier vorgetragen worden ist, meg von vorzugeweise philo-}

eingerichtet,

sophisch interessierten Lesern vielleicht schon als allzu-mathema-}
tisch und unbequem empfunden werden, Man wird sich indessen der
Einsicht wohl nicht verschliessen, dass eine "Philosophie der
Mathematik" such um der Mathematik willen da sein muss, nicht nmur
umgekehrt, Jedenfalls hadve ich mich brmiiht, unter weitgehender
Leschneidung des Formelwerkes, den behandelten Stoff weiteren
Kreisen geniessbar zu machen, Die unterdriickten Deweise sind in

fast allen Fillen leicht zu erginzen, nédmlich fir den, der sich

darum bemithen will und {iber einige Geduld verfigt. Chne diese

geht es nun einmal in der Mathematik liberhaupt nicht,
Mathematikern, an die ich mich jetzt wende, wenigstens den

meisten, wird alles hier Gesagte als selbstverstindlich erscheinen

und mithin als {iberflissig. Manches davon findet man ja heutzuta-

ge auch in Lehrblichern der Funktionentheorie, Ich winsche indessen)

gerade meine Fachgenossen auf einen Umstand aufmerksam zu machen,
der mir sehr wesentlich zu sein scheint, jedenfalls in einer
"Philosophie der Mathematik" in Betracht zu ziehen ist.

"l

In Ublichen Darstellungen ist vielfach, statt von Inversio- |

nen, von Iransformationen durch reziproke Hadien die Rede, Damit

wird niehnt nur terminologisch ein durch die Sache selbst nicht
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gerechtfertigter Strich gezogen zwischen den Inversionen allge-
meiner Art, den "Spiegelungen" an eigentlichen Kreisen,und denen, #

die im Sinne der Elementargeometrie Spiegelungen an Geraden sind, §
|

gondern es wird auch ein der Theorie der Gruppe [y, Hg genz frem-|

der Begriff, der der Emkmfrmumg Entfernung zweier Funkte i

Vimeah® ¢ e
eingefilnrt, und zwar ohne jede Not. Es ist das ein ziemlich cha-
rakterloges Denkverfahren. Da die Figur einer Kreislinie mit ih-
rem Mittelpunkt offenbar nur bei ihnlichkeitstransformationen,
also bel solchen einer Untergruppe IM.“* von fg, H; - denen
der Gruppe (6) - 1in eine gleichartige Figur Ubergeht, so haben

Mittelpunkte von Kreisen mit ungerer Theorie lberhaupt nichtg zu

tun., Das Heiest nicht etwa, dass sie von der Betrachtung ausge-
schlossen werden sollen, es heisst aber, dass sie da betrachtet
werden sollten, wohin sie gehiren, Es heisst, dass die in die

Theorie der Gruppe J[',, Hs gehdrigen Lehrsitze in dem Zusammen- |

hang dargestellt werden sollten, den sie unter einander haben,

Diese letzte Bemerkung hat nun noch eine sehr viel weiter

reichende Dedeutung.

Jags vorgetragen worden ist, kemnn nicht gerade eine Invari-
antentheorie der Inversionsgruppe f' s, s gemannt werden, und
roch weniger ist es eine Invariantentheorie der kontinuierlichen

gruppe [',. Immerhin ist es ein Ausschnitt daraue. Lg ist nun
lntergruppe zn einander stehen die Ohergruppe immer die geringe-
re Menge von Invarianten hahen muss. Eine "Invariantentheorie”

der Gruppe G, wie such immer sie prizise definiert werden mag, I
|

wird also estete des einfachere Cyetem von EBegriffen sein. Daher

ist es methodisch nicht richtig, bei dem Aufbau von Invarianten-
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theorien mit Neihen einander umfassender Untergruppen (g '52 EY 3}
anzufangen, zuerst und nacheinander "lalbinvarianten" verschiede-
ner Stufen zu bilden, und dann aus ihnen die Invarianten der
iruppe ¢ herauszusuchen, die man haben will, Vielmehr empfiehlt
sich der gerade umgekehrte Weg. Zum Beigpiel haben die Gruppe E‘E

e

und die Gruppe CGg

=)
L=

der Kollineationen in der Ebene sehr viel ein-
facher gestaltete Invarisntentheorien zls die Gruppe ga der Eu-
klidischen Bewegungen, die in beiden enthalten ist 1),

8. Lie ict bei Begriindung seiner Theorie der Transforma-
tionggruppen von den elementarsten Gruppen, solchen mit nur einem
Parameter, ausgegangen, und er ist von ﬁ?; zu verwickelten Fﬂllan,l
Gruppen mit zwei, drei und mehr Parametern fortgeschritten. Dlas
war offenbar der natiirliche, ja der einzig gangbare Weg. Un ge-

rade entzerengesgetzter Hichtung hat man zu gehen, wenn man dann
0o L= ] - |

L e

auch Invariantentheorien solcher Neihen §% einander eingschalteten

Gruppen haben will, deren librigens erst wenige vorliegen 2),

1)

Siehe die Aufgitze Das Appolonigche Problem, kath, Annalen, Bd.49,§
1897, und Zewegungsinvarisnten und Llementargeometrie, Leipziger |
Berichte, 1898,

L i e's Anfihrungen hieriiber sind unhaltbar (J. B, 4, D, M. V.
Bd.17, 1908).
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L 1 & hat allerdings den letzten Setz nicht gerade mit

o che W - e ™ 1
solchen Worten ausgesprochen, Doch geht der bezeichnete Sachver-

halt aus seinen Untersuchungen, die wegen ihres abstrakten Cha-

"'_-'.l |" 1 H W - 3 i =
rakters (und auch Wegen gewisser ihnen snhaftenden Ménge , die

=

hier aber nicht in Betracht kommen) wenig bekennt geworden sind,
unzweideutig hervor,

enugen, um die zentrale Stellung der Grup-

L1

und der zu ihnen gehérigen (nech meiner Terminolo-

o \ e - 5 = . 5
en) nontinuen in's Licht zu setzen,

Es ma
Schluss noch eines Einwandes gedacht werden, der mir wiederholt
gemacht worden ist, der aber, wie mir scheint., das vorgetracer

S ¥ ! | I 1l te g WaE VULE BLLGER

gar nicht trifft.
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Gegenstand der Ma t h semna tik,
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Durch die sngestellten Uberlegungen ist eine Aussage vorbe-
reitet, die das eigentliche Ziel unserer Auseinandersetzung bildet
und nunmehr formuliert werden soll:

Mathematik isgst die Lehre vyvon den

Hiermit soll zundchst gesagt werden, dass alles, was man
bis jetzt Mathematik genannt hat, von den natiirlichen Zahlen aus
entwickelt werden kann, auf &hnliche Art, wie es fiir die rationa-
len, negativen und gemeinen komplexen Zahlen, sowie flr die Kon-
tinuen II, III, IV gezeigt worden ist. Ausserdem aber wird be-
hauptet, dass alles, was in Zukunft an"Mathematischem" noch ent-
wickelt werden mag, sich nicht anders verhalten kann; dass es

nimlich eine geniigende Legitimation nur so zu finden vermag, dass

es in &hnlicher Weise als existierend erwiesen wird, wie das, wo-
von bisher die Rede war,

Wie das gemeint ist, wird wohl am besten an einem Beispiel
erléutert, und zwar an einem, bei dem manche geneigt sein werden,
die aufgestellte These zu bestreiten,

Ein anerkannter Bestandteil der Mathematik ist die "gewGhn-

liche" projektive Geometrie, nidmlich die reellprojektive Geometrie

in einem"Raume" (einem geschlossenen Kontinuum) von drei Dimensio-
nen und bestimmter Struktur, Diese Disziplin ist nach einer ver-

breiteten Ansicht "axiomatiseh" und nicht anders zu begriinden,
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_________ Jegenstinden, denen trotz feh-
lender Lefiuit?on Nemen beigelegt werden, wie Punkte, Geraden und
zm%m

Lbenen, und sxeiiens, denen gewisse Abhingigkeiten oder gegensei-

tige Beziehungen angenommen werden, "Projektive Geometrie" heiset

denn, btei zahlreichen Autoren, die Lehre von den Folgerungen, die

=

g solchen als geltend vorausgeset:zten Beziehungen gezogen wer-

LBL

o]

1 knnen, Von Zahlen ist zunichst dabei gar nicht die Hede, ab-
gesehen davon, dass man z,B., zwel, oder drel, oder vier Funkte

" .
u.e.w, betraohtet 41/,

S0 befremdlich nun die Zur mit nicht definierten Ge-

zenstiinden, also mit blossen Worten zu arbasiten, dem der heutigen

. &= & F . . Cde o . . -
Mathematik ferner Stehenden vork

wird, so kenn das doch alles

in bester Ordnung sein, poweit die Logik in Frage

- . : g i
leibt dasg Dedenken,zurick, dnss 85 Vialle t nicht in Ord-
Il ist. Es fehlt e I-"r.’ﬁ."'.' Kriteriu dafiiz sy WABE 21N 1TEEI \wie

wigchen undeflinierten Gegen-
n, die Voraussetzung der ganzen Argumenteation, nicht wvon
igt. Dieger Zweifel, der in &lteren

kormen. it </, wird in neuerer

und er wird im konkreten Falle beseitigt

2 "‘
= . = ¥ g . - Lol - - rpndit @ FELYLZ BN Coar :-L':":.E o)
durch den Nachwels der Replisierbarkeit des gan yeten .
= wipd wazeizt dage inm Neiche der Zshlen ein System von Gegen-
A LU = .';J.-“‘ J&E:I-, A s 4k Lt 7

Al a i 1
gtinden vorgefunden wird, di=s eben die

I -Y.
V0! n haet zu der Ausserung
z ricketindig esein, um heute noch in
ahaft "von Maags und Zahl" - also von
B E r 1:'.
: . B. auch noch in h & y e'g Geometrie
209-1910), gegen die Ubrigens noch

Linwendungen 2 L : L R -
in St 1i;ngp5h50;tat Realisierung brauchen V e b €en und
- e e concrete representation.

Youneg dag Tort
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und "Ebenen" angenommenen Beziehungen sufweisen. Ein solches

System erhalten wir némlich, wenn wir, den axiomatischen Stand-

punkt verlassend, das, was wir Punkt nennen wollen, mit einem be-

liebigen System von vier (reellen) Verhiltniszahlen ("homogenen
Koordinaten")

v

e 0

I-l * I2 : Az
identifizieren, sgodann Ebene den Inbegriff (die"henge")aller
dieser Punkte nennen, deren Koordinaten einer linearen homogenen
Gleichung
UC X, + Ul J:"..l + UE 12 + Uz Xa = 0

geniigen, und schliesslich Gerade den Inbegriff der Punkte heissen,
deren Koordinaten zwei linear-unabhingige Gleichungen derart
erfiillen 1),

Hiermit ist die Existenz der Grundbegriffe unseres Systems

im Reiche der idealen Gegenstinde erwiesen, und damit die Existens

o

uch des Systems selbst, soweit die Logik der gefogenen Folgerun-

gen in Ordnung ist (was in élteren Werken oft genug nicht zu-

L]

trifft). Eine andere Art der Realisierung sber haben wir in der

Mathematik iiberhaupt nicht zur Verfiigung, Ebenso muss es sich

also mit sllem verhalten, was man alg Mathematik hat gelten las-

sen, und auch mit allem, was in Zukunft “von Mathematischem" noch

gefunden werden kann, gofern die Zshlen nicht von wvorn herein

den Ausgangspunkt bilden, und eine Realisierungsfreagze also liber-

haupt nicht auftaucht. Len mag anscheinend und vielleicht auch

tatsidchlich widerspruchsfreie Systeme abstrakter Begriffe auf-
bauen. so viele man will: Einen dauerhaften Platz in der mathe-
= ]

matigchen Wissenschaft kann keines beanspruchen, dessen Existenz

1) Vebfen und YOoung, Kapitel VI und folgende,
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im Reiche der ideslen Gegenstinde nicht ausser allen Zweifel ge-
setzt, dessen Vorhandensein im Reiche der Zahlen nicht erwiesen
ist. Solche abstrakte Theorien sind zum Beispiel die Theorie der
endlichen Gruppen diskreter Operationen 1) die Topologie, die
von einer endgliltigen Darstellung noch weit entfernt ist, und

von der daher nicht weiter die Rede sein soll, und die Mengenleh-
re G, Cantor's, die von ihrem Entdecker, ich glaube mit
gutem Grunde, sogar von vorn herein aus dem Zahlbegriff entwickelt
worden war, Zwei Einwinde, die sich gegen das Vorgetragene er-
heben lassen, kann ich nicht fiir dtichhaltig ansehen. Der eine
verlangt, dass nun auch noch die Widerspruchsfreiheit des elemen-

taren Zahlenrechnens (des Hechnens mit natiirlichen Zashlen) er-

wiesen werden soll, Damit scheint mir die philosophische EBetrach-
tung des Mathematischen iiberspannt zu sein, So wenig als irgend-
eine andere Wissenschaft ist die Mathematik "voraussetzungslos",
im Gegensatz zu einer von P, Hi 1 b e r t vertretenen ieinung.

Fir kénnen diese Forderung in voller Gemiithsruhe auf sich beruhen
lassen, so lange der (von H, in Aussicht gestellte) Beweis ihrer
Erfiillbarkeit nicht wirklich gefiihrt ist.

Ein zweiter Einwand verweist auf die evidente Tatsache,
dass die Realisierung eines Systems abstrakter Begriffe, wenn
iiberhaupt, immer auf unendlich viele Arten mdglich ist, Men hat
darin in der Tat eine Wahl, aber nicht notwendig auch eine Qual.
Im Falle der projektiven Geometrie ist die genannte Art der Rea-
ligierung ohne Zweifel die einfachste und natiirlichste, Und kei-

nen Falles kann uns die Mehrheit der (sogar in nicht abzéhlbarer

1)

Vzl. 4. Spe iser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung,
1923, wo die Realisierbarkeit alles Vorgetragenen susser Zweifel
gaseizt wird, und zwar von vorn herein.
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. WHEe : |
Menge existierenden) fealisierungen von der Notwendigkeit des
Heplisierens enthinden,

nter den versehiedenen Resligierunzen derselben Gedanken
konnen sich uberraschende befinden, In der theoretischen Fhysik

.

ist dag Ofter vorgekommen, und in der Geometrie hat man die soge-

2 LT . Aielar g |
nsuanten Ubertragungsprinzipe, de einige betrachtet worden sind, [
ene noch an dle leulige Axiomethik gedacht wurde., ich erinnre an
den von 5. L 1 e gelundenen Zusammenhang von Xwgek Linien- und

Hugelgeometrie, Ich selbst habe diesen uné verwandten Zussammen-—

hingen den grissten Teil meiner Lebensarbeit gewidmet, und habe
gefunden, dass von den Axiomatikern in dieser Hingicht nichts zu

dees pie Uberhaupt kein lnteresse fiur derartiges an

den Tog gelegt haben; llur des logische, die leere Allgemeinhait
gscheint den Relationsmathemsatikern em lHerzen zu liagen,

Steht nun die Laclie so, s0 werden sich weitere Dedenken kaum
abweisen lopggen, Die Voraussetzungenyp mit denen zuniohst gearbei-

tet wird, haben unzweifelhaf't den Charskter wvon pdypothesen, wenn

. : .
dag auch, suffasllender Weise, nicht gesagt zu werden pflegt 1)

-

Die Mathematik bewegt sich aber sonst niclht oder nur voriubergehend

in Hypothegen: Sollten sie in diesem Falle wirklich notwendig

BRLI
Ferner liegt, wenn die Existenz des cenaupteten im Reiche

len schliesslich doch noch erwiesen werden muss, ein BEis

. -
WEL Ed bk e

1 T s A oy f v ) 1 g y 1% - - 1 A ’ # s " i v o
in idem vor: Ls wird zwelmal UasSedlle getan, und zwar in einem

—_— T

Falle, nimlich in dem der axiomatischen Uverlegung, meistens auf

sine recht unverstindliche und beschwerliche Weise, 1st nun so

Grundlagen der Geometrie, 1909, beginnt die
or lechweis der Existenz des hypothetisch
T : . o

1, Bei F r. o ¢ 44 U I,

healigsiezung, d.1l. der l

ik

. o I il . 3 y s ifid y i T e
[y enonmenen , auf Seltle 4avl, undG Del ¥y & D f a8 n und Y uneg

dudd

auf Seite 107,
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etwas verniinftig, im Hinblick auf den Reichtum der mathematischen
Wissenschaft an interessanten Problemen, und in Anbetracht der
Kiirze des Menschenlebens? Soll nesmentlich der Anfénger, und auch
der Physiker, dem die Mathematik nur Mittel ist, durch alle nicht
geringen Schwierigkeiten der Axiomatik erbarmungslos hindurchge-
zwingt werden?

Ich glaube, dass eine solche Frage aufzuwerfen sie auch
schon zu verneinen heisst. Mit Algebra und Analysis muss ein Jeder
sich vertraut machen, der Mathematiker werden will, Warum also
soll das, was in einer natiirlichen Ordnung der Dinge doch wohl an
den Anfang gehirt, und durchaus nicht entbehrt werden kann, nicht
wenigstens da, wo wissenschaftliche Anspriiche erhoben werden,
auch an den Anfang gestellt werden? Und wohin sollte es filhren,
wenn jede der Arten von Geometrie, deren es trotz der engherzigen
veralteten Terminologie der Axiomatiker unendlich viele gibt,
auch noch axiomatisch, also zweimal, begriindet werden miisste?

Ist das in der axiomatischen Literatur iibliche Hin- und Herschie-
ben von Axiomen, ihre Ersetzung durch immer andere und &quivalen-
te, nicht schlechthin langweilig? Und wie kommt es doch, dass die
Axiomatiker nahezu durchweg geringes Interesse fiir die hOhere
algebraische Geometrie und Differentialgeometrie an den Tag legen?
Sollte nicht vielleicht der Gedshkeninhalt solcher Disziplinen

am Ende gar nicht auf ihren eigentiimlichen Axiomen, sondern, wie
ihre Namen es sagen, auf Algebra und Infinitesimalrechnung, und,

wie alle sonstige Mathematik, auf Definitionen beruhen? Ist das

Logisieren wirklich mehr als ein Mittel zu einem Zweck, zu dem
Zweck einer inhaltlichen Erkenntnis, in der Mathematlk ganz so
wie in den Naturwissenschaften? Hatte der Philosoph He r bar €t

nieht Recht, der da meinte, das Denken sei nur gleichsam ein
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h

VefTikel zum Ziele der Erkenntnis - der Erkenntnis, wie ich

deutlicher sagen méchte, eines Wirklichen? Jedenfalls hat sich,

im Grossen und Genzen, die starke Betonung des Logischen als eimer
Sache fir sich, als unfrughtbar erwiesen. Solche Werke wie nament-
lich dievon Frege, Russell und Whitead, haben
materiell al:: da gelassen, wo es war (Vgl. auch S,00). In summa:

Wir haben in Algebras und Analysis einen Konigsweg zur Geometrie.

HO1lder (1924,§ 47) erkennt des Verfassers Auffassung
der Geometrie als folgerichtig und in sich unangreifbar an, Er
unterschétzt aber, wie ich glaube, gar sehr die Schwierigkeiten
der Axiomatik, auch beziehen sich seine Ausfiihrungen bel diesem
Anlass nur auf den schon mehrfach besprochenen beschrénkten Be-
griff von Geometrie, Unmittelbar darauf (§ 48), sobald er es nim-
lich mit einer unbestimmten Zahl von Dimensionen zu tun hat, nimmt
auch er den von mir (1918) empfohlenen Standpunkt ein, Warum 21s0
nicht im Falle n = 3 ?

Jede Mehrheit von Definitionen fiir dieselbe Sache (deren
inhaltliche Ubereinstimmung nachtriglich erwiesen werden muss)
hat F r e g ¢ scharf abgelehnt, So weit gehe ich micht,

Mit alledem wende ich mich nicht gegen das Axiomatisieren
selbst, sondern nur gegen Ubertreibungen und Einseitigkeiten,
gegen die Axiomiagis, wie ich mir eine jetzt schon etwas abgeflau-
te lModekrankheit zu nennen erlaubt habe; gegen die Leidenschaft,
iiberall "Axiome" zm sehen zu wollen und in ihnen die Hauptsache
der Mathematik zu erblicken,

Die Mathematik, die wir wirklich haben, die aktuelle Mathe-

matik, hat sich historisch entwickelt, und zwar, in einem guten
Teil, von der Geometrie der Alten sus, die axiomatisch begriindet
war. Mit Recht wird man argumentieren kinnen, dass der geschicht-
liche Gang unserer Wissenschaft im Ganzen wohl ein natiirlicher

sein muss. Bs wird also angemessen sein, bei der ersten Einfihrung

in die Geometrie, allerdings nur in die Geometrie der Alten, das

Higtorische zum Worte kommen 2u lassen 1).

Siehe das schon genannte Werk von W, S ¢ h w a n; Elsmentar-
zeometrie (1929).

—— T S
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Auch wird daean zu erinnern sein, dass eine besonders wert-
volle Entdeckung der neueren Zeit, die Nicht-Buklidische Geometrie
von Gauss,LobatschewWskij uwdd.Bolyail,
wirklich durch Nachdenken iiber Systeme von Axiomen gefunden worden
ist, und dass auch spéteren Untersuchungen, wie namentlich solchen
vonD., Hilbert und M, D eh n, wesentliche Forderungen
unserer Brkenntnis zu danken sind, Die Nicht-Buklidische Geometrie
freilich wiirden wir heute auch haben, und zwar auf eine wviel

leichter zugingliche Art, in Gestalt der C a y 1 e y'schen

Maassbestimmung, wenn jene schwierigen und grossen Scharfsinn er-
fordernden Untersuchungen niemals angestellt worden wéren 1),

Anders als in der (reinen) Mathematik liegt zudem die Sache
in ihren Anwendungen., Als N e w t o n seine Mathematilk entwickel
te, war es eine grosse Tat, das sauber zusammenzusgtellen, was an
ldealisierungen von Erfahrungstatsachen zu ihrem Aufbau notwendig
und hinreichend war, und asuch die Geometrie der Altem, sowie die
Systemetisierung der Mechanik durch L a g r an g e kann aus
diesem Gesichtspunkt betrachtet werden, Im Ganzen wird man die
theoretische Physik freilich nicht axiomatisieren konnen, jeden
falls zur Zeit nicht, da sie die Gewohnheit angenommen hat, ihre
Gestalt sozusagen alle Augenblicke zu verindern,

Offenbar haben wir es bei dem {ibertriebenen Axiomatisieren
mit einer besonderen Ausgestaltung der schon abgelehnten formalis-
tischen Auffassung der Mathematik zu tun, In der Tat befindet man
sich, sobald man von nicht definierten Gegensténden spricht, im
Bereiche der allgemeinen Logik, noch nicht im eigenkiPhhER Bebie-
te der Mathematik, die, gleich allen anderen Wissenschaften,
durech ihren Inhalt, nicht durch ihre liethodik, definiert werden
muss., Der Satz: "Wenn aus p die Folgerung gq gezogen werden

kapn, und aus gq die Folgerung r , so folgt aus p auch r ¥,

1)

2)

Es zibt leider noch kein Lehrbuch, in dem die Nicht-Euklidische
Geometrie rein-analytisch, némlich vom Zashlbegriff aus, begriindet
irde, ; T

g;ghz die lehrreichen Auselnander;etzungan von H e 1 m holtz
in dessen Vorlesungen iiber Mechanik (1898) und das kleine Buch
von B. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwickelungz (1883).
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wird nicht dadurch zu einem spezifisch-mathematischen Satz, dass
er in der Mathematik iibernll angewendet wird. Men kann auch die
Astronomie nicht durch ihre Forschungsmittel, nicht als eine

Wissenschaft vom Gebrauch der Fernrohre definieren.

Ist das Vorgetragene haltbar, ist also die Mathematilk, mit

Einschluss aller Arten von Geometrie, aber mit Ausschlugs ihrer

Anwendungen, eine einheitliche Wissenschaft, so wird zu erwarten

gein, dass in ihr alles mit sllem zussmmenhiéngt (im Gegensatz zu

einer immer bemerkbarer werdenden Tendenz zu weitgehender Zer-

-

gplitterung unserer Wissenschaft in Teildisziplinen, die dem

Scheine nach nicht{mit einander zu tun haben) 1).
; 0

Hierfiir gibt es ganz wundervolle Beispiele; in der Geometrie

die schon erwihnten {ibertragungsprinzipe, und vor allem die geo-

metrischen Anwendungen der A b e l'schen Funktionen und M i n-

k o ws k i's Geometrie der Zahlen,

Die zuletzt erwidhnten Gegenstande sind nicht so elementar,
dase sie in einem philosophischen Buch einigerdassen eingehend
besprochen werden konnten. Ich will also auf die Gefahr hin, einer
oratio pro domo beschuldigt zu werden, den letzten Gedanken, der
mir senr wichtig zu seinsg scheint, durch ein einfaches Eaisyie1
erliutern - eines, das, wie ich glaube, Lesern keine Schwierig-
keit bieten wird, die den Inhalt des vorigen Abschnittes in sich
aufgenommen haben.

Es war bereits darauf hingewiesen worden, dass das Punkt-
kontinuum der G a u s s'schen Ebene, unser Kontinuum IV, oder
also das Kontinuum der reellen Punkte einer Fugelfl&che, in einem
weiteren Kontinuum von der Dimensionenzahl 4 enthalten ist (das
als das Kontinuum der reellen und "imaginfiren" Punkte derselben

Kugel gedeutet werden kann). Es go0ll nun gezeigt werden, dass die

Eingicht in diesen ggchverhalt uns einen ganz einfachen Zusammen-
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hang zwischen zwei Theorien erkennen lisst, die auf den ersten
Blick "nichigmit einander zu tun zu haben" scheinen; niml ich
zwischen der Theorie der"Kurven" in der & a u s s'schen Ebene
und der (sonst allerdings nur sehr freagmentarisch abgehandelten)

Lehre von den uneigentlich-konformen Abbildungen.

Zunéchst miissen wir dazu bisher mur Angedeutetes vervoll-

sténdigen.

3 . = 2 / !
in Stelle der schon eingefiihrten Koordinaten (L, L ,%.% )

und ihrer komplexen Verbindungen X und ¥,
. .
(15)  X= Lok 5  Xe oy

filhren wir jetzt neue Koordinaten, "isotrope Koordinaten" ein,

(18) tg = x - yi, t.= X + ¥l

Wir lassen dann neben endlichen Werten von t; und t, auch unendli-

che zu, dhnlich wie schon bei unserer Definition der Kontinuen

II und IV, nimlich Zahlenpaare der Formen

(6.1 = (oo 6] ) Tty ], Lo, ]

Durch die Gesamtheit sller dieser Wertpasare definieren wir danu

+

das Kontinuum V (das zuvor noch nicht hinreichend deutlich be-

schrieben worden war).
Das Kontinuum V ist also, nach diegser seiner Definition,

geschlossen - eben wie schon die Kontinuen II und IV - und

zwar ist es, in der Sprache der Mengenlehre, eine sogenannte

Produktmenze, bestehend aus der Zusammenstellung zweier ilengen

Ltllundlprl, deren jede einzelne eine Menge vom Typus IV ist,

Die Punkte Itlﬁ t;)] unserer neuen Menge, also die Punkte

: 3
des Kontinuums V, lassen sich nun auf Mengen won mur je a9
Punkten verteilen, die wiederum Kontinuen des Typus IV sind, und,

wenn t eine "laufende" (verinderliche) Koordinate bezeichnet,

Zugsmmenstellungen der Form [tl = const., t,l, Lt, ty = constJ







enteprechen. ¥ir wollen diese Kontinuen, in der angegebenen Folge,

linkgeitige und rechtgeitige igpotrope Geraden nennen 1), Geraden

heigsen sie darum, weil - abgesehen von den zwei Augnshmeffillen

[w,*l und [."‘-; m_] ~ Jedes dieser Xontinuen durch eine

dlelchung gekennzeichnet ist, die die Form der aus der Elementar-
geometrie bekannten Gleichung einer geraden Linie hat:

(1) X-Y¥1ie=const.,, (r) X+¥i= const.

Evident ist:

Jede linkseitige isotrope Gerade [;1, L] trifft sich mit

jeder rechtseitigen [t, tr] des Kontinuums V, und umgekehrt geht
durch jeden solchen Punkt eine linkseitige und eine rechtseitige

isotrope Gerade.

Die beiden Eestimmungssticke (Koordinaten) t; und ty zweier
unserer isgotropen (Jeraden kinnen nun konjugiert-komplex sein
- -

t; = ty, oder, was dasselbe sagt, t] =
und in ihm allein, haben die zwel Ueraden elinen Schnittpunkt mit
reellen Koordinaten x und y, kiirzer ausgedruckt, einen reellen
Schnittpunkt,

x = x' l = ,:,.. "

oder, was dasselbe ist, dann und nur dann liegt ihr Schnittpunkt

im Kontinuum I1I, Da die isotropen Geraden nur je einen reellen

Punkt haben, so nennen wir gie imaginir( wie auch alle nicht in

IV zelerenen Punkte von V), und zwar nennen wir je zwei isotrope
L=] =

— e e et

1) Gebriduchlich sind auch Worte wie ";ul}gﬂraien“_uydn””;nimalgqru—
den", von denen mir besonders das zweile, das lch Iruher lelder
gselbst benutzt habe, wenig passend zu sein scheint, - Zu beachten
ist noch, dass in der iiblichen Lrweiterung des -Uﬂtfﬁﬁumﬁ {Ig U}
der Dlementargeometrie zu einem Kontinuum kompexer Punkte"{X, Y},
auf dle dieselben Lorte angewendet zu werden pflegen, die isotro-
pen Geraden feo,t] und [+, g.l ganz i‘ehlen: Cie G aus s'&_:gl‘.a
Ebene und ihre Erwelterung diirfen nicht mit den analogen Begriffen
der projektiven geometrie verwechselt werden,
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Geraden mit konjugiert-komplexen Koordinaten konjugziert—imaginiéir,

Pe zu jeder isotropen Geraden eine sus der anderen Schasr

konjuglert-imaginir ist, so enthilt jede § mit Einschlues der
Iglle [do,t] und [*.-ﬂ"lt einen und nur einen reellen Funkt,
Nennen wir also (xy, yy) den reellen Punkt einer linkseitigen
isotropen Geraden, und (xy, yy) den reellen Punkt einer rechteei-

tigen, so kinnen wir schon angefilhrte Gleichungen nunmehr in ei-

ner inheltsreicheren Form gchreiben:

(17, 1) X - 3= 'il"*_' ':‘_.':__' ¥

{l?' r:' l'i-xl = Xr + ¥r l,

oder ausfiihrlicher:

(18) ' Loy =% [ _ii-i'- Y1 ,|
| t,-l":.lv i 5 ﬂ*gr" b b _

Liege Formeln werden nun zwer illugorisch, wenno eine der
Vverbindungen
v

Ll = .ﬁ.{ - L’a i = ::1 ¥ tw* - ;'.:.. T .-1_—' i = ?-I'

oder aleo eine der Verbindungen

-
4
"

(19) tTTEG FV T EY

e ——————

unendlich ist, sie geniugen aber doch, den in Aussicht genommenen

Lehrsatz vollstindig zu begriinden, der nun such in sehr einfache
Jorte gefeoset werden kann,
{ir wollen den reellen Funkt 2z) der linkseitigen isotro-

sen Geraden durch irgend einen Punkt tt;, tl'l des Kontinuums V

deg linke Bild dieses punktes nennen und die entsprechende Dafini-

- 3 1P A + BFam _— o A Y
tion, also die des rechten Bildes suf den Punkt =z, anwenden,

Jeder Punkt von V, mit Einschluse derer, in deren isotropen Koor-

ek

4 A csmbol oD er ﬂc.—'iﬁint t'ﬁE't-i.'f‘:ﬂt R340 " Sbink
dinaten. ti, tr ¢&8 Sym :
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zwei Bilder, und er ist durch sie bestimmt, Wir kbnnen nun aus

NP W— f16Y = 4
der Formel (19) ganz unmittelbar den Satz ablesen:

,::LJEEfVELJ 1{5{? z und Zy der } hqA+p einer jeden "ana-

dytiechen Hurve" das fontinuums V, die von einer isotropen Gera-

den verschieden ist, sind durch eine uneigentliche-konforme Ab-

bildung verbunden, und umgekehrt gehsrt zu Jeder solcher Abbildung

-

st
"

eine der gensnnten Kurven
Eine "analytische Kurve” in unserem Fontinuum V, ein (in der
egel offenes) zweidimensionsles Kontinuum, ist nfimlich, nach der

{iblichen Terminologie, definiert durch eine analytische Abhingig-

keit zwischen den komplexen Verinderlichen t, und t,.. Tiese Ab-

hingigkeit verwandelt gich aber, nach der Formel (2), sofort in
aine anlytische Abhlngigkeit - ieselbe! - zwigchen den kom-
plexen Verdinderlichen z; und 2z, oder in eine "anti-analytische"

;igkeit zwischen 23] und , i " its in der Regel eine
uneigentlich~konforme Abbildung definiert vidante Ausnahmen sind
nur die Abhiingigkeiten t; = const, und t, = const., also z; =

const, und z.,. = const,
iims ohne weiteres zu erkennen, wird die gaefundene Bordnung

in eine gleichartige lbergefihrt durch iie irangformationen}

\
1
*

die wieder eine xontinuierliche Gruppe bilden, eine natiirliche

cht notwendig eindeutige) Abbildung, oder

1) Xonform heiset eine (nic e
Irangformation, die "im GTO 5595 ”-nkel}rﬁ imt: iusnahmestellen
und auch matiirliche Grenzen" der Abbildung werden zugelassen,
‘plﬁp- 11#-'iﬂkn1 auch dem Yorzeichen nach (oder 1im -rﬁhun5551nnﬁ
Bl die :

erhalten, £o heisst dle Abbildung eigentlich-, sonst uneigentlich-

konform.
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B U ANV S I‘Q* (Ee wurde Uber diese Transfor-
maetionen und (sieben) weitere Transformationschasren von Shnlichem
Biléungsgesetz noch manches zu sagen zx sein, das hier nicht Raum
finden kann,)

Es kann sein, dass die betrachtete Kurve reell ist, dae
heisst - nach der meines Erachtens einzig-sachgemi.ssen Defini-

tion von C, 8 e g r e - dass ihre Punkte paarweise konjugiert

[
komplex sind, itl EL s Ly = ;ii. Dann ist die zugehbrige Ab-
bilsung gymmetrisch, und umgekehrt: Die analytische Abhéngigkeit,
die zwischen Ej und z, besteht, besteht dann niimlich immer auch
zwischen ;r und zj.

e kann ferner sein, dass eine dieser reellen Kurven sinen

oder mehrere reelle Zige hat, das heisst, dsse fUr ein Homtinuum
A LS
von o j{ertsystem fz:, zrf 2y = 2. wird. Ein solcher Kurvenzug
(nach S e g r ¢ besser filo, den) kann, wenn er aus lauter
U ¥
rezuldren Punkten der Xurle besgtent, Uber singullre Stellen hin-
24 .
weg mit andersn zusammenhingen (Beispiel: t @ ine §'sche
lvnozvkloide) oder nicht (Beispiel: Tie zwel Ziige eines C a 8 8 1-

n itschen Furve). In allen diesen Fdllen gehOrt zu der Furve eine

und dieselbe symmatrigche Abbildung.

Ee kann ferner sein, dase eina uneigentlich-konforme Abbil-

i kein s+iirlich % - WPET U, pamrrmeo
dung zy-*» Zp iberall existiert (keine natiirliche Grenze hat) und

allenthalben umkehrbar-eindeutig ist. Dann 18t die rurve ein

Kreig, Ist dieser Kreis reell, so0 ist die Abbildung involutorisch

1 Z1 &> z*.l und identisen mit einer Inversion, die im Sinne der
frilher betrachteten rransformetionen im Kontinuum IV, zu einer
gehdren kann, oder auch nicht.

die betrachtete Kurve einen reellen Zug, der (hbchstens

mit Afischluss seiner Endpunkte)&S® aus reguliiren Punkten besteht,
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die Abbildu
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ng zwische

Zu beiden Seiten des Kurvenzu
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ain Gebiet, in dem

0 2y und 2z, eindeutig und involutorisch ist,

Ules @ in ¥erken Uber Funktionentheorie abgzehandelte

L A warzisons Spiegelung an dem Kurvenzug */, Sie ist ein
+ rani b B e - . E : .

ilcal genauer umgrenztes Bruchstlick dessen, was hier vorgetragen

worden ist. Durch das Vorhergehende ist bewiesen: Die notwendige
and hinreichende Bedingung dafir, de ch war z'sche
Epiegelungen gich analytisch in einander ! n, besteht
derin, desg die Xurvenzige, durch die sie definiert sind, einer
und derselben analytischen Kurve anvehiren.

Die

in einander

konforme
Beispiel, s
reichend er

werden, das

gtimmta Zah

ligst,

entg

BEprodciienan

dung auf zw

Ihe

ge, derz

scheinbar

Abbildungen)

icher eines

liutert se

s sich dle

l von Dime
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Meinung, d
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jebiet erweiterten ebenen projektiv

& i"‘:.,. ™ =t
1912, §5.669.
iFﬂﬂ i1e

tTP.ETIPC
-:1-1nn dort
tigen. Auf

Fth‘tlud .

/
[]

1eorie des
ieieen m i

niéml

rden,

ibhandlung

Palermo
gab

di
gtehen

saite 351,

ufolge eine Zersplitterung der Mathematik
fremde Teilgebiete (Kurven, uneigentlich-
etwas lUngesundes ist, irfte durch unser
der einfacheten, die es zibt, wohl hin-
in. Es kann aber auch darauf hingewiessn
vorgetragene kleir Cle! 1iff eine unbe-
nsionen ("komplexen Dimensionsn ishnen
in der Literatur tatsiéchlich schon ausge-
erzufolge die Lehre von der konformen Abbil-
onen (eine "komplexe" Dimension) beschrinkt

¥ootinuums V kann farner auch noch auf allerx

Lehre von "ebenen Xurven" in Verbind

der

=

ung

ich auch mit solchen, die der in's komplexe
én Ueometrie angehiren. Setzen

d, gggh}gjuiL;Lpg;g,i, iZweite Auflege,

cug ].Jmh' analitici, Aediconti del Circolo
t.21, 1906, lch benutze diese telegenheit,

ilahpneu Sehreib— oder Druckfehler zu bPrlx,ﬂ—

Zeile 8 zu unten soll es heigsen regioni
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wir inebesondere stwa

A+ g > 4- &t
O T - TR

(Vgl. Nr.13), so dass

(21) M edet Qim0

Wl

—
5
r

-

3 3e - Jat
L= %ﬂ* 33* - 'ét:
wird, und flir &= oo : B0:3: 33 = 4:9: -4 . go igt damit die
- wiederum ein Kontinuum vom Typus IV -~ gegenseitig
eindeutig und Uberall-stetig auf die (reellen) Punkte unserer
tugelfléche bezogen. dugleich ist damit Jjedem rFaar z3, Zr von
Punkten der XKugelfliche, ebenfalls eindeutig-umkehrbar und Uberall

gtetig, ein Punkt zugeordnet:

¥ vt B
" e 2 b s gt I e

der Schnittpunkt der Tanczenten der Hurbe (21) in den Punkten
zZ =2y und 2 = 2. Jetzt entepricht also Jjedem Punktepasr 2y, Zy,
: 1 . w B 1t om 17 le 4 ol \ A
upabhinzig von ihrer Anordnung, @in bDestlmuiler runkt ( % Jy Una
auch das Umgekehrte gilt:
[ \

R Bilaria o -t s
. k =jealh 3:’-“'.5;

dass auch jetzt fast jeder snalytischen

o

dir sehen also,

1R

Furve der ebenen proJjektiven reometrie (nach dem Ublichen Legriff

einer solchen "iurve") eine koniforme Zuordnung der Punkte 27 und
2lIle s0lCIle v

It de imAdA nmoakrahvrtE: al « Ad S
2. auf der rugelfléche entspricht, und umgekenrtc; aber dls nun
p oul T U
ehrige Zuordonung ist sigentl ich-konform, ebweichend von der vor-
nelrige « byl at 3 - VAL LR

ner betrachteten wusnahmen sind auch hiar vorhenden, und zwar
aunr ya Ll i Ak e e ==
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sind es die Tangenten der Kurve (21), deren jeder nur die Ausart-
ung einer konformen Abbildung entspricht, nimlich der Inbegriff
der Punkipaare z;, z und z, z,.. Ter Xurve (21) selbst entspricht
die identische Transformation.

Semerkenswert igt, daes solchen Kurven, die keine besondere

SBeziehung zu der Kurve (21) haben, spezielle, nimlich gymmetrische

Abbildungen entsprechen, wihrend umgekehrt der allgemeine Fall

iner eigentlich konformen Abbildung 2z, 2z, ganz spezielle Kur-
ven liefert,

Néher so0ll auf diesen Oegenstand nicht eingegangen werden,
iech will nur darauf hinweisen, d=ss das vorgetragene Verfahren
inhaltsreicher ist als die Art, wie man gonst Kurven mit (eigent-

ch-) konformen Abbildungen in Verbindung bringt. Auf die Xurve

(21) ksenn jJa eine C a ¥y 1 e y'sche Maassbestimmung gegrindet
werden, Die Tangenten der Grundkurve dieser lMasssbestimmung hzoben

11 ie nehmen die Stelle der isotropen

dann die Bogenlinge

Geraden unseres frilheren Verfahrens ein, und werden guch im vor-

e

L]

liegenden Zusammenhang passend durch dasselbe Wort bereichert,

cchliesslich noch eine methodische Demeriung!

il

misg als stirend empfunden werden, dass in der voraus-

cehenden Darlegung einzelne der isotropen tearaden gich den aufge-

gtellten Formeln entziehen, Der Zugemmenklang von Gedanken und

armonisch genug sein, Dieser Mangel

&
H
3
Q
I~ 3
o+
o

Formelwerk kann g

nitte sich vermeiden lassen, wenn wir, wie frilher bei &hnlichen
- X G‘;-H..
.alarenheiten, von vern herein homogene Vertinderliche sngefilhrt
4 B2 RLLLLTS hs oy +

2 3 { & 7 ™mm 1\ avior A 3 v “or r
hitten. Dann aber wilrde der ilnnige Zusammenhang des Vorgetragenen

mit der Theorlie der

Funktionen einer komplexen Verinderlichen

minder durcheichtig geworden sein. Aius diesem Grunde hebe ich

Verbesserung abgesenen,

von der genannten
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XII1.

il &=

B T E Auterungen von Einzelheiten,

e — =
—_==

Es s0ll nun noch einiges nachgetragen werden, das mir nicht
unwesentlich zu sein scheint, aber des Zusammenhangs wegen nicht
friuher Platz finden konnte,

(1).

b

Hie war es mbglich, dass eine so einfache Definition der

lathematik durch viele Jahrhunderte, bis in die neueste Zeit

hinein verborgen bleiben konnte und wie kommt es, dags sie heute

noch vielfach abgelehnt wird?

g

Ich glaube, dass die Hauptursache hierfiir auf

peychischenm
jebiete liegt, und dass gie mit dem mehrfach besprochenen Schick-
gal der Geometrie zusammenhingt.

g die Alten zu einer einheitlichen Au der Kathe-
matik nicht gelangen konnten, iet klar, lhre Arithmetik war dazu
nicht entwickelt genug., Es musste aber nooch anderes hinzukommen,
um unsere Formulierung miglich zu machen, Noch fir G a u 8 8

war Geometrie ein Dimg fir sich, auf das zwar Algebra und Analy-
gis angewendet werden konnten, das aber dooh von ihnen abseits

zu stehen schien, (Brief an 0O 1l b e r 8 VOm 28.4.1817)., Und
gelbst im Jahre 1888 hat noch L, Kronec k er aus dem glei-
chen Grunde von seinem Programm einer "Arithmetisgierung" der
Mathematik die Geometrie (worunter er eben die der Alten verstand)
ausdrileklich ausgeschlossen, um sie, wie 0 a u s s, mit der
Mechanik zusammenzustellen.

celbst der Gedanke, dass wenigstens Algebra und Analysis

geheint &lteren Mathematikern
erst
meines Wissens, setst beil

in den natiirlichen Zshlen wurzeln,

nicht nshe gelegen Zu haben., Er kommt,

ek
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Dirichl et (1805 ~ 1859) vor, von dem das Wort berichtet

wird inde oo,
wird, :ier =nd noch so fern liegende Satz der Arithmetik und

hoheren Analysis lagge sich alg ein Satz iiber nstirliche Zashlen

aussprechen. Mit dem "Aussprechen" freilich diirfte es einen Haken
haben: Die “afinitionen der einfachsten Begriffsbildungen der
hiheren Anelysis (Lifferentialquotient, Integral) mussten sich zu
wahren Bandwilrmern auswachsen, wenn, wie Kronecker es
spiiter ale tunlich hingestellt hat, Ermst damit gemacht werden
kinnte, Gemeint ist jedoch offenbar, nur abgesehen von der Geome-
trie, eben das im Texte Gesagte, D i ri ch l et muss im Be-
gitze einer Theorie der irrationalen Zahlen gewesen gein.

Jass aber die Geometrie der Algebra und Analysis untergeord-
net ist, hat schon B o 1l z a n o erkannt (1837, § 536

, Anmerkung)

Ich setze die ganze wegen ihres frilhen Datums merkwirdige Stelle

her;

Dage es ein Ubelstand sey, wenn wir einen Be-
weis pus fremdartigen Griinden ( 3 drrev  yivevs )
fihren, wihrend er doch sus einheimischen ( i% os-
15* olxgcwY) nitte gefilnrt werden kiénnen, erkennten
gchon die Alten sehr wohl, Wenn aber A r i s t o t e-
1 eg (Anal, post. 1,7) als ein Deispiel dieses Ver-
gstosses den Fall anfiihrt, wo eine geometrische Jahr-
heit aus arithmetischen Betrachtungen dargetan wird;
so diducht mir, irrte er sich, ob ihm gleich Mehre der
angesehensten Geometer auch noch in unserer Zeit bei-
gtimmen, Die arithmetischen Lehren sind wirklich all-
gemeiner ale die geometrischen, und die Beschaffen-
heiten, die den bloss rdumlichen Grissen zukommen,

grinden eich objektiv auf Beschaffenheiten, die allen
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Grissen {iberhaupt zukommen, So muss denn mancher Be-
Weis einer geometrischen Wahrheit aue gewissen, rein
arithmetischen (d.h. zur allgemeinen Grossenlehre ge-
hirigen) Betrachtungen gefiinrt werden, gerade dann,
wenn er den objektiven Grund dergelben angeben will.
dehr ist es aber, dass es dergleichen Beweisen gar
geehr an jener Anschaulichkeit gebricht, welche man in
Eeweisen fir Anfinger liebt; wahr, dass man eben des-
haldb iiberall, wo es sich bloss um Uberzeugung handelt,
die sgogenannten geometrischen vorziehen dlrfe, ja,
dass es diese noch in so mancher anderen Hinsicht ver-
dienen, nicht ganz vernachlédssigt zu werden.
Was mir sonst von VYersuchen zu einer Begriffsbestimmung der
Mathematik bekennt geworden ist, scheint mir sehr mangelhaft zu
sein,

Eine Bliitenlese dlterer Versuche findet man bei A, Vo 8 8
(1914, §.14-20 und 1922, 5.20-33)., Sehr gewihnlich sind Definitio-
nen, die die Mathematik als ¥Wissenschaft "von den Zshlen" erklidren
wollen., Venn aber die Autoren an solche Sitze wie etwa den von
Peeceal nicht einmal gedacht zu haben scheinen und wenn sie
von einer Zurtickfilhrung der technischen Zahlbegriffe auf natirli-
che Zahlen gar nicht reden, so fehlen die Hauptsachen. Geradezu

givkel haft ist die Definition, fur die sich in diesem Gewirre
von Meinungen V o 8 8 selbst entscheiden will. Auch nach ihm
gind, wie bei H i 1 b e r t, Zahlen Zeichen. Zeichen aber fUr
was? Offenber fir Zahlen! Eine Banknote ist ein Wertzeichen. Der
Begriff des messbaren dertes, einer Wertskale, het den Zahlbegriff
zur Voraussetzung.

andere, wie P, Bout r o u x (1927, $.141) verzichten
iberhaupt darauf, die Mathematik als Janzes zu umgrenzen. Das
diirfte immer noch besser gein, als peychologistische Definitionen
oder als formalistische, die die Mathematik als eine Helations-

heorie hinstellen wollen und also ihrer Besonderheit gegeniiber
dem allgemein-Logiechen nicht gerecht werden,

Viel besprochen worden sind B. Hu s s e 1 1'e Principles
of Mathematice (1903), Am Eingang dieses Werkes lindet sich der
Versuch einer Definition der letzten Art. Sie iet aber, meines
Erachtens, 80 gekinstelt und verworren, dags sie schon aus diesem
Grunde abgelehnt werden muss. ;

pure lothematice is the clase of all proposi-
tions of the form "p implies q", where p and q are
propositions containing one or more variables, the
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same in the two propositions, snd neither p mor q
contains any oconstante except logical constante., And
lgglcalpconstants are all notions definable in terms
of the following: Implication, the redation of a term
?O a class of which it is a member, the notion of
guch that, the notion of relation, and such further
notions as many be ingolved in the general notion of

13 propositions of the above form,

Wie es scheint, gibt es Mathematiker, die das verstehen, und
zwar nicht wenige, lach meinem Begriff von "Verstehen" kenn ich
eg jedoch nicht verstehen. Was logische Konstanten eind, ist mir
unklar geblieben, trotz der Erléuterungen, die R, dazu gegeben
hat, Dass der Begriff der "Veriénderlichen", wie R, ihn - sehr
ungewthnlicher Weigse - braucht, der Klarheit entbehrt, gidt R,
sogar gelbst zu (8.5 unten), Auch geht es bei ihm nicht ohne Ge-
weltsamkeit ab, Die Formel 1 4 1 = 2, in der von Verfinderlichen
nichts 2u sehen ist, wird auf folgende Art unter die angefilhrte
Definition gezwingt:

f x is one and y is one, and x differs from
y (? 1 =11), then x and y are two,

#ibt es wohl eine Aussage, in die sich auf diese Ueige
Ruseel's "Verinderliche" nicht wiirden einfihren lassen?
Jenn x die Somnne ist und y Whrme, dann strahlt die Somne Wirme
aug! Wag also hat dieses Denkverfahren mit Mathematik zu tun?
Hinzu kommt dann noch, bald darauf, (Socrates & Plato)l

Ich muse {berhaupt gestehen, dass ich von den Schwierigkei-
ten, mit denen R, sich béndelang herumschlégt, nichts zu bemerken
vermag ., Bestenfalls handelt es sich um Heilungen galbetgeschaffe-
ner Schmerzen. Natiirliches Denken verfillt nicht auf solche
cehrullen, Die wirklichem - und grossen - Gchwierigkeiten der
Mathematik sind von ganz anderer Art.

Ebenso steht es in einer neueren Schrift Rues s e 1l's
(1923, Kapitel 16 und 17), wo der Artikel in Einzahl (der) und

ehrzahl (die) philosophisch erirtert wird, Dort wird auch der
catz "Ich tref einen Menschen" paraphrasiert: Die Funktion "lch
traf x und x ist menschlich" iet manchmal wahrl Ich kenn weder
zugeben, dass durch diese Unschreibung der Sinn des Satzes ge-
troffen ist, noch vermag ich {berhaupt einen Nutzen von derartigem
einzusehen. Wo ein jeder ohne weiterss richtig versteaht, sind
"shilosophische" Erliéiuterungen en sich 3ghon iiberfliissig, beson-
ders aber dann, wenn sie geeignet sind, Klares zu vardunkeln.
/ir haben hier in einem drastischen Belgpiel das ganze Elend einer
auch sonst vielfach iUblichen Art des Fhilosophierens vor Augen.

(2).

Reelles und Imaginires.

pes Wort Imaginir bezeichnet ursprilnglich etwas Eingebilde-
tes. Unwirkliches, wie vielfach auch heute noch im iblichen Eprach
- ] Ly - bl ¥

y Evncatd aunnh oo
4 In yathematik hat es aber l&ngst auch eine techni-
gebrauch,. In der th

sche Bedeutung angenommen. Untersuchungen iiber Funktionen wvon
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komplexen Verinderlichen, solchen algo, in denen "Imaginires”

vorkommt, nehmen dieselbe Wirklichkeit in Anspruch, wie anderes
Mathematische auch, Sie haben lediglich einen sehr speziellen

Charakter, im Vergleich etwa vom Inhalt der Mengenlehre und Topo-

logie.

dleichwohl macht sich jetzt eine Tendenz bemerkbar, die
Vorteile, die man durch Zusemmenfsssungen wie die von x + y 1 zu
einem einheitlichen Zahlengebilde 2z zu erreichen gesucht und
mentalsatz der Algebre ist fur manche ein Stein des Anstosses,
weil er nicht mit den Mitteln der Algebra formuliert und bewiesen
werden kenn, sondern zu seiner Begriindung eines Grenzlbergangs
bedarf, also in die Anslyeis gehdrt. Nun ist "Heinheit der Method#®
allerdings eine Sache, mit der men es nicht leicht nehmen soll.
Man mues die einzelnen Methoden nach Mbglichkeit pusbilden, um
ihre Liek LeistungefEhigkeit beurteilen zu kinnen, Wenn aber tat-
sichlich schon erreichte Vereinfachungen rilckgingig gemacht wer-
den, so scheint mir ein an gich gesunder Gedanke Uberspannt zu
gein. Die Breuchbarkeit von Begriffebildungen hingt in hohem Maags!
von ihrer Einfachheit ab, Solche Sitze wie dem B é z o a_t'schan
und seine Erweiterungen kann die Geometrie nicht entbehren, und
die Konzision der Formulierung iet dabei ein sehr wegentl icher
Punkt.

£in enderes Beiepiel liefert die Behandlung, die klirzlieh
ein berilhmter Lehrsatz in einem schon erwihnten Buch gefunden
hat 1),

soh S. L i @ sollen gich die Geraden im Raume der projek-

— e

1) ¥. Blaschke und G, Thoms en, Differentislgeometrie
Eéruhreize und Kugeln, 1929, & S4.
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tiven Geomelrie Xugeln derart zuordnen lagsen, dass gerade Linien,
die einander schneiden, in Kugeln {ibergehen, die einander berih-
ren, und umgekehrt, Die "Geraden" und "Kugelu", von denen da die
fede ist, sind Figuren mit komplexen Koordinaten ( oo 24 geraden
und oo 24 Kugeln), Es handelt sich um eine imeginire Transforma-
tion, und zwar ist dieses das berilhmteste Beispiel einer "Berih-
rungstransformation”,

Hun 1gt freilich L i e's Formulierung von dem wirklichen
Sachverhalt sehr verschieden 1), Aber heltbar ist doch der zu-
grunde liegende Gedanke, und eine exakte Fussung, die zwar 0 ver-
bliiffend einfach nicht sein kann, wie die von L i e, aber doch
keineswegs verwickelt ist, liegt vor 2), Die einfachsten Figuren
der projektiven Geometrie gind nun die Punkte und Ebenen - sie
gind die Bausteine, sus denen alle anderen Figuren am leichtesten
;usﬁxﬁmngesﬂtzt werden kinnen. Eine vor allen Dingen zu beantwor-
tende Frage ist also die nach den Bildern dieger Figuren im Kugel-

Nun wird men ja den besonderen Zielen eines Duches, das
nicht gerade Algebraisches zum Hauptgegenstand hat, gerne einiges
ugute halten., Wenn aber den Lesern als intwort suf die eben ge-
nannte Frage lediglich die Angabe geboten wird, dase die Funkte
und Ebenen in der 1ukp;qauwp.rln "kein reelles hﬁglgdsn“ haben,

denn doch eine erschreckende Verstilmmelung eines zent-

L]

a

w
=

o ist

alen Destandteiles der Theorie. Uberhaupt bilden Analogien kei-

L |

nen Ersatz fir prizise gefasste Aussagen.

[

J. B, &. D. M, V, Bd. XXV, 1918.

\ufsitze in den Mathematischen nnnalan, Binde 86-91, 1922-1924,
besonders Lek (Vil, XXXI1 f"lplﬂ“a,htn Legr “nduq
d ) ehrsitze XXIII, XXV1Li, XiALl, Begr

s e tgL_, sitzungsberichte der Cerliner ika-

von L i e's Kugelgeome
_,______—-—;—--——h,i,_&__——-
demlie vom Janre 1926.
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Ein Grundmangel der besprochensn Stellung gewisser Mathema-
tiker zum "Imeginiren" ist, dass die Autoren sich einen wesentli-

chen Umstand nicht klar gemacht haben:

feell und Imagninir gind Relativbegriffe.

4ir sehen das sehr deutlich an der Theorie der Kontinuen
II, 1V und V, Die Zahlen 2z = x 4+ y i des Kontinuume IV sind kom-
plex, also, wenn y ¢ O, imaginir, relativ zu denen des Kontinuums
Il1. Aber x und y eind reell, und die Zahlen des Kontinuums V
sind wiederum komplex, alsc in der Regel imaginir relativ zu de-
nen des Kontinuumg 1V, Offenbar getzt sich diese Kette in einander
eingeschalteter oder einander umfassender EKontinuen fort, ad

indefinitum, Nun werden die meisten von uns (mich selbst einge-

B =l

schlossen) keine Lust versplren, alledem so viel Aufmerksamkeit
zu schenken, wie gie die beiden ersten Schritte nach dem Darge-
legten wohl verdienen, Die lMenge der Filguren um mit ihnen die

Sochwierigkeiten steigen rasch, In gumme: ¥as von manchen als

"imezinir" einfach zur Seite geschoben wird, ist fur eine fort-

regohrittenere Detrachtungsweise wiederum reell, und in einigen

Fillen wenigestens der Untersuchung wilrdig 3}, 9 Die angefihrten
sitze Uber konforme Abbildung hiitten wir ohne doppelte Erweliter-
ung ungeres urgpringlichen Gebietes 11 nicht einmal formulieren

kinnen, Ein allgemein bekanntes Beigpiel fUr den Hutzen, den dile

Forschungsgebietes durch Einflhrung "komplexer

Erweiterung #ines

{ ivryio auch I'l { i imal -
unkte® bringen kamn, ist Ubrigens auch die ITheorie der Minimal

-]

I_l r\}‘pn.

1) Siehe n-wmtlmn C.5egrTe, ﬁ.l_a_!_-tl.ﬂi_ gampo _Gi "_“"""lf-__

1 ‘-.\,...L'_._-cwlg _tfi dalla BR. Acoandemia di ULLI;U, Ce -l 19
“hﬁf;7"4 ' 0014idge, The Geometry of the Com il ex rOtazn,
YRITIAY o« He ¥ O kil M ALY RN omaln

1924,




piel &
qusl o
-

i,a !ll -
matik s
-
- _‘Iil
i i
LU
] -
‘i Sis
ny {
Wiliry
Leh 1




Offenbar lisst sich das Beispiel der Paare =z

X und z, von
reellen -LL-J‘T--*L' aul einer 1f18ch 1 r

"racin wugelfléche, als HNeprisentanten von
imaginiren" noch weiter ¢usrﬂstaltnn. Nichts hindert uns ja, auch
noch die gersden Verbind ungssticke solcher Punkte ( p--"m'tp‘ Zu

& olecher Punkte (Segmente)
betrachten, die in das Innere der Kugel eindringen(nu "t"F'EP'flﬂn

2 ¥ _ A &
yoiu -.n.' Il rasren .'_.l =t ‘_,. )« U l le 11 .!-..-_, wie '-l-ﬁ- .""1..11\-* LF !‘...;rl

Zuordpungen von zl und zpy liefern dann gewisse 80§ enc r.ntp
kongmenzen 1) , wie sie sus anederen Gesichtspunkt auch
schon der Et"a‘-”lt’-mz; wurdig gefunden worden ._1n... Ln diesen Bei-
spielen handelt es sich nicht mehr mm nur um Algebra sches, séndem
auch um Infinitiemslgeometrie, g
&3iana
'3.)
eg8 ist Geometrie?
* die mit alledem zusammenhingende Frage:. Wie soll, inner-

b der Mathematik, das Geometrische umgrenzt werden? hatten wir

noch keine bestimmte Antwort gegeben. (Jedenfalls ist z.D. das
jaometria™, wovon im Abgchnitt XI die Rede war). Wie die Antwort
i lauten I..,’.t| Aarm indegsen nic F: el C BEeln, wenn L

1ie natiirlichen Zshlen ale AUusgangs- WK ittelpunkt zller Mathe-
tik zugibt,

g B0met ...'i"’ igt d - . p Skd J°F i A
eliufige Deisple ind i aometri ¢ ewesun ruppe
{n Euklidischen und licht-Euklidipchen nnigfaltigkeiten, it
den durch LDewegungen ( gooximent iepd ement i t zerstiren-
I GG JEWREWLE B4 | &L '
den Eigenschaften von Figuren, iie projektive Geometrie, die zux
& \ : i N Haun r I 1 1 3 & - * anq
clline ‘.;omc‘m einem Naume Fy, gehirt, die Inversionsgeomeirie,
auch bei unbestirmter Dimensionenzahl, die Iheorien gewisser Urup-

P ne F = > 1 - “ "anh A
en von Berilhrungstransformationen (L a 1 & r r @ 8cie un

L i e'eche Geometrie), alles im Reellen wie im FKomplexen, Auch

T " g % -~ s i & ‘|‘ s 'Ts nink+
lie geometrisohe Optik Eemil tomn's (§trahlencptik, nicht

jdigche und Liniengeometrie, J. 3.

-~ LI 1R

r Figuren, die ebenfalls reell sind, wer-
netrie der Dynamen ¢ abgehandelt "lvwi.
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jellemoptik) gehtrt hierher,

Ler Urheber des genannten Gedankens ist F, X1 e i n, In
seinem "Lrlanger Programm" vom Jahre 1871 hat er susgefihrt, dass
inrdapmalige Chaos von geometrischen Einzelheiten Licht und Ord-
nung gebracht werden kann, wenn msn den Gruppenbegriff gehirig
ausnutzt,

Es war das ein genialer Gedanke, denn es ist nicht jedem

segeben, in verwickelten Pegriffgkomplexen das Einfache und Grund-
legende zu sehen, und demgemiss hat es auch an Anerkennung nicht
gefenlt, Einen besonderen gachlichen Erfolg hat K 1l e i n sleiﬂﬂ-li-
wohl nicht damit gehabt, und es wird sich kaum leugnen lassen, (]
dags neben der unter Geometern verbreiteten Gleichgultigkeit ge-
gen Methodisches esuch sein eigenes Verhalten Ursache davon war.
Er hatte den Ehrgeiz, die gesamte Methematik umspannen zu wollen,
wie ee @ a u 8 8 noch gelungen war, und so hat er sich bald
anderen Forschungen zugewendet. Ja er hat sich sogar gegenuber
Tendenzen, die gerade er eigentlich hiétte begrissen missen, ab-
lehend verhalten 1),

Die nilchste Folgerung aus dem gesagten ist, daes zu jeder

Gruppe ein Ae uivalenzbegriff gehtrt,und dess peguivalente "Figu-

ren" mit gleichen Worten und tunlichgt gleich augsehenden Formeln

zu beschreiben gind, Gerade davon asber, wie Uilberhaupt von sytema-

tigschem Denken wollte K 1 ein nichte wissen.

1)

Dag Wesentliche sel, dags man "inyarinnt”dnnht“, n;c;t dass man
"invariant rechnet", so hiess es in den Vorlesungen liber die
Theorie des Kreigels, die Klein wz&gangn mit A, S omme -
£e1ld hersusgegehen hat (I. 1897, S. U}.-us zeigt eioh darin
die Ungeduld des nervbsen Mannes, Indessen hat n‘l e 1 F,"yif

mir sein Freund und Mitarbeiter R, F r 1 c.h_f ”nJrzl;cn mitge-
teilt hat, es spiiter doch pedauert, dess der Jjlingeren Generation
die Invar

iarltent_}leorie frﬁ"‘"."j Gﬂbliphﬂl lil‘t.







Zu diegen Mingeln kommen noch andere, die in dem frihen
Datum jener Schrift ihre Erklirung findem, vor sllem das Fehlen
eines prézisen Invariantenbegriffs, Hiervon soll im nichsten Ab-
schnitt die Rede gein,

Was gewthnlich Geometrie genannt wird (wie z,B, auch das in
den Abschnitten XI und XI1 Vorgetragene) kann {ibrigens immer nur

ale ein asbschnitt aus dieser oder jemer invariantentheorie be-

trachtet werden, Dass im Algebrsischen und in der Analysis die
jurzel von dem allem zu guchen ist, kommt zwar vielfach zum Aus-
druck ("Algebraische Geometrie", "Differentialgeometrie"), tritt
aber in anderen Untersuchungen ganz zurlick, In BEezug auf die
Beweismittel hatte ich schon Anless, die Damerkung zu machen,
dass solche Bausteine vielfach so aussehen, als seien sie in Jje-
dem Falle szus einem entlegenen Steinbruch herausgeschleppt, Die
heutigen Lehrblcher der "analytischen" Geometrie gehiren meistens
zu den allerschwicheten Leistungen. Autoren, die von Invarianten
nichtes wissen, muss der Beruf zur Abfassung solcher Werke, die

keineswegs eine leichte Sachqist, abgesprochen werden, Auch ge-

-l

hért zur XKonstruktion von Fundmsnten Einsicht in den Flan des

-

Gebdudes, das nach dem Jeweiligen tande der Wiseenschaft darauf
erriontet werden soll, Im Ganzen sind wir rlickstindig unéd noch
o M

immer da, WO VOT vielen Jahren S almga g und O. Hepee
gegtanden hatten, Die meisten Lehrbiicher der analytischen Geo-
metrie haben ihren pageinsgrund wohl nicht in wissenschaftlichen
Interesgen ihrer Verfasser, sondern in Winschen von geschifts-
tichtigen Verlegern. negselbe gilt auch von gewissen Ausgaben
nangelhafter Werke iber Geometrie, bei denen der Name des Urhe-

i " : o VOTE 5 hn nhai
berg die erneute vergffentlichung veranlasst zu haben scheint,

#ohl ktnnte die ¥Kritik die Autoren zwingen, nur Ausgereiftes zum
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Vortrag zu bringen, aber eine solche Kritik haben wir eben nioht,
oder sie wird in Konnivenz gegen den vorherrschenden schlechten
Geschmack kurzweg zur Seite geschoben, Kritik gleitet von so man-
chem Autor ab wie Wase i ; h ke 1)

18 Wasser von einem Entenriicken +/,

(4).

“ie ordnet pich die Geometrie der Alten

lavon, dass die Griechen den Begriff Haum in ihrer oeometrie |
nicht benutzt haben, ist schon die Rede gewesen (5,00).

Sig heben,fast ausschliesslich, mit bestimmten Hilfsmitteln,
némlich mit Linesl und Zirkel gearbeitet, Das bedeutet, in unsere:
Sprache, dase sie hichetens quadratische Gleichungen aufzulbsen
hatten, und zwar nur solche, die reelle Wurzeln haben,

Hech einer im Wesentlichen schon von D e d ek i nd ge-
machten Bemerkung werden sich dann in einer lMenge von Funkten,
ieren Koordinaten x, ¥, 2 eine der Formen

B. = A4 vV i ( By 0Q),

Lo
d— F - 3
Byl = .r.lJ' -'I "'C' \ '-'? 0) "
¥ R ( R )
;}r = And hr B L -.:-1 ’ " R

le Konstruktionen von E u k 1 i d's Eyetem ausfiliren lassen.

e ————— e e — e

1 -

1r ar n ] - n h b 19 A ™
1) In dem genannten Werke von "‘1 schke und T h.? Tlskg n
eht trotz vielen Redens von Gruppen in methodischer linsich
g ; 3 . 3 - y o " . o] v v TV | 5] -
alles kunterbunt durcheinander, ganz alL_oL es ein u:hﬂyenﬁug?
+ 1pssifikationsprinzip ger nicht gibe, Ee hatte frei-

retisches . : e :

lioch einen noch sehr viel schlimmeren Vorganger. ’.1Enw in der

& &L W v o ; & { m Jnak QoA Aie auf 4 s 8 )
suf’ Seite 00 zitierten Arbeit vom Jahre 19:  Gie auf den Seiten

281 - 3682, 373, 380 enthaltenen Anmekkungen, )
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Offenbar ist ein Mangel dieses Systems der Geometrie, dass zwi-
schen linearen Nonstruktionen und guadratischen, sowie Konstruk-

tionen vierter Ordnung u.s.w,, die gpich mit den gegebenen liilfs-

mitteln ausfiihren lassen, nicht systematisch unterschieden wird,

[

',:.'I'

e

onstruktionen in der Inversionsgeometrie,

AR

in der projektiven Geometrie ist man lénget zu der Einsicht
gekommen, deass die "linearen Konstruktionen", das sind solche, die
gich zeichnerisch mit dem Lineal allein ﬂuffuh{wL lasgen und beil
analytischer Eehandlung des Stoffs lediglich rationale OUperationen
verlangen, den natirlichen Mittelpunkt des Ganzen bilden, (P o n-
cetet Steiner, v.Staudt, ¢ibt es nun in ver-
wandten Theorien, etwa in der Kugelgeometrie von M 6 b i u s
und in der von L i e, nicht etwas ‘hnliches und vielleicht nicht

inder Einfaches? Und werden gich nicht auch in diesen lheorien

FKonstruktionsbereiche abgrenzen lassen, verglelichbar denen, die

man erhidlt, wenn man in der projektiven Geometrie auch uadreti-
gche Xonstruktionen und noch andere hinzunimmt?
Natirlich kann, dem Flane des vorliegenden Buches entspre-

hend hiervon nur einiges wenige zur Spracne kommen,

4|

Q

In der Theorie unserer Uruppe f}”-ﬁa werden HKonstrukti ionen

die den sufgestellten Forderungen entsprechen, kurz kovariante
| #9 4 A TS AA &'_, .

F .

Konstruktionen durch die beiden folgenden Fostulate bersichert:

drei verschiedene Punkte gegeben, so iet die durch

1. 8ind ¢

gie bestimmte Kreislinie bekannt.

1] jenn von zwei nach 1 bekannten Kreiglinien ein Schnitt-
ide WE At A el

; - ' «n 18t auch der idere Schnittpunkt beksnnt.,
punkt bekannt ist, so igt aucn COI BN X L Kt bekannt

vpekannt-Sein" heisst netirlich, dage mit der Kreislinie

-

2it dem zweiten sechnittpunkt (11) wie mit etwas Gegebenen
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weiteroperiert werden darf, Im Falle I heisst es aber nicht, dass
jeder beliebige Punkt der Kreielinie in weiteren Konstruktionen

erscheinen darf, wie es dem Zeichner wohl nahe liegen mag. Wir

las

m
m

lie bei rechnender

en einstweilen keine Konstruktionen zu,

Behandlung sus dem Bereiche der rationalen Operationen hinausfih-
(die Auflésunc tah¥_1inaar ; g mths i rar]lan \ k

ren (dle Aulldsung nicht-linearer Fleichungen verlangen), Lann

ber haben wir zur Ermittlung weiterer Punkte der Kreislinie (1)

nur das unter (l1I) angegebene Verfahren; Dieges liefert beliebig
viele Punkte der Kreislinie (I), Sie slle gehSren einer Punkt-

menge an, die zwar auf der Kreislinie (I) iiberall dicht ist, ihre

e

unkte aber keineswegs erschipft. (Ebenso kennt men in der pro-

jextiven Geometrie nicht alle Punkte einer Geraden, die durch zwei

)
ihrer Punkte bestimmt ist,)
lies im Sinne behaltend, mdgen wir von einer nach 1 bestimme-
ten Kreislinie (in Lrmengelung eines besseren Wortes) etwa sagen,
. Eine Kreiglinie, die durch die zu-
igt (und dann immer schon durch zwei

3t denn njcht, oder

o

dieger Inversion) i

Zum Beisgpiel kennt man, wenn nur G aunus s'sche Zahlen
zugelassen werden, von der Kreiglinie
z z=1 opder x°“ + y* =1
beliebig viele mit Hilfe rationaler Zahlen t in der Form
- =
(1 -¢t2) +2¢1 1+ ti

g =ex+yi= —  ——p—ro B it

1 + ¢t 1-t1i

deretellbere Punkte, und keine snderen, Dagegen kennt man von der
- - L - - = e il " ¥ i
durch die lnversion 2*Z = 3 gegebenen Kreiglinile

x* 4 ¥ - e

rar keinen Punkt, Ees misste dann nimlich die Gleichung

e = 38

durch teilesfremde natirliche Zahlen L 1 3lﬂrfullt werden
L wd o -
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kbnnen, Lies arkennt man als unmtglich, wenn men die Heste ver-
gleichi, die die beiden Seiten der letzten Gleichung fir gerades
und ungerades bei der Division mit 4 lassen.

_ Wird der natiirliche Zahlenkérper durch V3 erwaitert, mso
}lﬂ:trﬂ;ﬂ sache wie im ersten Falle, Statt der Zahl 3 kinnen wir
(zum Beispiel) auch die Zahl 7 benutzen, und dann folgt noch,
daess auch suf der Kugel

X% + y% ¢ 22 = 7

keine Punkte mit rationalen Koordinaten liegen. Dagegen

" gegen lassen
gich bei sphiérischen Mennigfaltigkeiten in mehr als drei

i Dimensio-
pine Bel-

ik

nen mit Hulfe des natirlichen Rationalititsbereichs

spiele derart bilden 1),

Ist eine Kreislinie durch drei ihrer Punkte gegeben, so kann |

=1
man sich, nach Postulat 1I, einen vierten verschaffen, Die vier

¥

Punkte 1, 2, 3, 4 lagsen sich dann auf drei Arten suf Paare ver-

teilen, und jede dieser Verteilungen bestimmt eine Inversion, die

beide Paare in Ruhe 1A

Yy

a . asanled “ fPi=
gt, abar deren Punkte vertauscht (Fig. 7).

m

=

¥ i
Diege drei Inversionen sind vertauschbar, Setzt mean sie in irgend
einer Folge zussmmen, so nimmt schliesslich jeder der vier Funkte
vieder seine urspringliche Lage ein., Also ist das Produkt der
o ,

4 ™. o b1 : I v i
irei Inversionen, nach dem Fundmpmentalsatz (5.000), die Inverel-

on, die zu der vorgeschriebenen Kreiglinie gehbrt ,

1t, 80 l&Ggs8t

reislinie punktweige b L

gsich mit Hilfe der Konstruktionem I, 11 die zugehtrige Inversion

+ dass man mit den gleichen Mitteln noch eine

- 5% M am +1ioh Aiese eiden:
Reihe weiterer Aufgaben lUsen kenn. Namentlich diesé beiden:
. o durah einen gegebensn Funl
wrie Kreiglinie zu finden, die durch einen gegebenen Punkt
= J

Blschel .o
»aht und einem wvor ;F.‘SC'!‘.]’.‘]. sbenen iRl angehox t .
- 1% :

——

e. E. Land au, Vorlesungen uber Zshlen-

gatz von L ‘ué re ?rg
F?ﬂgiigip;{ iiéz’ &ésé in trivislen Fillen (bei spezieller Lage
il ? 2il ¥
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im ersten Falle werden wir ibrigens besser verlangen, die

Kreielinie durch einen gegebenen Funkt zu finden, die bei zwei

e e )

Inversionen (und dann bei allen des rch sie bestimmten "Bi-

schels”) in Tuhe Dble: Buschel kann auch durch zwei

seiner lnvergionen die nicht zu Krelslinien gehoren,
Die Léeung ist evident,
Ule Losung der zweiten Aufgabe verlangt, nach Satz 1, die

dreimalige LOsung der ersten, und zweimelige Honstruktion der
Inversion zur punktweise gegebenen Kreisglinie. (Siehe die Figur 8.
zwel Kreise des gegebenen Bllschels sind punktiert gezeichnet, um

anzudeuten, dass an ihrer statt auch zweil Inversionen ohne Kreis-

linie gegeben sein kinnen, .

Einige Autoren haben viel Gewicht darauf gelegt, die Zahl
der Hiulfglinien bei geometrischen Konstruktionen glichat klein
zu halten. In unserem Falle ist sie schon ziemlich grose. Es kommt

ber doch wohl viel mehr auf den algebraischen Charakter der Kon-

[

1 ] o i ral o rabeanar "1 n 3y
gtruktionen und auf ihre Kovarian@e bei gegebener Gruppe an,

&

— = maae w e ——

des gegebenen Funktes) beide Auf
S : i W
Selbstverstindlichkeit zu bescaweren.

ben nicht gestellt werden kin-
= s

.
41
loh halte es flr unnitig, die Formulierung mit dies

en von drei Inversionen, dass gie einem Bischel angehOren,
isehpn {hren Koordinaten eine lineare Abhingigkeit
=0 L“zo;")z;!’)

:\X\a"-PYn +"'"2"k-'

e
s
L.




-

il




Die Mathenmatik

der Gespensterfuroht

R e

und der Polizeiwverbote

P —————weem——_EEE R SRS Rl l el




(Lerne klagen

ohne zu leiden!)

Schwebe, o Chor der lusen,

o schwebe vom Helikon nieder, {1

Lehre zu singen mich

]ntﬁit}:“
und léchle dem streitbaren Liede, |
o
Das mit ernstem Bemilhen
: ialicl
und mehrere Thrinen vergiessend
jonaf LI
Iech zu vollenden gewillt bin!
trsal AU
Es schildre die wogende Feldschlacht, brscaet
1oh, Jaw
Die aug irrigem Grund Hoh, £
verderbenbringend entflammt ist, fuitiv
Jeithindrthnenden Lirm BgE UI
und spottende Reden der Krieger; Heibt, 5
Yie die Miuse den Frischen lingest IS
erbitterte Fehde entboten, I
Wie die Frische sodann tuitics
voll Ingrimm die Miuse bekimpften, Imliiok o
Sédmtlich Helden firwahr; e {
doch alleg leider um gar nichts, - ”tun=
Dieses kiinde mein Lied Wt
und klag' es noch spiten Geschlechtern. Wy
y I
i 8y,
hmm:_
|,
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i
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XV,

Der mathematische Intuitionismus

B ———

(Brouwer und VWeyl)

i 5=

| Im ersten Teil unserer Untersguchung ist der philosophische
Intuitionismus im Weeentlichen durch das Fehlen einer wichtigen
Eigenschaft der Produktion gekennzeichnet worden, "in.ta.:ulti%“_1
némlich durch ein Erschauen, entstehen vielleicht alle wissen-
schaftlichen Einsichten, nicht minder aber auch Irrtimer., Ob das
NS Erschaute die Bedeutung einer Erkenntnis hat, ist zunichst frag-

lich, Die Eigenheit des "Wesensschauens", des philosophischen

Intuitionismus, besteht nun derin, dess das, was noch hinzukommen

muge und die eigentliche wissenschaftliche Arbeit darstellt, unter-
bleibt, ja zuweilen ganz offen als liberfliissig, ;i% nicht gchéddlich
hingestellt wird (B erg s omn).

In diegem Wortsinn sind so manches mal auch Mathematiker
Intuitionisten gewesen,., Sie sind es immer dann gewesen, wenn sie
Denliicken (nicht blosse parstellungsliicken) gelassen und ihre
Leser in die Irre gefiihrt haben; wie es bei dlteren Analytikern

oft genug vorgekommen und bei Geomeyxtern auch heute noch nicht

gelten ist. Die aber, als Mathematiker, sich gelbsgt Intuitionisten

neﬁﬁn, meinen das natiirlich nicht, Sie wollen ja die Mathematik
17 von allerlei Schlacken reinigen, die gie in ihrer Begriindung ge-
funden zu haben glauben, Ihre Verwandtschaft mit dem philosophi-
schen Intuitionisten scheint mir hauptsdchlich darin zu liegen,

dass sie beide won psychologischen Thesen ausgehen und iiberall
Chmd - -

die Geltung von Aussagen abhingig sein lassen von der Art ihres
: ' ]
Zustandekommens in der menschlichen Psyche, bei ihnem #ie der

eines Mathemakikers.
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Mit diesen 5252&:2&, die ibrigens gar nicht erklirt haben,
wag fUr einen Begriff sie mit ihrem Namen verbunden wissen wollanlz
werden wir uns nunmehr eingehender beschiftigen, in der Heuptsa-
che jedoch unter Beschrinkung auf die anerkannten lidupter ihrer
Schule, die Herren L, E. T. Brouwer und H.Veyl, Es
ist nimlich ganz zwecklos, die gesamte Literatur dieser Schule
unter die Lupe zu nehmen, Sie ist voll von Wiederholungen und
geringfugigen Variastionen der gleichen Themas.

Vor allem wird nachzuweisen sein, dass wir eg liberall mit

Fsychologiemen zu tun haben, han wird manches ganz Erstaunliche

finden, Die extremsten Irrungen eind aber, wie ein berihmter Kri-

minalist gesagt hat, die lehrreichsten. (A. Feuerbdbech in

geiner Geschichte merkwiirdiger Verbrecher.) In ihnen tritt ném-
lich ein Ubel, das meistens nur termitenhaft unter der Erde

schleicht, fir alle erkennbar an's Tageslicht,

L‘. .
Dag was ¥on der von mir vertretenen Lehrmeinung Ausgangs-—
punkt und Gegenstand aller Mathematik ist, die natirlichen Zahlen,
ﬁpuﬂ‘-—l} X : - ™ = 4 4
betrachten auch die genannten Esxoder nicht anders, Fir sie ist

eg jedoch "intuitiu" resichert, womit, wenn ich recht verstehe,
sdtau e

auf einen besonderen Akt geistigen "cedemens" verwiesen wird.

Augserdem gprechen sie von einer mathematisgchen Urintuition, womit
gie die vollstindige Dedsseils melnen,

ge scheint mir nun zwar besser, 2zu sagen, dass Wir kiteine
‘\[-LLM "Tabe i
Zahlen in ungerem Sinne =ben, und dass auch der Scehlues von n
e AL L - i - — —

auf n 4 1 mit Akten des Schauens nichts zu tun hat. Doch will ich

Lo and

dariiber mit Niemanden rechten. Ist man sonst einig, so kommt auf

; - A\
1) giehe jedoch Abschnitt XX (iusgerungen von Erouwer),







philosophische Meinungsverschiedenheiten, dieser Art wenigstens, _
wohl nicht viel an, Aber Kritik muss einsetzen, sobald Vorschriftem|
gemacht und Ver¥®ote erlassen werden, deren Begriindung sich bei
néherem Zusehen als fadenscheinig erweist, Es handelt sich dabei
um die Grenziibergénge der Analysis, um in's Unendliche verlaufen-
de Prozesse, deren "Erschaubarkeit" won den intuitimistischen
linthematikern teils behauptet, teils geleugnet wird, ohne dass
klar zu erkennen wire, warum sie in einem Falle so und im anderh
anders urteilen,

Zugelassen in das intuitimistische Heiligtum wird der Inbe-
griff (die Menge) aller natiirlichen Zahlen, Ein unendlicher
Dezimalbruch oder Kettenbruch dagegen findet hiéchstens denn Gnade,

1k

wenn er durch ein Bildungsgesetz gegeben ist, wie e oder T oder

2.

Niemand kann unendlich oft, mit freier Wahl bei jedem

Sechritt, eine der Zahlen 0..... @ hinschreiben., Das ist ein Haupt-

argumentd, Es kennzeichnet den mathematischen Intuitionismus be-
reite als eine Unterart des Psychologismus, Von sller Wissenschaft
ausgeschlossen, als "sinnlos", "unsinnig" gebrandmarkt, wird
demnach der Degriff des natiirlichen Kontinugwus und somit der

N rads saai i ana

Begriff mwa liberhaupt: Die Kontinuen sind alle Zusammenfassungen

d#em Zahlen, die es (fiir den Intuitionisten, wie er meint) gar

nicht gibk.

et A

Mir will scheinen, dass menschliches Schauen weder die
Jesamtheit aller natiirlichen Zahlen noch die genannte Art von
Dezimalbriichen erfassen kann, dass es darauf aber auch gar nicht
ankommt. Wenn die natiirlichen Zahlen die Art von Existenz haben,

w .
die ihnen von den griechischen lathematikern wsrgeschrieben worden
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vormittags 10 Uhr im neuen
neim yanst einzuladen,

Der Grosstemp des Desutschen Guttempler-
Ordens, Herr Prof. 8treeker Berlin,
wird bei dieser Gel« it sprechen.

Wir wiirden uns n, Sie bei dieser Ver,
anstaltung begrilssen zu kdnnen.

Mit vorziiglicher Hochachtung!

Deutscher Guttempler-Orden
Loge ,Ha2ssia" Giessen

Seibert
Giessen,den 28.Mai 1931. H.T.




igt, wenn sie also an sich existieren, unabhingig von allem
Menschlichen, dann haben wir uns mit solchen Unmoglichkeiten abzu-
finden. Was sollte aus der Naturforschung werden, wenn unsere
Fassungskraft iiber die Existenz von Naturgegensténden zu entschei-
den hitte!

Zugrunde liegen dem mathemstischen Intuitionismus, der durch
und durch idealistisch, anthropozentrisch ist, auch noch die schon
abgelehnten Schépfungsgedanken,

Zur Bestitigung filhre ich einige Stellen an.

Hach Brouwer (1913, S.86) kann der Mathematiker zwei
Prozesse "to create (sic!) a finite ordinal number" und "to create
the infinite ordinal number a&. "!) eine endliche Zahl von malen
hinter einander anwenden, und dadurch weitere Zashlengebilde er-
zeugen,

Qffenbar fehlt Konsequenz., Warum soll ee gebildet werden
diirfen und ggLnicht? Ferner ist (ebenda, £.88) sinnlos -

"Meaningless" - "the get whoe elements are the points of

(one - dimensional, two - dimensional etc.) spacey

Auch W e y 1 erkennt, wie gesagt, als Ausgangspunkt der
Mathematik die Reihe der natiurlichen Zahlen an, Nach ihm aber sind
sie nicht schon vorhanden (1927, S.31), sondern sie werden er-
zeugt durch ein"&egeta(ﬁ“ (wieso ‘87), das gus dem Hichts die erste

achon bl i "
Zahl 1 und aug "jeder" sd=y su entstandenen Zahl die nédchstfolgen-

de entstehen lidsst. (1925, §,23). Auch hier sind wir also mitten

im Peychologismus. Auberdem wird noch das Nichts mit der Null

ik

verwechgelt (vgl.S.,..) und die Null ohne weiteres mit den natiir-

lichen Zahlen zusammengestellt, was in einer Fhilosophie der

1) Die hier den Ordnungszahlen angegliederte Zupammenfagsung
(denge) der natiirlichen Zahlen,
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Mathematik denn doch wohl nicht angent, Ferner lesen wir bei

demselben Autor: Auf jeden Fall .ia ist s unginnig. das Kontinu-

um alg ein Fertig Seiendeg zu betrachten (1921, 5.73).

Wirklich unsinnig ﬁﬁdeblingswurt von Weyl) iet es, wenn
auch vielfach iiblich, von dem Kontinuum zu gsprechen, als ob da

gar keine Unterschiede existierten.

~_Worte wie sinnlos oder unsinnig verweigen bei Brouwer

und W e y auf’ einen Galimatias. Zu diesem Begriff hat der

zweite Autor ein interessantes Beispiel geliefert:
"Dag Koordinatensystem ist das unvermeidliche Residuum
der Ich-Vernichtung in jener geometrisch-physikalischen
Welt, welche die Vernunft aus dem Gegebenen unter der
Norm der "Objektivitiét" herausschilt -letztes diurftiges
#ehrzeichen noch in dieser objektiven Sphire dafiir, dass
Dasein nur gegeben ist und gegeben sein kann als inten-
tionaler Inhalt der Bewusstseinserlebnisse eines reinen
geinngebenden Ich",

Dieser Phrasenschwall stammt fast ganz aus der Philosophie
von Husserl (vielleicht auch ganz, ich weil das nicht gfo
genau),

An einer sndern Stelle redet unser Philosoph von einer
"Turchdringung” wvon Sein und Wesen (dem "dies" und dem "so"), und
vofi einer dritten heilt es:

"fenn ich die phinomenale Erkenntnis als Wigsen bezeich-
ne, so ruht die theoretische auf dem Glauben (7!) -

dem Glauben an die Healitit (!) des eigenen und fremden
Ich oder (!) die ?ealttit der Aussenwelt oder (!!) die
Realitét Gottes,l

Bemerkt sei noch, dass die Intuition bei W e y 1 (wie bei
Husgsserl)auch ﬁf%er Anschauung genannt wird - was dann
gelegentlich auch Raumvorstellung bedeutet - wund dass sie bei ihm
augserdem noch die liamen anschauende Einsicht, anschauliche Evi-

denz und vbllig durchleuchtete Evidenz fiuhrt,
Doch Tanren wir in unserer Hauptbetrachtung fort!

0b in der Mathematik (warum nur in diecer?) etwas sinnvoll

igt, muss nach dem Gesagten davon abhéingen, ob die Intuitionisten
]

ie sieh w e e emlich unterscheiden) im Stande
(die sieh wvon anderen nschen zieml ) 3

i itiv zu erfassen oder zum mindesten es
zu gein glauben, es intui

aus so Gefasstem zZu deduzieren.

1) . W e v 1, Das Kontinuum, 1918, §.72, Mathematische Zeitschrift,
4 § B —————————

3 5,58, bBd.20, 1924, 5.149, onn
%iﬁlgiti:§l£iachnuinhalt'aeine% Kontinuumschrift hat W e’y e’
s;ine'Philﬂsﬂpﬂiﬂ1 oder was er so nennt, ist jedoch dieselbe

geblieben.
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Wie oft hat aber nicht eine ebenfalls so genannte Intuition
gerade auch Mathematiker in die Irre gefiilart! Men denke etwa an
die stetigen Funktiomen, die alle differestilrbar sein sollten;
cder an die vielen intuitiv erkannten Sitze der neueren Geometrie,
die sich als falsch herausgestellt haben! Freilich ist nach
Weyl aﬁ:ﬁ Wahrheit etwas Lebendiges (£.30). Was heute wahr
ist, braucht es morgen nicht mehr zu sein, wie im Progzomatismus.

"Niemald wird es gelingen, die Wahrheit endgiiltig
in die Form eines toten Seins ... zu begraben.”
(Reumproblem, £.47.)

Der Wahrheitsbegriff, und mit ihm aller wissenschaftliche

v allpr Fovma
Erngt, wird also von unserem Autor umgebrachtl und Vbegraben,

Richtig ist natiirlich, dass der Ausgangspunkt einer jeden
Art von Forschung etwas sein muss, von dem man aus irgendeinem
Grunde annimmt, dass es gesichert oder wenigstens miglicher Weise
zutreffend ist, Dieser Grund mag Intuition oder intellektuelle

Anschauung oder logische Evidenz oder gonstwie heiien. Er kann

i i 1) w4 3 1 —_— :
auch hypothetisch sein, ¢/ Wie er aber auch beschaffen sein mag;

In keinem Falle hat man eine Bedingung fur ginnvoli gder nicht!

Das grbiite Argerniss iet den Intuitionisten der Begriff des

natiirlichen Kentinuums, Dieser eber ist unzweifelhaft,

Eg wire daher interessant zu wissen, wie sich die Intuitio-
nisten dazu stellen, dass wir in der Natur iberall Gegenstiicke

»um mathematischen Begriff eines Kontinuums zu finden meinen,

1) giehe R,W.S. 17, 18 . | ;
E;fgfhoéis;ﬂ ist der Ausgangspunkt jeder Artvon Uaic—matik,
bﬁ;pré'rheologen nehmen (mindestens!) die Existenz eines Gottes

als gesichert an.
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Alle Gegenstinde der Fhysik, insbesondere die festen Kérper, sind
eingespannt in Reum und Zeit, und diese, auch die Kraftfelder der
Physiker, scheinen eine mathematische Struktur zu haben.
Die Kontinuen der Physik, zu denen vor allem HRaum und Zeit
gendren, allein oder in Verbindung, hatten nun, wie gesagt, in
der seitherigen Mathematik Gegenstiicke in wverschiedenerlei mathe-
matischen Kontinuen, die iberall (auch in der von W e y 1 ver-
tretenen sogenannten Relativitdtstheorie) benutzt worden sind.

Werden diese Begriffsbildungen hinfillig - was wird dann aus

der theoretischen Physik? Dem menschlichen Verstand wird ja nun

die F&higkeit abgesprochen, der Natur durch ein Zuordmungsverfahren
gerade in dieser Hinsicht zu folgen!

Ich wilngche nicht missverstanden zu werden, So wkit als nur
méglich bin ich entfernt von der Meinung, dass alles, was da ist,
in ungere Kipfe hineingehen miisste, Aber die Kontinuen der Physik
gind uns ja durch Sinneswahrnehmungen gegeben, wenn auch der naive

. = : . e AN
Mengech den Begriff Kontinuum gewiss nicht bilden wird,}/) Das muss

also eine wenig leistungsfiéhige iisgenschaft sein, die diesem
Sachverhalt ratlos gegeniiber steht - 8o scheint es wenigstenms.
Die Intuitionisten freilich haben gich iUber diese Schwierig-
keit, die zum mindesten fir andere doch wohl da ist, den Kopf
nicht zerbrochen, Von B r o uwer wird diese Frage gar nicht
berihrt, Bei W e y 1 aber wird in dem zietierten Artikel iiber

das, was er bescheiden nPhilosophie der Mathematik und Naturwis-

senschaft" nennt, der Knoten sinfach durchhauen, Die Unsinnigkeit

des iiblichen mathematischen Kontinuumbegriffs hindert W e y 1

nicht im mindesten, sich geiner augsgiebig zu bedienen!!

1)

In manchen Sprachen so0ll es gar keine Wérter fiir Abstracte. geben,
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Unklar ist, wie nach dem Gessgten nicht anders zu erwarten,

=

die Stellung der mathematischen Intuitionisten zum Erkenntnis-

problem,

Nech W e y 1 ist die Erkenntnis des Mathematischen aprio-
rischer Natur (1927, §,52), Aber er scheint doch gegen eine Ver-
schmelzung der Mathematik und der Physik keine ernstlichen Ein-
wendungen zu haben (1925, $,31), Auch von Br ouwe r sollte
man arnehmen, dass er das Erkennen des lathematischen fiir aprio-
rigch ansieht, da er sich auf Kant beruft, Dies wiirde aber ein

Irrtumn gein, Er hilt, man glaubt es kaum

m, die Logik, die er gar

noch "auf Mathematik griinden"will, darum fiir aposteriorisch, weil
logisches Denken sich bei dem Individuum im Verkehr mit der Husse-
ren Welt entwickelt, (1925, £.2). Er verwechgelt also die Genesis
des Logischen mit der Frage nach feiner Geltung.

Diege Begriffsverwirrung scheint noch gar keinen Anstoss

%

erregt zu haben, Der Durchschnittskritiker bemerkt solche Ver-
neintliche Kleinigkeiten entweder iberhaupt nicht, oder er hilt
eg fiilr eine heilige Pflicht, den lkantel der Liebe dariber zu

dekfien, Wir werden dieses taktvollen Schweigens noch mehr kennen

1
&

lernen,

per Hauptstein des Anstosses ist fiir die Intuitionisten,

wie aug dem Gesagten hervorgeht, der Eegriff eines fertigen,

- 39 2 ah - Yo 14 e i i ¥ laerdine 11 - i
vollendeten Unendlichen, merkwurdigerwelise dlerdings nur zum Teil,

An diesear Art des Unendlichen, deren Gegenstiick der Grenz-

3

u- 11 4 - ! o ¥ Y q ¥ % -1
i3 i . nwerdende” Unendliche ist, haben such schon andere
L;_!-_el__;gng, des werden I 5

\nstose zenommen, und diese heben gich &8fter, mit einem Angchein
ALLE =} Bt -

von Recht. auf die Autoritdt yon G au s 8 berufen, A, F r a e n-
ht, auf die J

k e 1. der das genannte Bedenken nicht teilt, fihrt, wohl um die
- 3 LS




©
-
"

s vl
Bnting e

dinll B




grofe Leistung C an t o r's in's Licht zu setzen gleich auf der

ersten Seite seines Werkes iiber liengenlehre den Ausspruch an:
»ess+0."50 protestiere ich ..., gegen den Gebrauch
elner unendlichen Grite als einer vollendeten, welcher

in der liathematik niemals erlaubt ist. Das Unendliche

ist nur eine fagon de parler, indem man eigentlich won
. LA AL _
&renzenb;rlcht, denen élgighg Verhdltnisse g0 nahe

kommen 2ls man will, wihrend anderenohne Einschrinkung

zZu wachsen verstattet igt”,

Danach scheint also G a u g s von einem horror infiniti

besessen gewesen 2zu sein. und das ist wirklich die Meinung won
Fraenkel, auéiteban ist jedoch wohl nur, dags G a u 8 8
gich gegeniiber seinen Korresponfienten etwas unvorsichtig ausge-
driickt hat, Liest man die Stelle in dem Zusammenhang, in dem sie

steht, so sieht sie anders aus 4/, Es sollte eine unzulédssige

Ay

Art des Grenziibergangs abgelehnt werden. Wie konnte doch G a u 8 8

dag volBndete Undendliche verwerfen, da er es in Gestalt des

¥ontinuierlichen Wertevorrate dey unabhingigen Verdnderlichen
iiberall in seinen Voraussetzungen hatte! Es handelt sich also um
ein MiBverstiéndnis. Ausserdem darf man fragen, was fir Einwendun-

en G aus s wohl gegen die heute allgemein {ibliche Verwendung

des Unendlichean - als eines Vollendeten - im Zusammenhang

{ A @

der Theorie der LA panodtan q:rwbomq, VA tan
% e+l
- S ——
= L‘f‘g-ﬁ-d—

hitte haben kénnen?

In summa: Es ist ganz gleichgiltig, dass wir nicht sémtliche

irrationalen Zahlen oder auch nur eine einzige wirklich bilden

P.Stdeckel, Die Theorie der Paralel-
Gr 1

g 8, 1895, 5,202, 233,
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Konnen, dass wir aleo 2u den mathemstischen Kontinuen nicht so

stehen, wie etwa zu den Zahlen 1, 2, 3, Der Sinn der Analysis

wird dadurch ebenso wenig in Frage gestellt wie der Sinn der

astrophysikalischen Forschung durch die Tatsache, dass wir nicht injy

das Innere der Gest®irne einzudringen vermigen. Worauf es ankommt, W
ist lediglich, dass wir uns nicht mit blossen Fhantasiegebilden
herumschlagen, solchen, die, gleich gefliigelten Pferden, nur eine
Existenz "im @it " haben, Die Legitimitét der irrationalen
Zahlen und also auch die eines vollendeten Unendlichen und des

davon abhiingigen Kontinuumbegriffs scheint aber in ygllig einwand-

freier Weige bewiesen zu sein,

Merkwiirdig genug ist, wie Brouwer und We y 1l ihre
gegenteilige Eehauptung von der "Unsingigkeit ieger Begriffs-
bildungen zu begriinden versuchen, Namentlich hat W e y 1 in der
Beweisfihrung D ed ek i n d's einen

Circulus vitiosus

entdeckt,

Jer bei ihm diese Uberschnrift liest (1921, S.40), muss natiir-
lich erwarten, dass die beangtandete Argumentation geprift und
dass genau die Stelle nachgewiesen wird, wo der angebliche Zirkel-

gie ist, hat er indessen nicht gefiinlt. Es wird nur ein allgemei-

nes Gerede vorgebracht, von Eigenschaften, Eigenschaften won

w
Eigenschaften, allen méglichen Eigenschaften, f’. i}-_._ und X-Eigen-

schaften, lch nenne das den Lesern Sand-in-die-Augen-streuen,
=" o s L - —

usserdem findet sich gleich zu anfang dieser verworrenen

Argumentation ein arges MiBversténdnis., Die Schnitte D e d e-

A

« inds brauchen nicat simtlich "gegeben" zu gein, sondern nur

zu existieren (Wegen W e ¥ 1 8 FPolemik gegen alle Existential-
& 2 # ol —
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gsitze siehe Abschnitt XIX).

A T - ™ i “

Aber auch das ist noch nicht das Schlimmste. Es fehlt auch
+ o 3 . -
nicht an einer groben Entstellung, die allerdings erst an spiterer
Stelle (S8.468) vorkommt:

-

Die heute anerkannte Analysis ... entlehnte der An-
schauung des (!) Kontinuumg die Uberzeugung von der
"Existenz an sich" aller reellen Zahlen,

Hétte Herr W e y 1 gich die Mihe gemacht, die von ihm

kritisierten Schriften zu lesen, so wiirde er gefunden haben, dass

Dedekind gegen die ihm hiermit untergeschobens Erachludimg

ausdriicklich polemisiert, und dass bei antor, Médray
- o a (,‘L\.usdr\ ‘ﬂ-’\.\l’-"‘l‘t .
und W écers Lt ras g von iperdaums gar nicht die Rede ist.

Ausserdem hiitte W, egich in zahlreichen gpiteren Werken iiber Analy-

gsis unterrichten kiénnen (U, Dini, Peano, M, Pasegch,

B s ; ordan, E.Gouwgat A, Pringsheimn, &, Ko-
alewski, v.Mangoldt, K. Knoppl.

IJch sehe mich susser Stande zu verstehen, wie Herr F r a & n-
k @ 1, der mehrere umfangreiche Referate iber den mathematische
Intuitionismus verfasst hat (eines noch 1928 in der dritten Auf-
lage seiner Mengenlehre) einem Mathematiker, dem so etwas miglich
ist, besondere Sorgfalt nachruhmen mag. uberhaupt vermisse ich

in dem Buche F raenk e 1's , den Intuitionisten gegeniiber,
Kritik immer da, wo sie am meisten nitig 19t._ﬁuchHQarin vermag
iech ihm nicht zuzustimmen, dass er in der zweiten Hdlfte seines
Buches dag als fraglich Ainstellt und teilweise zuricknimmt, was
er in der ersten vorgetragen hat, Line golche %urgte]]un;srorm
gelbst unsichertter Urteile kann nicht als zuldssig betrachtet
werden. Immerhin wird der Anfang auch seines zweiten Teiles (§ 13
und § 14) noch zur Orientierung empfohlen werden kinnen. Uber den

o

nest gchweigt des Singers Hoflichkeit. E¥ geht uns zum Glick

%E%B$an¢eils hier nichte an.

Ganz anders als W e y 1 argumentiert Brouwer,

Hiervon wird in einem besonderen Abschnitt (XVIII) gehandelt

werden.
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XV1.

Das werdende Ko ntinuum

l1ei é ungen,

Integer vitae
Scelerisque purus
lion eget Maures
5agulis neec arcu.

Aber ist denn miglich, dass die mathematischen Intuitionis-
ten in ihrem Zerstirungsfanatismus so weit gehen, einen Grundbe-
griff wie den des natiirlichen Kontinuums ohne irgendeinen Ersatz
aug der Mathematik verbannen zu wollen?

Ganz g0 liegt die Sache in der Tat nicht.

Der Ersatabegriff fihrt den Namen Xontinuum sls Medium

freien Werdengs, Er ist nach W e y 1, der immer den Mund sehr woll

nimmt, eine Entdeckung "von der griiten erkenntnistheoretischen
Tragweite" (1921, 5,50; 1926, 5.18),

"Durch freie Wahlakte" "wird" eine Folge (natiirlicher
Zahlen, etwa der Stellen eines Dezimal- oder Dualbruchs), und dex
Inbegriff dieser Folgen, der nur als werdend betrachtet werden
darf, liefert "das" Kontinuum, in das zwar auch die einzelnen
(rationalen oder durch Gesetze definierten) reellen Zahlen hinein-
fallen, des sich aber keineswegs in eine Menge fertigseiender
reellen Zahlen aufldst (auflést?). Die Zahlen dieses Kontinuums
gind nicht, sondern sie werden (abgesehen von den rationaken),
insbesondere durch Einschachtelung einander umfassender Intervalle,
deren Breite zegen Null konvergiert, (Weyl, 1921, §,.,60; 1925
$.21, wo es sogaft heisst, dass die (allgemeinen) resllen Zahlen
solche Intervallfolgen definiert werden miiggen!)
yas gollen wir nun dazu sagen? Genau so, durch das Schachte-

lungsverfahren, hat man die irrationalen Zahlen Jja sonst schon

ITH. Weyl, Wathematigche Analyse des Raumproblems, 1923, $.47,48,
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definiert, (§. C a n tor,Heine und andere). Im prak-

tischen Rechnen hatte man dasselbe Verfahren schon lange vorher
angewendet (Zahl W1, Archimedes; angeniherte Quadratur, z.B.

G aus 8), Und hatte man nicht lénget eine Theorie des Rechnens

mit Dezimalbriichen u,s.w,, bei den die einzelnen Stellenzahlen

unbestimmt gelassen wurden?

Prozess zu reden?

Der vermeintliche Fehler der d&lteren Mathematiker bestand

lediglich darin, dass sie von Dingen sprachen, die nicht greifbar

gind, nédmlich von den Ergebnissen.ihrer Grenziibergénge. Aber sind
etwa "beliebig-grosse" rationale Zahlen greifbar, deren Begriff de#
guch BErouwer und W eyl nicht entbehren kinnen? Jo

bleibt da die Konseguenz? Und ist die Greifbarkeit, Vorstellbar-

keit ;ﬁgﬁdie menschliche Fsyche ein Existenzkriterium?

Mir scheint, dass ein vollendetes Unendliches, gegen das
sich ja diese ganze Polemik im Grunde richtet, nichts anderes ist
als eine abkiirzende Ausdrucksform fiir einen ziemlich wverwickelten
Sachverhalt, Ganz so, wie zum Beispiel eine negative Zahl auch
nichts anderes ist (Abschnitte VIII, X)), Warum gollen wir uns

solcher Redeweisen, die unzéhlige Umsténdlichkeiten ersparen,

nicht bedienen diirfen? Kommt nicht aller Fortsehritt in der Mathe-

matik dadurch zustande, dass es zuweilen gelingt, im Verwickelten
win by
wiederum ein Einfaches zu sehen, das als Ausgangspunkt mshreser

Untersuchungen dienen kann, denn aber, wenn es dazu brauchbar

bleiben soll, nicht immer wieder in seine Bestandteile zerlegt

werden darf?

Joym besteht also der von Brouwer bemerkte angeblich

ungeheure Fortschritt? Darin, dass das Rad der Zeit ruckwirts
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gedrent, &s®= glicklich Erreichtes wieder aufgegeben wird, nur
weil es zur psychologistischen Grundstimmung nicht passt. Die
Benze Mathematik soll in einen ungeheuren Psychologismus verwan-
delt werden! Eine Aufsichtsbehtrde, bestenend aus den Herren
Brouwer und W ey 1, hat dariiber zu wachen, dass Riickfélle
in den "Existentialabsolfitismus" nicht vorkommen, Ein solcher
Ruckfall liegt aber bereits in der Zulassung des Inbegriffs aller
natiurlichen Zahlen -~ dasgs dieser Inbegriff nicht vorstellbar

ist, stort den miexwakimmimimmyximmmrxmmxr Intuitionisten weiter
nicht]

Das Werden des nie vollendeten, immer mur "entstelienden"
Kontinuums aber verlduft in der Zeit, die mit der Mathematik ein
fiir-alle-mal nichts zu tun hat. WVenigstens vermag ich nicht zu
sehen, wie Psychologisten gleich Brouwer und ¥Wevwl
sich den Sachverhelt, von dem sie reden, anders denken kinnten 1}.
such hat dieser "werdende” Kontinuum eine sehr bedenkliche Ver-
wandtschaft mit der sogenannten Approximationsmathematik 2}. Der
Br o u w @ r'sche Kontinuumbegriff soll nimlich besonders "an-

schaulich" sein, Ubrigens bezweifle ich das.

1) Ahnlich Fraenkel, 1927, S5.240. fai A.Becker,
einem philogophischen Intuitionisten, tritt die angebliche Ab-
hédngigkeit der Mathematik von der Zeit noch viel deutlicher her-
vor., J _ L :

Unendliche Prozesse beanspruchen zu ihrer Vollendung eine
unendlich lenge Zeit. Aber wano und wo fingﬂn diese Zeitlaufe an?
Bei jedem einzelnen Mathematiker, der auf sie verweist?

2) ¥y g und Weyl 1921, 8,79, Fraenke 1 1927,

')sygéiokéiﬁz Tatséchlich verweist H J e 1 maf e ¥ nicht nur auf
K1e3in, sondern auch auf BErouwer und W eyl, als
Urheber von Gedanken, die den seinigen verwandt eind,
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Zu alledem kommt gchlieflich noch eine ungliickliche Termino-
logie.

Dag werdende Kontinuum ist eine contradictio in adjecto.

o lange es "wird", ist es noch kein Kontinuum, und wenn 6s gewor-

den ist, (was der Intuitionist nicht zulésst), wird es nicht mehr.

In diesem Falle gibt es allerdings einen mildernden Umstand.
Vom "werdenden Unendlichen"”, einen Ausdruck, den auch ich brauche,
weil er nun leider einmal iiblich geworden ist, gilt ja dasselbe,
Es ist zu unterscheiden zwischen Grenzlibergéingen und ihren Ergeb-
nigsen. Iet das Ergebnis die ung-eigentliche Zahl <O , s0 hat
diese immer die Bedeutung eines "fertigen" Unendlichen; wobei
auch noch das Wort fertig irreleitend ist, weil es auf das sinnlose
yerden eines Unendlichen verweist.

Nachdem wir nun gesehen haben, dase der mathematische Intu-
itionist den Begriff Kontinuum erst schroff ablehnt und dann unter
Einmigchung ungehbriger Vorstellungen (Ffahl, Zeit) und unter absur-
dem Nemen wieder einfilnrt, diirfen wir ung bei der weiteren Ee-
trachtung von W e y 1 8 Arbeit (der wvom Jahre 1921) - in der
ich nicht einen gesunden Gedanken habe finden kinnen - wohl
kiirzer fassen,

c.39. Wer W eyls Ansichl von der kliglichen Eeschaffen-
heit der heutigen Analgsig nicht teilt, dem fehlt es an ernster
und ehrlicher Besinnung, Seine Meinung gehdrt zu jeneg Art von

helb-bis areiviertel enrlichen dglbsttiuschqggﬁVErsucnenl dene
man im politischen und philosopqigchen Denken so oft bsgaunet.nl}

g.,42. Die "ganz neue Ides" des Exigstierens tritt auf. Vor-
her war nur von einem jesen(1)_diecRede, (Vgl. 5.98)

€. 46. 47, Flieiender Brei des Kontinuums, kontinuierliche
L A T——
Haumgauce.

¢ .51. Die moderne Kritik der (dlteren) Analysis miindet in
Chaog und L ginn.

5,54, Nur das niinblicken" auf das’qesen (1) fxmk Zahl
kann m?i niléemeine Urteile iiber Zahlen liefern,

Natiirlich nicht bei W ey 1, der gelegentlich nicht versiumt,
geine eigene Bnrlichkeit hervorzuheben,
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8,568 Brousw : S ;
(g pA rouwer - dag ist die Hevolution! (La pro-
ét - c'est . = T &t dile Hevo :
T;44?. c'est le voll Vgl, Netto iber Kronecker,

el ? 87. Ein Prachtstilck: Die "Behauptung", dass 1 die kleinste
au olgende Kardinalzanl igt, muss als grundlos zurlickgewiesen

Wnrﬁin. Anscheinend hat W e y 1 einen inm eigentumlichen Begriff
der"Kardinalzahl". Aber

welchen?

[=) i 4 ¥ . . -
: - 8,70, "§ir" musgen Leschieidenheit lernen. (Zs ist sicher
beschelden, wenn man in solchem Falle andere eingchliegt,)

_ . BS,73, Ein wahrhaftes Kontinuum ,,,,. kann nicht in getrennte
Sruchstucke sufgeteilt werden 1). (Kursiv gedruckt!) Las wider-
gtrebt nimlich reinem "Jes%ﬁ“. Es isk zum Beispiel nicht riehtig,
dass eine reelle Zahl < ( oder = O gder > 0O sein muse. (Vgl.,
Abschnitt XVIII). Wer unvnrnqnftl rerweise daren festhi&lt, leidet
an den "atomistischen JPhN*EHJhnhPltEn", an denen W & y 1 selbset
vorher gelitten hatte,

S,77. Gleichwohl gehtirt es zum"Wesen" des Kontinuu
eg Teile hat, und dese jeder geiner Teile si

meg, dass
h unbeg lvnbt weiter

teilen l4sst, Wie diese Ihese sich mit der vorhergehenden verei—
nigen lésst, ist Geheimnis des Herrn W e y 1, i

§$,78, In einem Kortinuum kann es nur stetige Funktionen
seben, (Auch nicht iibell) '

£,78. Indessen ict der Begriff der stetigen Mannigfalti gkeit

f“tnﬁﬂatlﬂch unfruchtbar geblieben, Was wohl B, Ri ema n1
degsen berilhmte Habilitationsgchrift gerade Herr W e y 1 erlidu-
tert hat, dazu gesagt haben wirde?

2,79 DPie B r o uw e r'eche suffagsung verbindet hichgte
intuitive Klarheit mit rrﬁihalt Wer immer gich im abstrakten
Formalismus der Wathematik noch einigen Sinn fir anschauliche
Gegebenheiten erhalten hat, auf den muss sie wirken wie eine Er-
l3sunz vom btgen Albdruck! '(Natirlich igst Herr Bro uw e ¢

an dieser ganzen plumypn Reklame unschuldig. Ich denke mir, dass
gie ihm peinlich isti) -

Jlns iset ab:xbpns léngst noch nicht alles, Hinzugefiigt seien
zunichst noch einige 1F+Taach0;tta philosophische Grinde dafir,
dass "das" Kontinuum unzerlegbar ist,. _ :

Sympofien L, B.,22, Der alte Grundsatz kommt wieder zu gei-
nem Recht, dass "sich nicht tremnen lasst, was nicht schon ge-
tremnt ist" (G a s s en d i), Mit gutenm ;lung nimlich argumentiert
Demokrtrit:; Kenn ich einen Stock zerbrechen, so war er von
Yorn herein kein Ganzes; die strengste Atomistik (1!1) ist die
unausweichliche Folge £4) s . . L .

Dass der lpqqungsapparat ohne den eine gedeihliche Produk-
tion - auch Kritik - nicht mpglich ist, bei W e ¥y 1 nicht
immer funktiomiert, durfte hiermit erwiﬁsnn sein, .

Ich frage mlbh vergeblich, wo gewisse Feurteiler ihre Augen

haben mogen.

e —

) 027 . Nach einer von mir
£ andbuch der 1h1lusoph1a 1 . I .
nzzﬁtokgitéolliﬂrtan Angabe G, Can t o r's soll diese Tollheit
von einem Scholastiker, dem heiligen Thomas von Aquino herrihren,
= 8 (=
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Fd
Wiy panss
!bﬁiilﬂﬁi gind uns zuletzt die Grundsitze des mathematischen

Intuitionisame ziemlich sus dem Blickfeld entschwundéen, Vielleicht

iet"Intuitionismus" nur eine Flagge, unter der alles hidgliche
dahinsegelt, das bei den einzelpen Intuitionsten durch Fersonal-
union verbunden ist, Eine Grerzlinie ziehen zu wollen, ist jedoch

gefahrlich, Das Urteil dariber, wie ein "gereinigter” Intuitionis-

auesehen mag, dsrf verschot¢ben werden, bis er vorhanden sein

Suche ich nach einer Zhnlichen Mentalitdt wie der, die wir
goeben kennen gelernt haben, so féllt mir zunichst Wilhelm der

Zweite ein, In der Tat kénnte men W e y 1 ales eine Ubersetzung

Wilhelme in's Msthematisch¢-Philogophische betrachten, wenn sein

¥
VerhBltnis zu B ru u w e r nicht wire. Darum scheint mir eine

Vergleichung mit Mahomet besser zu sein, iirklich ist der Inuitio-
nismus, der mathematische wie der sonstige, aine Art von Religionm.

peide sind von einer #hnlichen Zerstirungswut besessen, wie die

Heligion der Mohamelaner.

fie W, als Gesetzzeber auftritt und seine Leser durch De-
drohung mit Personalinvektiven einzuschilchtern sucht, haben wir

i &4 4

regehen, Liner seiner Erlasse betrifit ie Definition der Mathema-
tik: Sie "igt" die Lehre vom Unendlichen. Hiervon iset schon die

3 3 P 1 o f }
Rede gewesen (S.0.).

z 3 4 s . ~ e 4 +anrBEAie
“ir MEngel dieser Art werden wir durch Foesie entschidigt.
Fiir liinge

B\J-I-ll - - d o ,E ; ’ : A
So wird &gz, ndmlich Brouwuwer , im Sy gion mit den Worten
einzefilhrt: "Die EBisdecke war in Schollen zerborgten, und jetzt
ringe zu"Din
ward das Element des Fliessenden bald vollends lierr iiber das

: Lol ol e it istigo Vathemati
Feste"; wie es sich denn in der intuitionistischen Mathematik

wirklich werhdlt.
wirkli Gl

4 o ~h at . £ ) B A gy = <
geiterhin orekelt unser Prophet, #xu3d's Analysis(?) spreche

den Gehalt der mathematischen "Urintuistion" rein aus und sei

e

von riitselloser Klarheit durchleuchtet! Wieder kommt gich ein
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ungliicklicher Leser dumm vor, Denn es kinnte geschehen, dass ihm,
beispielsweise, schon die Definition des Grundbegriffs (!) der

Brouwe r'schen"Anglysis" (nimlich der "intuitionistischen

Mengenlehre" nicht eingeht."Eine Menge ist ein Gesetz, auf Grund
dessen, wenn immer wieder (aus der Folge der Nummern 1,2,3,4,5,...)0
eine willkurliche Nummer gewihlt wird, jede dieser Wahlen entweder
Yl odir gl Bt el aeans, daa Tairesse

eine bestimmte Zshlenreihe (nummernreiﬁz?ffglr auf einander fol-
genden Wahlen)erzeugt, oder aber die Hemmung (?) des Prozesses
mitsamt der definitiven Vernichtung seines Resultates (?!) herbei-
filhrt, wobei fiir jedes n>1 nach jeder unbenndigtgﬂd{?!} ungehemm-—
ten (7) Folge von n - 1 Wahlen, wenigstens eine Nummer angegeben
werden kann, die, wenn sie als n®® Nummer gewidhlt wird, nicht die
Hemmung des Prozesses herbeifiiart”, (Math, Annalem, Bd4.93, 1925,
S.244.)

Alles, was ich hiervon zu begreifen vermag, ist, dass"ein
sack Kartoffeln", da er bestimmt kein Gesetz ist, nach B r o u-
wer xeine "Menge" von Karteffeln sein kann,

Frither (1921, $.70) konnte man noch lesen, dase W e ¥y 1
mit vielen der Aussagen E r o u w @ r's keinen Sinn zu verbinden
wusste. Aber jetzt ist kein Ausdruck stark genug, um die Klarheit
dieses Mathematikers geniigend zu preisen,

Dag Dekretieren von Werturteilen wiirde jedenfalls besser
unterblieben sein. Ausserdem wird Herr W e y 1 gut tun, sich
- wo miglich - etwas von der Bescheidenheit anzueignen, die er
snderwirts vermisst hat, und die Herr H i 1l ber t unglaubli-

cherweige in den Lebengiuferungen des Intuitionismug gefunden

haben will,
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Eis hierher haben wir es lediglich mit den mathematischen
"Intuitionisten" zu tun gehabt, Die noch weiter an ihren Meinungen
uu fibende Kritik trifft indessen auch eine &ltere Lehre, die schon
&gg:¥§31nﬂ Betrachtung verdient, weil sie, wenn auch ebenfalls

unhaltbar, doeh immerhin einen gesunden Kern hat,

Die Ansichten K ronec ker's esind hauptsidchlich durch
private litteilungen verbreitet wordem, vielleicht auch durch
geine Vorlesungen, woriiber ich nicht unterrichtet bin. Offentlich
hat sich Kr,., nimlich sehr zuriickhaltend gedussert. Nach einer
brieflichen Mitteilung von Herrm P a s ¢ h gehen die zu bespre-
chenden Ansichten schon auf das Jahr 1865 zurlek. (Entscheidungs-
problem, sikhe Abschnitt AVIII).

Netirlich kénnen hier und da auch Missverstindnisse unter-
gelaufen sein l), Es ist ausserdem anzunehmen, dass sich K r o-

necker's Gesamtansicht der Mathematik allmiflig entwickelt
und schlieflich sehr verschidrft hat, Seine Schiller Ne t t o,
io0olk undi Hens el, denen wir Berichte verdanken, waren

hicht geine Schiiler in leizter Zelt.

Kr.. der sich einst des hichsten Ansehens erfreute, wird
gegenwirtlig gerdde von einigen derer geringschétzig behandelt,

die inm wissenschaftlich am nichsten stehen,
Die mathematischen Intuitionisten erwidhnen ihn als einen
ihrer Voriaufrer, womit er abgetan isl.

A, Fraenke

1, der den Intuitionisten gegeniiber einen

gewisgen Skeplizismus an den
hauptet iiberdies, Kr. habe i
gefihlsmifig vorgetragen (7)
NachD.Hilbert
ihm und seiner S

e
dais

Tag legt, verfihrt ebemso, Er be-
ntuitionistische (?) Gedanken mehr

igt Kr., der klassische Verboksdikta-
iber die ganze Zahl weiter

tor.,

nachzudenken, : :
aweite aber ist ganz unrichtig.

lagen

lag

chule fern£

pDag ergte enthidlt ein gutes Stlick Wehrheit, das

A
Y

Pasch hat in der Diskussion Uber die Grund-

Nur ; & dFL
'g mit wirklicher Anerkennung gedacht,

der Mathematik KEr.

1)

Zum B
Vorle
gegeaen
richt

i ani inden sich in dem von E, N e t t o herausgegebenen
:t;g;;lugggdbﬁstimmtu Integrale (1894} Ausserungen, die sich
cCantor's Untersuchung ilber trl:gnoﬂetrlschg Re%hen
en. Wenn asuch darin eine Ansicht EKr.'s im Ganzen richtig
TRt e so ist doch schwer zu glauben, dass Kr. das

wiedergegeben isgt
wirklighugesa t naben sollte
zu lesen stehtl.

, wag dort auf Seite 95, Zeile 3-5
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KEKroneecker geht mit den Realisten im Anfang zusammen.

Ein sehr bekannter Ausspruch wvon ihm lautet:

Lie ganzen Zahlea hat der liebe Gott gemacht, Alles

ubrige ist Mengchenwerk,

Und er hat beiféllig J ac o b i's Wort zitiert:
Jag Du im Kosmos erschaust
ist nur des Géttlichen Abglanz,
In der Olympier Schaar
thronet die ewige Zahl,

Hier wird also die Unabhdngigkeit der natiirlichen Zahlen

(denn diese sind gemeint) vom menschlichen Denken augdriicklich

anerkannt, und ebenso der Ewigkeitswert der lMathematik,

Aber alsbald verschreibt Kr., seine Seele dem Psychologismus,

Weil der menschliche Geigt (der fast ganz an die Gliederung

irgendeiner Sprache gebunden zu sein scheint) sich nur zu begtimm-
ten Denkschritten und nur zu einer endlichen Zanl von solchen
bewegen kann, wollte Kroneck e r (in seiner letzten Zeit)
als in der Mathematik zuldssig (sinnvoll) nur das anerkennen, was
von geinem Ausgangspunkt her durch eins endliche Zahl won "Sehrit-
ten" zu erreichen war, Ale solche Schritte aber hat er nur "die

vier Speziem" des elementaren Hechneng gelten lassen. Nicht, zum

Beispiel, die Auswertung bestimmter Integrale, iiber die er selbst
Vorlesungen gehalten hatte, Was dann von der Mathematik Ubrig
bleibt, ist nur die von Gaues und Eronecker
sogenannte allgemeine Arithmatik, die susser der elementaren
7ahlentheorie noch Teile der Algebra umfaset,

Man hat diese Lehre, die die Mathematik noch mehr einzu-
engen sucht als die Intuitionisten es wollen, als Finitismus

bezeichnet. Diesen Namen verdient sie,
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Um mich ohne Umschweife ausériicken zu konnen, bedieneam ich

mich nunmenr einer Fiktion, Ein "Wesen p " soll alle Fahigkeiten

ausser der, zufolge schlechten Ge-

menschlichen Denkeng haben
L ]

déchtnisses oder aus anderen Ursachen Pehler zu machen, dafiir aber

LIS RS54 8

s0ll es mit unbegrenzter Lebensdauer und unermeselicher Geduld
pusgestattet gein 1), Aueh wollen wir snnehmen, dess die Gefillig-
keit dieses Fabelwesens ebenfalls unermesslich ist, und dass es
x-mal 80 schnell rechnet sls der beete mencchliche Hechner
x eine beliebig grosse aber endliche Zahl igt - damit wir némlich
niecht wegsterben, ehe unser Wesen p eine ihm etwa aufgehalste
Rechnung ausgefiihrt haben wird,

Dass es ohne eine solche Fiktion nicht abgehen kann, wenn
iathematik als Wissenschiaft betrieben und 1=}t auf einem allzu-
engen FProblemkreis eingeschriinkt :eriwd goll, ist leicht zu sehen,
jenn der Mathematiker hehauptet, dieses oder jemes liele sich
ausfinhren, es aber nicht wirklieh ausfihrt, 50 appeliert er fast
immer an die Geduld des Wesens p. Wo er notgedrungen darauf ver-

chten muse, gewisgse Zahlen oder Funktionen =0 z.,B. Invewanten
explidite zu bestimmen und sich mit der bescheidenen Angabe be-
niigt, sie seien in endlicher Zahl vorhanden, da iberléisst er das,
ﬁux~uP es“fh einfacheren Fillen ankam und wovon gat nicht zu reden
ihm in verwickelteren misslich scheint, dem Wesen p.
Man kfnnte auch noch mehr sclche Wesen erv'nnpn, z,B. einen
iag die einfachsten Grenziiberginge, insbesondere alle Diffe-
rnntlaiieﬂpn augfiihren kinnte, ein anderes pp, dag auch noch
alle km&ur“ttrEn zu bewiltigen wiisste, u.s.w. - j® nachdem, was
man gersde als "augfiihrbar" hxn"tallpw will., Ich komme indesgen
mit dem einen Wesen D aus

Jedenfslls muss man f;ﬂh devor hiiten rnlehe Fabelwesen zur
Vertuschung von Schwierigkeiten zu benutzen, Gar nicht selten
haben Mathematiker sich selbst oder andere Plt derartigen Wesen
verwechgelt, of't gind Probleme i-,il.."pr].l’"ll"t' .LLIJ BE tp"l]‘t NOI'GBH‘
zu deren Losung kaum ein Anfang vorlag. An “tpllp der Lisung
sollte der Nachweis inrer"Méglichkelt" - MO iglichkeit fiir das

- ¥

iegen p = ganugﬂnl

Fiktionen &hnlicher Art brauchen Eyrigans auch andere

Jigsenscheften. Z.B., steckt hinter den "Gedankenexperimenten"
deg Physikers ein solches wesexn.

C—

1)

TJieser sehr zweckmiSigen Erfindung hat sich vor mir Herr P a 8 ¢ h
bedient, von dem gie auch herzu;unren gscheint, Hur der Name

stammt yon mir, Etwas gana “n11§hes kommt iibrigens auch bei
Poinecaré vVor {»"rﬂle res Pensées, "'14°J'
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Weg das Wesen p nicht wiirde erkennen ktmnen, wie etwa die
Gesamtheit der Stellen im Dezimalbruch fiir 4%, wird als nicht

zulésgsig, als im Sinne der finitistischen Mathematik nicht exis-

tierend hingestellt.

ma

Was nitzt uns Ihre schiéne Untersuchung iiber die
Zahl Q? Wozu das Nachdenken iiber solche Frobleme,
wenn es doch gar keine irrationalen Zahlen gibt?"
Kusserung K ronecker's gegeniber F, Lin -

demannl),

Uberhaupt sollten nur entscheidungsdefinite Begriffe zuge-

lassen werden 2), Dag heisst, man wiirde von jeder Definition ver-
langen miissen, dass sie ein Kriterium liefert, demzufolge "man"
entscheiden kénnte, ob irgend ein Ding unter sie fidllt oder nicht,

"Man" ist eine Fiktion, nichts anderes als das Wesen p.

Dieses kinnte, wenn es existierte, jede endliche Zanhl von Additio-
nen u.g.w. susfilhren, So diirfen der allgemeine Legriff einer

das
algebraischen Zahl und der transzendenten Zahl schon darum nicht
zugelassen werden, weil es kein Kriterium gibt und geben kann,
demzufolge (zum Beispiel) immer dariiber entschieden werden "kann",

e R e

ob ein auf irgend eine Art'gebildeter Ausdruck algebraisch oder

transzendent ist. Dieses Kriterium miisste nimlich, nach der

(S ]

L—

ciehe H, Po inoc aré, 1914 5.252.

In der %ranzﬁsischen Enzyilop&eﬁ1e (1;8, $.161) behauptet'ﬂ_
¥o1lk im Gegensalis hierzu, Kr. habe nur den allgemeinen Begriff
der irrationalen Zahl ablehnen wollen, Dieselbe Ansicht, die
offenbar aus &lterer Zeit gtammt, liegt auch dem Dericht von

N et to zugrunde,
Dieser Terminus riilhrt nicht von K ronec k e r her, sondern,
wie es scheint, von @. Bec k e r, (B. selbst gibt an, er rilhre
voﬂ BErou w,e r und W e y 1 her, An der von ihm zitierten

o 3 3 3
Stelle kommt er jedoch nicht vor.)
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finitistischen Grundansicht, in einer nachweisbar endlichen Zahl

von Additionen u.d.w. bestehen, ach Kronec k e r "gibt es"”
gogar Uberhaupt keine Zahlen ausger den rationalen, die allein
"konstruierbar" sind,

Jbrigens wirde ja auch das Wesen p nicht alle rationalen,
und nicht einmal alle natiirlichen Zahlen angeben kénnen,

Algebraisch heisst eine Zshl der herkbmmlichen Mathematik,
wenn sie einer Gleichung der Form & '

xi + af xOR 4 vese ¥ 8p = (
genigt, in der aj ... ap rationale Zahlen sind, transzendent
heisst jede andere Zahl. Sollte es im Sinne K ronecker's
ein Kriterium fiir die algebraischen Zahlen geben, so miigsste es
gerade die genannte Form haben. Da aber die Zahlen aj ... 8f
beliebig grosse Werte haben kbénnen, so kanr es ein solches "fini-
tistisches"Kriterium nicht geben, Die Frage dmnach ist widersinnig.
In den gesammelten Werken von H, Mi nk o ws ki ist
eine interessante nbnwnuiuub aus dem Jahre 1911 abgedruckt, die
iberschrieben ist: Ein Kriterium fiir die algebraischen : h;nlﬂn.
Es besteht darin, dass’gewisser Prozess, bei dem nur aie elemanta-
ren T&chnun;sogera+1onhd beniitzt werden, nach einer endlichen Zahl
von Sehritten abbrichnt. Da es auch fir diese Zahl keine GrenzeN
gibt, so ist die genannte Bedingung kein Kriterium im Sinne K r o-
neocke r's dags es eben iiberhaupt nicht gibt,
Aus dem gleichen Grunde kamnn vom finitistiechen Standpunkt
aus auch schon des Kriterium fiir quadratische Irrationalitiaten
nicht anerksnnt werdem, dss in ihrer Darstellbarkeit durch Ketten-
briuche mit periodischer Endung bestentl,

¥urz, die klasgische sathematik, mit ihren unendlichen

Summationen und anderen Grenzibergéngen soll duren eine finitisti-

sche Wathematik ersetzt werden, ¥as nicht "konstruiert" werden

kann (von dem Wesen p !) wird rundweg abgelehnt.

pags auf Grund dieser Einschrinkung gerade die wichtigsten

Eestandteile der heutigen Mathematik iiber Bord gehen miissen, ist

klar: Nieht einmal die Gleichung

Dk AL
Lyd+oat

hat einen Sinn, und awar hat sie ihn darum nicht, weil ihre linke
1 zine

Seite gar nicht nexictiert”.
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An dieser Stelle erhebt sich nun ein erster Einwand gegen
Plumidiatdest - .
die finitistische Mathematik. Die engefiihrte Gleichung ist Jje

nur eine Abkiirzung fiir die andere

Limnn .1
T 00| ¢ +

.‘".llr-‘

e S— %ﬂ} -1 = 0,

die selbst wieder eine aokiirzende Schreibart dafir ist, dass die

Differenz

i+%t+... __1

x 2

"‘3}" ]

(von dem Wesen p ) beliebig klein gemacht werden kann, dadurech,
dass n hinreichend grose gewilhlt wird. Zuvor schon Gesagtes gilt
auch hier: Warum in aller Welt sollen Abkiirzungeny wenn sie de-
gquem sind, nééht benutzt werden diirfen?

Ferner ist zu bemerken:

In der finitistischen Mathematik wird awischen Schlieseen
und Begriffebildung nicht unterschieden,

Dacg wir uns nur in einer endlichemn Zahl won Denkschritten

(Denkakten) vorwirts bewegen kinnen, ist gewise, Weeentliche Unter-§

schiede aber diirfen nicht verwischt werden.
Wihrend wir, und ebensc dag Wesen p, des Unendlichen nicht

-

durch Auszihlung habhaft werden kinnen, gelingt das sehr wohl auf

dem Wege der Definition,

Bilden wir den Begriff Gessmtheit der natiirlichen Zuhlen,

oder den-Eegriff Unendlicher Dezimalbruch, oder endlich den Degriff

Natiirliches _Kontinuum (oder z.B. _auch den Eegriff Bectimmtes Inte-

gral), so heben wir in jedem Falle nur sinen einaigen Denkakt

auszufilhren 1) (Annlich liegt die Sache bareits bei der vollstindi-

ar f,JLs_.;euu man will, auch awei Denkakte ziéhlen, Eigentlich

BLALL S et ) n % - +

sollte es heissen: ﬂﬁt“°“11"3°91 mir uns : aur Betrachtung, u.s.W.,

und geben wir dem Kind einen Namen! Z.B8. ist Naturliches -ontlnuum
& o«J ll

8ir Eolnhpr Name fur den Inbeﬂrlff der rationalen und irrationalen
: 1
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gen Induktion),

¥ as - - 'ry\n-_ » - Tl [ -
288 W1Tr 1mmer nur gunz sgpeziel

b

Iezimal briiche deutlich

beschreiben, nur von einzelnen ein Bildungsgesetz angeben und

a1 = = s
auch solehe nicht ausrechmnen kémnen, tut nichts zur Sache. Be-

griffsbildung ist etwae enderes alg Konstruktion, Die Physiker

asarhai 2 1 : ! " .

arbeiten mit einer Menge wvon Begriffen, denen nach ihrer Annahme
nicht einmal etwas Realles entapricht (Massenpunkte, Kreisprozesse,
, absoluter Nullpunkt der Temperatur, u.s.

- X P— o o . : - . "
w.), und sies tun ep mit griftem Erfolg uch die Mathema
' grolf olg, Auch die ] 1ematik

—  avry 1 1 1 £ e [ -
brauchen gich keine Scheuklapnen anlegen zu lasgsen,
e e e et ettt el e it il et TLTL s

Es ist fermer nicht einzusehen, warum in einem Falle wie

dem vorliegenden das, was von der Mathematik verlangt wird, nicht

Lyatybn :
von allem nrﬂ,1}+31ag_Lﬂn§qg_vipkgqgk werden sollte 1)

Begriffe wie Fester Kirper, Flissigkeit, Oasj Ruhe, Bewepgung,

igche Formation,

Gebirge, See Atmogphire, Wolke; Thier,
Organ, Familie, Gattung Art; Staat, Religion, Kunst,
/issenschaft; iaitlichjihnlich, einfach,verwickelt; normal, ge-
sund, krank; und noch viele andere, eind nicht nur nicht entschei-

dungsdefinit, sondern nicht einmel scharf abgrenzbar. Also weg

demit! Wag bleibt denn moch won Wissenscheft iibrig? Und auch di€
Begriffe Entscheidungsdefinit und Nicht-Ent gcheid definit

s i e . — e S i ——
Zehlen, deren Dagein vorher erkannt sein muss, Diesen Inbegriff,
%h:LPr Exigtenz somit bereits ge ecichert ist, zu tp\kuc;$pn er—
fordert einen Entschluss, ?FJ dlns?r, EuB&ﬂJFﬂ mit der uarnneptun
igt der im Texte gemeinte Lenkakt

nur Butscheidungddefinite Deg: iffe Sinn haben,

1) Die Behsuptung, das : :
r : T k e r her, wenn er auch den Terminus
]

'y

rilhrt von Kron i .

gelbst nicht gebraucht aat. - e . :
3 "ff lezplp1 ines nicht entscheidungesdefiniten Begriffs,

er gleichwohl véllig pegtimmt und netlirlich auch wissenschaftlich
D

erwertbar ist, sei - "§?1‘nacp BEolzeno - die ienge
der Exrde vorhenden igt,

on Geld "nbufunr die aul

Ll (2! i o l}"'
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&
sind nicht gntscheidungsdefinit, ¥ie kann man nur einen solchen

ud P
pegriff verbieten wollen und zu ebendiesem Verbot einen von vesi

IJ-G

ihnen benutzen?! 1)
‘ruch die 1 Sat T : ; e i i
Auchi die bluhende Rek Rhetorik, mit der Herr W e y 1 sein

inathema von allerlei Begriffsbildungen umkleidet hat, kann nichts

daran &ndern, dase unzéhlige der verdammten Begriffe in Ubung sind

und mit vollkommener Sicherheit gehandhabt werden, Mit solcher

Sicherheit werden sie gebraucht in allen Wigsenschaften, und ins-

besondere im Rehmen der klassischen Analysis.

Streichen wir aue K ronec k e r's Lehre die Neg &tion,
so erhalten wir ein vollig verschiedenes und in der Hauptsache
auch erfreuliches Bild, Freilich, die Hoffnung, die M athematik
werde dereinst alle ihre Behauptungen (unvermittelt) in der Form
von Lehrgitzen iiber natiirliche Zahlen darstellen, wird si crﬁr
nicht in Erfiillung gehen, Aber in engerem Kreise ldset sich ein
solcher Gedanke ausfiloiren, und ihm hat Kron e c k e r ‘einen
grofen Teil seiner Lebensarbplf gewidmet, Ist auch vieles davon
g0 verwickelt und schwierig, dass ein ”H&t*ﬂ'wtlfﬂhez Herkules"
dazu nétig war, um es hervorzubringen und immer noch ein kleiner
Herkules nbtig ist, um alles zu verstehen, so0 behdlt es doch, wie
ich trota ungpnu*ﬁndpr Bekanntschaft damit iiberzeugt bin, einen
dauernden Wert, der unabhlingig ist von der Art von Erkenntnisg-
theorie, mit der wir uns hier beschiéftigen, :

leg eine eharakteristische unc wichtige Enzelheit sei
Kronecker's Methode zur Bestimmung der irredimziblen Tei-
leg-einer ganzen rationalen Funkt ion von mehreren Verénderlichen
erwahnt, AriymlECﬂ brauchbar ist sie allerdinge nicht. Das Wesen
p ist eben, wie gesagt, nicht zu entbehren,

-+
-:":

4

per Leser, der sich unterrichten will, sei auf das Vorwort
2 den schonen Vorlesungen Kronecke r's iiber Zshlentheo-
rie verwiesen, die K, H e n 8 @ 1 hersusgegeben hat, sowie auf
1:!...!-@ . : e uf di N e
seime Schriften, die meines Wissens in dem neueren a die Grund-

lacen der Maothemestik beziiglichen Literatur niemals genannt worden

gind; Den im Literaturverzeichnis angegebenen Aufsatz von E,

¥ o t t o und einen anderen von H. B. F i n e, An Unpublished

—— e = =

1) ZEhnlich onPriPrt ¥ e y1 mit einem Begriff umfangsdefinit.

jehe dariiber 0, B e ¢ k e I, 1923, S.412, der aber die Einfilhrung
apq“ egriffs pntnchpldungsdpfinlt mit dem "Prinzip des transzen-
- I-'

dﬂntﬂlnn ldealismus" m motiviert.
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of the American Mathematicel Soeciety, Bd .20, 1914,

'y &Enlemily
N ~ - e . "
NetTo hat Kronecker's Ideen im Zusammenhang

Adn

dargestellt, so weit gie ihm bekennt waren, In der zweiten Schrift
handelt es sich um einen "konstruktiven" Ersatz des Fundamental-
satzes deq” Algebra, ein Thema, das auch in dem ersten Aufsatz
besprochen wird. K ron e ¢ k e r's Ausfilhrung ist sehr viel
grindlicher als das, was spidter gndere, z,.B, W e y 1, dariiber ge-

gchrieben haben,

Kronecker's Abhandlungen findet man im Jourmal fiir
Mathematik,

Unterscheiden wir jetzt vom Finitismusg, der unberechtigte
Kritik ist, di e konstruktive Mathematilk,

so ktnnen wir wohl sagen, dass diese letzte den Kern aller

Mathematik bildet, insofern alles andere sich genz von selbet

darum gruppiert, Kronec k e r's eigene susfiihrungen bilden

dasam einern bemerkenswerten Teil, Zur konstruktiven Mathematik

m

gehtrt, ausser der elementaren Zahlentheorie, ein grolfer Tell der
Algebra, insbesondere der IMHW%T.i.E'OFiE, der Lehre wvon den
hsheren komplexen Zahlen, und anderes mehr, wie die im Abschnitt

X111 besprochenen linearen Konstruktionen.

'n dem zitierten Aufsatz von N e t t o wird die Bedeutung der

Forschungsrichtung Kronec k e r's , die hauptséichlich, im

& L Y . | cminh manh$ mi 1
:j.]'lfl‘.’ der '_',."j'.]w.:‘-_tlaf%r:'-rl"‘- von h%ﬁi& nZen Gebraunch mach Ly mit Recht
hervorzehoben ;Hpr’ wie mir scheint, auch lbertrieben, Wenn
nervorgeal St ]

gschon die negativen ganzen zahlen durch Kongruesnzen nach dem
3y nega

1 unpd die G & u g8 g'schien Zahlen, wie bei C a u ¢ hy

™

Modul x +

durch Kongruenzen nach dem Modul x< + 1 ersetzt werden sollen,

g0 ist des dfnn doch ein zu gchwerfédlliger Apparat, als dass er
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zu allgemeiner Verwendung empfohlen werden kinnte, Filr die Theorie
der analytischen Funktionen und der konformen Abbildung ist er

iberhaupt nicht zu gebrauchen,
XVIII.

—_ -
— e — . ——— e e—————

T3 e " 1 ¥ .
Die mengentheoretischen Faradoxien.

-

Gegen das im Haupttexte des vorigen Abschnittes zuletzt
Bemerkte wird ein Einwand geltend gemacht, undé zwar nicht nur von
den mathematischen Intuitionisten;

Da _ist doch die Mengenlehre, in der sich

flagranteiiderspriche - sogenannte Faradoxien

oder Antinomien -~ gezeigt haben!

Dag ist fir mich besonders schlimm, nachdem Herr W e y 1,
unter vielen Namenlosen auch mir ein Viertel bis zur HAlfte des
iblichen Maasses von Bhrlichkeit abgesprochen hat(!). Aber viel-
leieht ldsst sich doch so etwas wie eine Erwiderung versuchen,

Ich gehe auf die iMengenlehre G, C a n t o r's, nur so weit
ein, als es mir fiir mein Thema, d4R Abwehr gmgmm der gegen die
heutige Analysis gerichteten Angriffe, dienlich zu sein scheint,
ins unter den "Paradoxien" zu verstehen ist, ist allgemein be-
kannt . Siehe etwa § 13 der Liengenlehre von A, Fraenk el .

1 -

Lin fehlerhafter Analogieschluss,

gs konnte gesagt werdem - und ich sage es tatsichlich:

Ihr, die Ihr versichert, dass die Widerspriiche, die sich in der

Mengenlehre gezeigt haben sollen, ihren Sehatten auf die Anelysis

werfen, zieht eine parallele zwischen den trensfiniten Zahlen

Cantor's und jenen anderen und gebriduchlicheren, von denen

bis jetzt sllein die Rede war, Beide Arten von

in diesem Buche

"Zghlen" bilden unendliche Mengen, sie sind aber sonst sehr ver-

sohieden, Anelogien gind triigerisch. Also habt Ihr die Verpflich-
- o b T3 g Falais =]
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tung, die Widerspriche nachzuweisen, deren Dasein schon in den
gewbhnlichen Zahlbegriffen inr behauptet, Diecen Nachweis habt
ihr nicht gefiihrt, Es ist unerlaubt, einen Angeklagten auf einen

blossen Verdacht hin zu verurteilen!
Und wie steht es denn um die angeblichen Widerspriiche in der
Mengenlehre selbst? Hat man diese, die Lehre C an t o r'r

o

richtig aufgefasst? War wirklich kein Mifvergtindnis méglich, oder

¥

kinnte es nicht vielleicht sein, dass man, #afolge oberfléichlicher
Urteilsbildung, an Stelle einer einwandfreien Definition einen
#echeelbalz untergeschoben hat?

it

=

Dieges ist nun tatséchlich meine Meinung, und ich stehe
ihr wenigstens nicht gans allein: Das, was ich fiir richtig halte,
ist schon im Jahre 1908, in einer Arbeit, die man gpiterhin villig
ignoriert hat, von A. Echoenf 1l ieg ausgesprochen wordenlz

Sehen wir mizmxmmm uns slso C e n t o r's Mengendefinition
noch einmal anl!

-
~ s

Die Kengendefinition.

3. Cantor's endgilltige Ungrenzung des Begriffs Menge
-~ vom Jahre 1895 - ist offenbar das Ergebnis einer reiflichen
und gehr sorgfiltigen Uberlegung. Sie lautet:

Eine Menge ist eine Zusammen fas-

[E=1

ung bestimmter wO hlunterschiedener
E =
Ob3iekte (unserer Angchaunuung und unese e

Denkens)- welche die Elemente

H
@
/]

der Menge genani t werden,

pies ist, wie mir gcheint, nicht eine Erklédrung von
& = ?

idem per idenm, als die.man sie schon hingestellt hat,

sondern eine wirkliche pefinition, und zwar nicht eine formale,

1) Im Eb,d.ﬁ.m.V., pd .15, 5.22,

o
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gondern eine inhaltliche., Es wird nieht von irgendeiner Zusammen-
fassung geredet, sondern die zusammengefassten Gegenstinde (Objek-
te) sollen bestimmt und wohlunterschieden sein, Das letzte trifft
2,B. nicht zu fir unsere Farben- und Tonempfindungen, auch nicht
fur Vorstellungen réumlicher Dinge und noch fiir manches andere,
dewisse zliemlich nebelhafte Begriffsbildungen, die men, sehr zu
Unrecht, der liengenlehre zur Last gelegt hat, wie "die ienge"
aller Dinge und "die Menge" aller Begriffe, werden dadurch, als
zur mathematischen Bearbeitung ungeeignet, von vornherein ausge-
schlossen, ebenso zmeh z,B, auch die Gesamtheit aller (bekannten
cder bekannten und unbekannten, aber richtigen) methematischen
Lehrgitze,

Es kann sein, dass Gegenstiénde sicher verschieden sind,
dess aber wir sgie nicht oder nicht sicher oder nicht immer unter-
gcheiden kbnnen, wie z.B, Billardbille oder eineiige Zwillinge.
Psg von C e ntor gwihlte Wort Element stammt aus der Chemie.
Yerden nur chemische Unterschiede beachtet, so bilden die Llemente
der #lteren Chemie eine endliche Menge, deren Elemente wiederum

o s .
Mengen (lsotopen) sind, Ee sind aber noch nicht alle Elemente
und noch weniger alle Isotopen bekennt, und schon manche Llemente
sind sehr schwer zu tremnen, Dase die zusammengefagsten Gegenstén-
de bestimmt sein sollen, heisst aleo nicht, daess sie sozusagen

uf den Tisch dee Hauses gelegt und "uberblicki" werden kinnen,

w

yir wissen micht, ob @ eine rationale ZakX oder irrationale Zahl
o b Ak Tesriff The und 1 ] =
ist, Das hindert aber nicht, die Degriffe raticonale und irrationa
le Zehl. und asuch die zugehtrigen Mengen, mit vollkommener Sicher-
s & ] <

. ot wo. cegen die tronomi daasg
heit anzuwendeny Was besagl es wohl gegen die Astronomie, dess

(L

der Astronom nicht alle seilne Objekte ™iberblicken

T

kann?

pas in der Mengendefinition vorkommende Wort Z u s a mm en-
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fassung wird nicht erklirt und kenn such micht erklirt
werden, s ist ein primitiver Begriff, der nicht mehr auf einfache- |
re DBegriffe zurlickgefiihrt werden kann, ebenso wie Zuordnung und

Vertauschung, Worte, die ein jeder versteht und iiber die philoso-

phische Betrachtungen anzustellen slso mifiz ist., Be ist indessen
ein Midversténdnis mbglich, das vor allen Dingen abzuschneiden
ist, Es handelt sich um den psychischen und also in der Zeit und
in einzelnen Individuen verlaufenden Akt eines Zusammenfassens.

Es kommt wielleicht mehr auf das, einerlei wie, Zusammengefasste
an, Worte wie G esamtheit, Inbegriff wirden
angemessener gewesen sein, Can t o r hatte wohl an die Moglich-
keit, dase sein Mengenbegriff peychologisiert werden kiénnte, gar

nicht gedacht, Ihm waren ja die natiirlichen Zahlen, von denen er

pugging, edm Ding an sich

., 2in Vorhandenss und zu Er-
forschendes, wie Gegenstiinde der Natur, nicht, wie bei D

kind und anderen, an menschliches Denken gebunden, nicht

Produkte sogenannter Schipfungsekte, wie Dichtungen und Werke der

bildenden Kunst, aus denen nicht mehr herausg3auholen ist als was

vorher hineingesteckt worden war.
Uberhaupt hat die Mathematik, wie wir schon gesehen haben,
mit Peychologie nicht das Geringste zu tun.
sugenblicklich freilich scheint die entgegengesetzte lieinung
nieht nur die Oberhand gewonnen zu haben, sondern auch wvon ihren
Vertretern als selbstverstindlich angesehen zu werden, genz als
ob die genannten hochverdienten Forscher nie gelebt hiétten, Einige
bilden sich ja gar ein, die Mathematik, oder was sie so nennen,
aus dem Nichts - buchstidblich a u s dem Niehtosgl -

ergchaffen zu kinnen (5,00). Eine objektive, slso nicht anthropo-

lozigehe Auffassung der Mathematik wird nicht einmal diskutiert,
1018002 A 3
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Mit dem Schlagwort Existenzislsbsolutismug und einigen philosophi-
schen Dekreten ist alles erledigt,

Jede einzelne Menge ist weiter nichts als die Gesamtheit
ihrer Elemente, Jerden mehrere Liengen zugleich betrachtet, so tritt
Jjede den iibrigen alg ein Ganzes gegeniiber, Dag schlielt nicht aus,
dass Elemente der einen Menge auch anderen sngehéren, (Durchschnit-}
te, Teilmengen - Vereinigungsmenge)

Die Mengendefinition wird gegenstandslos, wenn es gich nur
um ein einziges Ding handelt, Sinngemif wird auch dieser Fall
noch unter den Mengenbegriff einbezogen,

AuBerdem hat man behufs Vereinfachung von Ausdrucksformen
noch eine weitere "Wenge" eingefiinrt, die Nullmenge heift und eine
grammatikalische Fiktion ist wie das Nichte.

Diese beiden Arten sogenannter Mengen, die an sich eine sehr
sorgfiltige Ertrterung verdienen, kommen fur des Folgende nicht

in Betracht,

A

Die Antinomien.

Einer lenge, wvon der ¥, Q,... €iDlge (nicht notwendig ein-
abzihlbare) Elemente sind, werde

zeln sufgezihlte oder auch nur

wie in der deutschen Literatur iiblich, das Zeichen

M= {F, Qa2 o

zugeordnet,

ness eine Menge, die mehr als ein Element hat, von allen

ihren Elementen unterschieden werden muss, wird bei erster Bekennt-

gchaft mit der Mengenlehre wohl von einem Jjeden als selbstver-

- [ W= Te s 1o 2 + . A d = I_; i—.- » 2
sténdlich erachtet werden. Es liegt das ja schon in der Definition

2 . - s und wi uch von mir als v o0 1 k mm
deg uiEIlE;F!ﬁbﬂ-gllffeb und wird auch mix i 1 o] L |

selbstverstan d1ich angesehen, Bis die Logistiker
(=] ] =] v
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Burali<Forti (1897) und B, Rug e el 1 (1903) auf den |
Gedanken kamen, dass es unter Umstinden auch anders sein kinnte,
hat meines Wissens niemand #in Wort dariiber verloren. Die Mengen-
lehre von F. H an s dor ff enthilt in der neuesten Ausgabe
von 1927 keinen susdriicklichen Hinweis darauf, dass eine Menge mit i
einem ihrer Elemente zusammenfallen kinnte, und auch in der ganzen

ersten Hélfte der Mengenlenre von A, Fraenkel - Jg28 -

findet sich nichts derart, Hier jedoch erscheint der genannte Ge-

musg (S5.211), Uberhaupt scheint diese Idee, mit der sinzigen Aus-

nehme von A4, Sc hoenf1lies, nirgends Verwvunderung ausge-

ldst zu haben, wiewohl sie wirklich sehr erstaunlich ist, Iech

0

halte sie ~ immer bei ilengen, die mehr als ein Element haben -
Piir gschlechthin absurd, Denn sie versttSt gegen ein elementares
Gesetz alles Denkens, demzufolge jede Gesamtheit mehrerer Dinge,
Rinnxinky einerlei,ob sie der Mengende I i-
nition genigt oder nicht, etwas Unfassenderes

ist als jedese der in ihr vereinigten Dinge {(Objekte)+/,

—————— e . e e e e S

1) Dag Wort Gesetz ist hier wohl sogar noch zu anspruchevoll. Dass
in in

sin Mehreres mehr igt ale d=zs iz:&risﬁth:]tgne i%n;el@e 313 eine
l‘ﬂut'jlﬂé;iE, Ler :atz: (;:u.d,l.l-ii l‘kuL‘vil Lv:ul_lﬂh. 5.0} Ts {l(\gv;o-p
wie owg  m (W 23, = d+ LtGTw%: " } i -o‘L!A{; ;[}.'JI‘T’.F} ::gy,;J_'J; !l,g. g
steht nicht in jedem Lehbuch der Logik. &Lr fehlt zym Beispiel in

dem von 0. Stbrring, Er darf f"hlen, aben Wagen §Pi;es tu?tolc"iﬁ
schen Charakters, Ganzes und Teil gind kontradiktorische Gegen-
gitze,

'n einem philosophischen Seminar der Universitét Bonn hat
einer der Teilnehmer behauptet, d ar genannte Satz2z
Sgtge et 1 Tor Mathasna t 1 k., Dies diirf-
{p'sip'vdllkumman gutreffende Formulierung einer gegenwirtig be
] .F-.‘Il"»' entheoretikern herrs chenden Ansicht sein.
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“eimen wir an, dass P eine Menge ist und auBerdem das Ele-

ment, mit dem M zuseammenfsllen soll, so haben wi in Zeichen

Ty
ausgedrickt, die beiden Vorsugsetzungen

M>P, M =:
vor Augen, Diese sind aber so wenig mit einander vertriglich, als
daxg Im Falle von zwei reellen Zahlen m und p die Annahmen

m>Dp, m=7p
ez sind. (Pas Zeichen M} P sagt nur aus, dase M susser P noch
mindestens ein Element enthidlt, Es sagt nichts aus liber eine etwa-
ige Kquivelenz von M und P, lguivalenz im Sinne der Mengenlehre.)

Die Annghme M = P ist also wirkliech absurd, Hur wer die

Mathematik mit einem Formelspiel verwechselt, kann auf einen sol-

chen Gedanken kommen., Deher kinnen wir die Unzutréiglichkeit, die
darin liegt, dzgs fiir ein und deseelbe Ding eine unendliche lenge

von Zeichen

P = {:},L:,...]: 'H_,.__.,...'ﬁ,’...l

— B n [ ?. !...

R 5§ R TR T SR T W o
eingefiihrt wird, ganz auf sich beruhen lagsen.=/

ciAmtliche sogenannten An tinomien
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zu tun,
i noon schBneres Beispiel fur
& 136 sene Serinmte Bibliothek
ok, flotp, fHol} »eves
von der mir ein unbekannter Spottvogel gesagt hat, der erste Band
enthalte gar nichts, jeder andere aber das Inhaltsverzeichnis deR
vorhergehenden Binde.

eine lediglich papierne Existamz
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Dies gilt zunichst won der"Menge aller Mengen", die gerade
eine solche denkwidrige Beschaffenheit hat, und natiirlich auch von
der "Menge aller Dinge" und #hnlichen, die schon aus dem Zuvor ge-
nannten Grunde nicht unter den Mengenbegriff gefasst werden kinnen,
Aber auch von feiner Erdachtem gilt dasgelbe, Stellen wir, nur um
fiir den Augehblick ein anderes Wort als Menge 2zu haben, je zweil
zueinander &hnliche wohlgeordnete Mengen in eine "Klasse", so er-
weist sich der Begriff einer umfassehdsten Klasse derart aus dem-
selben Grunde els eine Denkwidrigkeit, Dami t £d411t das
"8uraeli-Fortisesche Paradoxon"we gk)
es, statt von Klessen, von Ordnungszahlen spricht, bedeutet nur
einen terminologischen Unterschied, Ee ist gar nicht paradox, da
man bei Ausgang von widerspruchsvollen Voraussetzungen Widerspriiche
erwarten muss.

Ebenso absurd und der richtig verstandenen Mengenlehre fremd

ist der Inbegriff ("die Menge") aller Centorschen

—

Kardinalzahlen </,

o xon"

(4]
(=]
E
@
»
o
|
B
=8

Und auech "das Russel

st
"
—*

aug dem gleichen Gmnde illusgorisch,

R, ist durch eine Uberlegung, b e i derT die Exis-
tens von WMengen,die sioh sslbds t(algp
Element)enthalten” (M=P),eine wesen t-

] iehe VYVOorauss?®e tzung 18 t, zu dem Schluss ge-
kommen, dass der Inbegriff (nach R, die Menge, class) aller lMengen,

1ie diese Eigenschaft n i ¢ h + haben, einen Widerspruch ent-

R

R

[

ha

Fr s enk e 1, 5.212. Die "Menge W" hitte gar nicht als Menge
e [} '\--
bezeichnet werden diirfen.

G Cantor, Jb.d,D.m.?., Ld'll 1892? 8.77.
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halten muss. So wverhiilt es sieh, aber die Formulierung und nament-
lich die Begriindung dieser Behauptung sind fehlerhaft, Es ist iiber-
sehen, dass der genannte Inbegriff von dem aller Mengen gar nicht
verschieden, dieser aber von vornherein als widerspruchsvoll zu
erkennen isgt 1), Er hat, wie aller Widersinn, eine lediglich pey-
chische Existenz, geht die Mathematik iiberhaupt nichts en.
Hiermit seind bereits alle s8o0g e

nannten Antinomien aufgezihlt, die
jetzt noch der Mengenlehre zur Last

el e

G

t werden,

[1.2]

Das mit Worten Gesagte lisst sich in einer Formel ausdriicken.
Nach der Mengendefinition muss jede Menge mit mehr als einem
Element,
M= ir, C,...},
in der durech gie eindeutig bestimmten umfassenderen und also von

ihr verschiedenen Menge

L3 '1
| {:, wy eosay H

E
i

ist, nach der Moengende finitiomn, dag Kriteri-

um, das rechtsgchaffene Mengen mit mehr alg einem Element von

widersinnigen Begriffsbildungen trennt, die fédlschlich Mengen

genannt worden sind.

In s umma; Man hat die Mengentheorie durch Einschmugge-

=

lune einee ihr fremden Begriffs (eit venia verbdo)

1)

bei Schoenflies, Spitere aber

ben steht es schon : 2 - 2 P
;afziﬂﬁ E 2 s el1ls Argumentation mehrfach reproduziert. So
& L -
auch Fraenkel,
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verfdlscht und ausserdem iibersehen, dass dieser Begriff sinnlos
ist,

Die verbreitete Meinung, dass die Definition Cantors
zu nebelhaft oder zu umfassend sei, halte ich, mit S ¢ h o e n-
£ 11 es, fir ein Fehlurteil, Keinesfalls kann sie mit einem Hin-
weis auf die Antinomien begriindet werden, Hirngespinste sind unter
Umsténden interessante Gegensténde der Psychologie, Fiir die Mathe-
matik jedoch folgt aus ihrer Existenz nicht das geringste, Deson-
ders auch nicht die angebliche Erbdrmlichkeit der Analysis,

F.,.Hausdorfff, der die Definition Cantors
anders beurteilt, hat eben darum suf eine deutliche Beschreibung
des Mengenbegriffs verzichtet, Er gibt, statt einer Definition,
lediglich einige Beigpiele von "Mengen". Damit lésst er die Frage
nach dem Geltungsbereich der in seinem Werke enthaltenen Lehrsitze
offen. Dieser Geltungsbereich wird g e n a u durch die soeben

reproduzierte Definition angegeben, Nach meiner Ansicht ist die

Forderung. dass die Voraussetzungen von Behauptungen genau anzu-
= ] = =

geben sind, auch fir die Mengenlehre bindend,
Ich habe mich mit meinem Freunde, mit dem ich natiirlich die-

gen ganzen cstoff durchgesprochen habe und dem ich auch einige

Verbesserungsvorschliége verdanke, iiber diesen Hauptpunkt leider
nicht einigen kinnen,
V61lig verfanlt ist der finitistische Einwand, der von den

Gegengténden der Mathematik "Konetruierbarkeit” verlangt, Nicht

wecen einer angeblichen Unbestimmtheit dieses Begriffs, die man

o
jedenfalls Kronecker nicht zum Vorwurf machen kann,

sondern deshalb, weil das Wesen der Definition verkannt ist.

Definieren heift, fir etwas, dessen Existenz als schon gesichert
A €5 - B W i SN

ancesehen wird, einen NHamen einfihren (Frege), Yon Sammel- oder
ge 2
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Gattungsdefinitionen, zu denen slle Definitionen der Mathematik

gehdren, wie z.E, irrationale Zanl, Funktion, Menge, miissen EBei-
piele angegeben werden, aus denen ersshen werden kann, dass der
umschriebene und benannte Begriff nicht leer ist, Mehr zu verlan-
gen, ist dogmatisch und unverniinftig, zerstért die Mathematik.
Wire die genannte Forderung berechtigt, so wire bei wirkli-
cher Folgerichtigkeit auch schon der allgemeine Begriff der Prim-
zahl, Ja schon der der natiirlichen Zahl, zu verwerfen, las nSieb
der Eratosthenes" stellt bereits eine unerfilllbare Forderung.
H, Poincaré hat eine derartige Konsequenz wirklich gezoge
und dadurch den Finitismus, wider Willen, ad absurdum

::Hf;..i:fl'['t [:S .\.\.j -

Die Ausfilhrungen R u &8 8 @ 1 g fiber das nannte
Paradoxon scheint noch niemand genau gelesen 2zu hal (1). Sonst
11tt9 man schwerlich so uO'”"fl"“” zu Werke gehen kbnnen, wie

:..,.Fr"‘..p.-u"ﬂ."l P".ts-.

Zunichst fillt auf, dase bei R. die gar nicht iiber-
fliesige “Luschrmnk¢n Cantors, derm e dia Elemente
einer Menge (class) wohl unterschieden gein miissen, vollstédndig
fehlt, tPf&l; "*bextet R, mit verschwommenen Begriffen, deren
manche er zu"Mengen"zusammenfasst, Fermer hitte bemerkt werden
sollen, dess R. seiner gache gar nicht sicher ist, Seine Theorie
treibt bald hierhin, bald dotthin, wie eine losgerissene Doje.

oh zitiere eine Neihe von Stellen aus der Schrift, von der
die vPrmPintlivnn Erschiitterung der Lehre C antors haupt-
gichlieh ausgegangen ist, pimliich aus dem P r ine i pl es
of Mat hematics (1“0;}
g s complex/whol
i

¢gan never be
unentas,
ar

20
t\-"l-. #1 L

o
on«e (ol L Bigs BWNSIS DER'S t t
8 a4

f Dag Gegenteil davon liest manFepit
o 8i318: Avigelza BegitanSSQ BARS & a ¥y be a term of
itgelf as many. 3195' dag man schlecht genug iibersetzt
hat, heifit; Bine Menge mag als Genzes eines ihrer eigenen Elemen-
te éein Noch spiter kommen dam Autor wieder Bedenken:
g$,368;: The posB8B il i 11 A T xat wheole
and par t+t may have the same number of
T 8T mrs (e 1l ements) 1 B, t must be conf e e~
s ed, sehoeking to common-senese,
'mat¢rlzch hiitte es heifen misgen; i ncompatible
with logice .

-gense (sagt das 0 x-

n ta1 iche verwechselung. Common-—g 2 r !

1)fL; : Ersjaing t+ ionary) lE normal JndPrEt&ﬂGlnb, good practi
S il 8

cal gense in everyday affairs, general feeilnb of mankind or
community.
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I_Htchenda; Common-gense, therefore, is here in a very sorry
plight; it must choesee (7) between the paradox of Z en 0 and
the paradox of Canto r (Gem ]
grolten Cardinalzahl), I d o n
i1t,since I condide
of proofs (?)I ough

eint ist die Nichtexistenz einer
ot propose to help

r that, fa  the £aoe
s Ml ‘i S A We st r([f. t to commit 8uil

g L£éﬁi; +++ Une would be tempted to say that the conception
of the totality of things, or the whole universe of entities and
existents, is in some way llegitimate and inherently
e o ntt\r ary to 1o 9, Bat is undesgsirab
le(l1)to 2dopt desperate a measgsure
(measure?)as long as ho pe remains of
some less heroic(?)esolution,

_ 5.368: Thus the application of C ant o z 8 argument to
the doublful?cases yields contradictioms(?), though I have been
unable to find any point in which the argument appears faulty.
The only solution 1 can suggest is, to accept the conclusion that
there is no greatest (transfinite) number and(?) the doctrine of
types and to deny that there are any true propositions concerning
all objects or all properties, Yet the latter at least seems
plainly false, since all propositions are at any rate true or il
false, even if they had no other common properties. (Hier ist liber)
sehen, dass es auch vollig sinnlose Lehauptungen gibt und dass i
gerade die zur Erdrterung stehende dazu gehtért.) In th i s :
unsatisfaocotory state, I reluctantly §
leave the problem to the ingenuity 1
of the reader. (Alle Hervorhebungen rihren von mir her.)|

Mit diesem Schluss, der an eine [{jumoreske von M a r k
T wa in erinnert, scheint also H,s Mengentheorie endgliltig fe-
strandet zu sein, und das ist sie denn auch., Indessen hat es nicht
an Versuchen gefnhlt? gle wieder flott zu machen, liach einigen
hier- und dorthin welgenden Meditationen (Z i g zag Theor Yo
Theory of Limitation of 813e, No-c1lasgs
Theory) ist ein anscheinend groB angelegter Versuch derart
gelungen, der aber einen recht dogmatischen Charakter hat und
auch sonst nicht einwandfrei ist,(Vicious-circle
Prineiple, Hierarchy of Iypes, Axiom
of Reducibility). Und dieses alles, und weitere
Ausbegserungsversuche selbst davon, lediglich darum, weil es in
einer Untersuchung iiber die Logik der lathematik als unerwinscht
(?) und allzu "heroisch" empfunden wird, den Geboten der gewdhn-
lichen Logik Folge zu leisten l), Eine Mathematik der Wunsche
und Willkilirekte, dezu noch vorgetragen in einer nahezu unlesbaren
Sprache, Eine moderne Ucholqstik, die zehnmal schlimmer ist als
die Scholastik der Scholastiker,

i
i
0

ta 05

L

E. Russell, Proceedings of the London Mgtpematical Society,
5d .4, 1907, American Journal of Mathematics, Dd,30, 1908.

tm AN, Whitehead and B, Russel]l, Frincipia
Mntematios, 1. 3910, 1986; 11. 1912, 1927 ILl, 19183, 1927
{ELllf%S in zwei Auflagen). Siene ferner A, Fraenke 1, 1:‘28,
£,244 - 208,
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Andere'"Paradoxien" oder "aintinomien", die der Mengenlehre
ebenfalls in die Schuhe geschoben worden gind, wurden vielmAhr
in der allgemeinen Logik abzuhandeln sein 1), Paradox (eber nur
im Sinne von puzzlin g) ist zum Beispiel der witzig erdach-
te Degriff eines Darbiers, der alle Minner gseines Dorfs barbiert,
die sich nicht selbst berbieren; OdE:?ﬁ'F:JE dem Altertum iiberliefertel

zirkelhesfte Krokodilsschluse, den Cervantes bei Gelegen-

-

heit der Statthalterschaft von Sancho Pansa so hilbsch verwertet

hat. Ubrigens ist egchon von P, F i n e 1 e r, der das gleichfalls

hierhergehdrige R i ¢ h a r dsche Paradoxon analysiert hat, her-

vorgehoben worden, dass bei weitem nicht jede zirjelhafte Defini-
tion widerspruchsvoll ist (Jb.d.D.M.V.,, Bd,34, 1925): x= 2 x - I,
Der von R u s s el 1 versuchte Ausschluss aller Iefinitionen
derart schiittet das Kind mit dem Bade aus,

Die angefiihrten Beigpiele zeigen lediglich, dass man Zusam-
menstellungen von Worten bilden kann, deren Widersinn nicht oder
doch nicht fiir jeden auf den ersten Blick erkemnbar ist - wie
eben auch die Wortverbindung Menge (oder Gesamtheit), die mit
einem ihrer Elemente zusammenfd@llt, An einem solchen Spiel kann
man gelegentlich seine Freude haben, eine tiefere Dedeutung hat
es nicht,

Iet das Vorgetragene richtig, so liegt die Sache genau so
wie bei den Antinomien K a n t s, die nicht minder berihmt sind
als die "der Mengenlehre" und ebenfalle eine nicht geringe Ver-

wirrang angerichtet haben, Ist es fiberhaupt denkbar, dass es sich

anders verhalten kinnter

——— ——

1) Dies ist schon &fter bemerkt worden, so von Fraenkel,
Den Unterschied jedoch, der zwischen "logischen" und "epistemolo-
gigchen" Antinomien g nmacRF werden soll, veretehellch nicht, Sie
scheinen mir allasnmt "logisch™, nimlich unlogisch zu sein,
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4.

BEedenken und Zusiitze,

———— . e s s

Gegen das Vorgetragene werden vermutlich Dinwinde erhoben
werden, Einer besagt, dass die dureh die Antinomien verursachte
Beunruhigung nicht beseitigt ist, Dies réume ich ein., Es gibt in-
dessen auch eingebildete Ursachen der Beunruhigung. Zu e r s t
kommt doch wohl, dags nach bestem Vermigen ein Zustand hergestellt
wird, der logisch einwandfrei zu sein scheint; d a n n, dass unniit-
ze Verwickelungen und sonstige Schénheitsfehler vermieden werden;
und zuletzt erst kommt, wenn iiberhaupt, in sehr weitem Abstand die
Beschwichtigung einer schlecht, ja vielleicht gar nicht motiviertem

mathematischen Seelenangst, Derartigem kenn man mit Griinden nicht

beikommen, Zwangsvorstellungen gehen nicht den Mathematiker, sonder

den Peychiater an.

Ein anderes Bedenken Ausser Mathematikern,
die ihre Urteile laichthin bilden - sie z.B, fix und fertig aus
der "Zentralstelle" des Denkens beziehen -~, gibt es doch zum
Gliick auch andere, Ist es denn glaubhaft, dass #in so scharfsinni-
ger und gewissenhafter Forscher wie F r e g e , wie es heisst
auch D e d e k i n d, und nicht minder einwandfreie Mathematiker
dieser Unserer Gegenwart, den Widerspruch zwischen M»P und M = P
iibersehen sollten? Iet es iliberhaupt méglich, dass die Auflisung
der Antinomien, die eine ganze Literatur hervorgerufen haben, so
lécherlich einfach gein kann, wie es von S c hoenflies
behauptet worden ist und auch hier behauptet wird?

gie men sient, habe ich mich das schon selbst gefragt. Ich
Sehluss gekommen, dass das wirkungsvollste

bin indessen zu dem

-~ und wohlfeilste - aller Argumente, das argumentum
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ad hominem, keinen geniigenden Grund zu literarischem
Selbstmord abgibt. Meg man immerhin auch mich majorisieren oder

ignorieren, wieman Schoenf1lieg majorisiert und igno-

S

riert hat,

i Frege hat gich, grundehrlich wie er war, der Argumanta-
tion Ruegesells, die er aus einer brieflichen Mitteilung
kannte, tatsichlich gebeugt, obwohl er sein Lebenswerk nahezu zer-
stort glaubte, Ein leuchtendes Vorbild fiir solche, die Ausfliichte
machen, wenn man ilinen Fehler nachweist (Grundgesetze der Arithme-
tik 1I, 1903, S5.£53, 254), Er sagt, es handle sich um seinen Grund-
eatz V., Das verstehe ich nicht, da ich Fr.s Begriffseschrift nicht
lesen kann, Es kommt aber hier nichts daresuf an,

Dass auch G, C a n t o r der Argumentation Ru s s e lls
zum Opfer gefallen sein sollte, ist sehr schwer zu gleuben, wie-
wohl ihm geine theologischen Spekulationen allerdings einen bisen
Streich gespielt haben, (Vgl, O, Eec k e r, 1927, 5,83 = Zelit-
schrift fér Philosophie und phinomenologische Forschung, Ed.V¥IILI,

o ooy
oW ) e

Gegen die Arbeit von S c hoenf 1lieg, auf die hier
Bezug genommen worden ist, sind bald nach ihrem Erscheinen Einwen-
dungen erhoben worden, und es scheint, dass ebendiese die Wirkung
gehabt haben, dass der darin enthaltene und hier nochmals dargeleg-
te OJedenke algbald in der Versenkung verschwand 1)

Diese Einwinde sind nicht alle unberechtigt, treffen aber

Nebendinge. Ganz unberechtigt iet Jjedoch der Einwand, der den Kern
der Sache treffen soll, Die Kritiker stimmen darin iiberein, dass
gie den durch M = P gekennzeichneten widerspruchsvollen Begriffs-
bildungen E x i s t en 2 gugschreiben, Sie unterscheiden aber

nieht zwigchen nur-peychischer und mathematischer Existenz,

Wie man nun such den Begriff der mathematischen Existenz

i 584

Pogsen mag, Preiheit von Wi derspriichen
mugs jedenfalls verlangt werden., Im Betrieb der mathematischen
iigsenschaft ist, wie schon dargelegt worden ist, natiirlich auch

7iderspruchsvolles nieht zu entbehren, e&s kommt aber nur wor, um
" -

A.Koreelt, Jb.d.D.J.V., Bd,15, 1906, und ¢, H e 8 & e n-
b'e r g, ebenda, Bd.17, 1908.







zurluckgewiesen zu werden (x3 4+ 33 = 23, %, y, z natiirliche Zahlen),

und g0 wird es insbesondere gebraucht im indirekten Beweisverfah-

Ten,
Bei Korsel¢t liest man, der C a n t o rsche Satz:
"Zu Jedem Inbegriff gibt es einen hékeren Inbegriff von hiherer

Michtigkeit" sei falseh (S.219). Das hat K. aber nicht bei C a n-
tor gefunden, Er polemisiert gegen ein eigenes MiBversténdnis.
Noch weniger umsgichtig iet He s e enberg 2zu Verke
gegangen, Bei ihm heisst es gar (£.147);
"Wit der Konstatierung, dase in eine Paradoxie widerspruchs-
volle Begriffe eingehen, ist .,. bestenfalls die T a t s ach e
der Paradoxie konstatiert, was bei allgemein (?) aner-
kennten Paradoxien eine iiberfliissize Mihe iet - niemal s
gaber it darin eine LEsung #eathaltesn"
Ee ist unmdglich, so etwas ernst zu nehmen, Selbstverstindlich
besteht die "Auflisung"” einer "Paradoxie" eben darin, dass man
den gemachten Denkfehler nachweist, - wie es S ch oen -

£f1ies pexazxixhnkin getan hatte,

Wer die "Antinomien der Mengenmlehre" anerkennt, kann mit
Ausgicht auf einen gewissen Erfolg immer noch eines versuchen.
Sie werden sich vielleicht umgehen lassen, Man kann auch gar
nicht vorhendene Klippen umschiffen, So 1t £, 4 e rm e 1o
verfahren, der sich durch seinen Wwohlordnungessatz ein bedeutendes
Verdienst wn die kengenlehre élteren Stils erworben hatte, dann

[

auch A. Fraenkel (1928, 5,268 - 203),

Die sogenannte axiomatische B e-
grindungsar t der Mengenlehre vermeidet

die Widerspriiche, verstopft ihre Quelle aber nicht, Sie schieft
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mit Kenonen nach Spatzen, die nicht da gind, und iiberdies ist sie
zu formel, Schon damit kann ich nicht einverstanden gein, dass
allgemeine Grundsitze des Denkens ( Wour<e fnmuqq als besondere
"Axiéme der Mengenlehre" hingestellt werden,

An der Selbstverstlndlichkeit, dass zu jeder Menge (jeder
widerspruchsfrei gebildeten Menge!) eine Potenzmenge gehbrt, wird
nicht das Mindeste dadurch gedndert, dass men statt von einer
Selbstverstiindlichkeit von einem Axiom spricht, Nur sieht das
"philosophischer" aus, Es muss eben durchaus alles auf Axiomen be-
ruhen, Am wenigstsn kdnnen Psychologisten gegen die Existenz ‘Yon
Potenzmengen unendlicher liengen etwas einwenden, Denn sie kinnen
sich auch schon die Potenzmengen hinreichend groBer endlicher
Mengen nicht vorstellen, deren Existenz sie zugeben, Keinesfalls
kionen solche Eetrachtungen mit dem Hinweis auf die Antinomien
motiviert werden, wenn diese, wie doch wohl nachgewiesen sein
diirfte, lediglich Gespenster sind., Und nun soll gar noch die gedam-
te Mathematik, mit den netiirlichen Zahlen asngefangen, auf eine so
beschaffene Mengenlehre gegriindet werden, T h. S k o 1 e m, der
die Z e r m e 1 osche Theorie kritisiert hat 15, hat mit Recht
auf die Kinstelei derartiger Versuche hingewiesen - da doch die

Arithmetik schon dureh Induktionsschliisse und rekurrente Defini-

tionen hinreichend begrimdet ist,</

Im Zugammenhang mit den Antinomien ist mehrfach (wvon den

mathematischen Intuitionisten) wor einer gedankenlosen Anwendung

]

S

Jigsenschaftliche Vortrage, gehalten auf dem finften Kongress der
Skandinavischen Vathematiker in Helsingfors.(1922) 1923,

uf dem Mathematikerkongress zu Heidelberg (1204) scll Can t o r

AL . 1¢ . 1]
:innn gseiner Bemingler gefragt haben: Geben Sie mir die Existenz
épz- ahl Zwei zu? Ja? Dann lassen Sie sich umarmsen! Sie haben mir
alles zugegeben,
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der Begriffe imm e r,alle, jeder auf Unendliches

" =

gewarnt werden,

3 ¥
&8 liegt ga¥'kein Grund zur Beunruhigung vor. Bei Gebrauch

der U beraill notigen Vorsicht konnen die Gegriffe immer,

alle, jeder ganz gelbstverstindlicherweise auf Unendliches ange-
wendet werden, und zwar mit vollkommener Sicherheit. Man kénnte

Ja auch das Addieren verbieten wollen, weil dabei zuweilem Irr-

tumer vorkommen,

E
W o

Andere Beurteilungen der Antinomien,

Dass Widerspriiche im Denken in Verstilen gegen die Logik
ihre Quelle haben miissen, diirfte wohl, von esinigen Eigenbrdtlern
abgesehen, allgemein zugestanden werden,

Im Falle der Mengenlehre konnte der Umgtand, dess die Quelle
des Widersinng einigermafen im Verborgenen floss, eine betrichtli-
che Unsicherheit hervorrufen. Des mshrfach erwéhnte Werk von A.
Fraeaenkel leidet in geiner zweiten Halfte sehr darunter,
Alleg, wag dort abgehandelt wird, ist mit Gespensterfurcht moti-
viert und nach meiner Meinung nicht richtig wertet, Uas sollen
ungs noch so "grandioee" oder "gigantische" Lehrgebiude, wenn den
Froblemen eine verniinftige Motivierung fehlt und der Aufbau iiber-
dies dogmatisch und unlogisch ist? In dem Buche von F r a e n -
k e 1 gelbst kommt noch dazu, dass gein zweiter Teil den ersten
verleugnet (nicht nach F ra e n e k s eigener Meinung, aber
tatsichlich), und dass, wie bei Rus s e 1 1, alles unklar hin
und her schwankt, Von dem doch schon vorhandenen Verguch, C a n-

t o rs Kritikern das Wasser abzugraben, berichtet dies einhundert-
undachtzig Druckseiten umfassende Schilderung Fr,.s Uberhaupt
nichts. _ :

Neuerdings hat X, M en g e r einen weiteren solchen Ver-
such gemsacht {(dbo @ DaMe Vi Ed.$7? 19?5}7 i}e;ch yndereq hat
er aber den Wortlaut der kengendefinition nicht beachtet oder
nicht sinngemiB sufgefasst. :

such er ist der Begriffsschiebung zum Opfer gefallen, die
von den Logistikern verursacht worden war, Tf_urbgitqt, yie
Rugsel]l, mit dem Begriff von "iisngen, die sich nicht als
Element enthalten", lédsst also auch andere geartete "heng&nﬁ‘zu.
Aussercem goll eg noch "Unmengen" geben, die bi, nicht als wider-
spruchsvoll betrachtet, die nidmlich, nach ihm, anderen "Gesetzen"
folgen als die liengen. Lurci die veerGHFIUHj von Unmengen mit
Jiencen lisst er die Antinomien zustande kommen, ] .

~ Die "Gesetze", denen die Unmengen ?ol;ﬁn scllen,'s;nu die
des diderginns, und auch in dem verwendeten lengenbegriff steckt
noch der hier kritisierte Widersinn, Ausserdem liegt ein mix
ciraualux vi # iosus vor, Is ;ehf nicht 2n, die Un-
mengen dadurcn 2 u d afin 1er e n, dass sie den uasﬁtzan
der Mengenlehre nicht folgen, und dann zu behaupten, man hitte
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sle mit Mengen verwecheelt, Die intinomien sind nicht beseitigt,
oniorh lediglich mit ullﬂn eines Zeuberwortes esskamotiert.
2zriffe, die verwechselt werden kinnen, missen unabhingig von
inander dﬂ iniert gein,

Mit der Parallelisierung von u n -endlichen, u n -abzdhl-
baren, U n -mengenhaften LLprrlP_an in denen das Préifix eine

egation Lﬁieufet kann man dl]ﬂu¢ﬁ115 sine Terminologie motivie-
rpn aber nichts usgrqndea.

. Im gemeinen apxsoluahvjunh bezeichnet das Wort M en g e
einen nicht néher bekannten Inbegriff zahlreicher Gegenstande
(mpﬂ e von Geld, wvon Druckfehlern usw,), Unmen g & aber
einen Emgriff lnu,h-lf*, dessen Ausmal alle Vorstellung iiber-
steigt. So, wie li, dee Wort gebrauchen will, kann es jedenfalls
nicht verwendet w: rden, wohl aber kinnte man eg den ”Hth die
Fleichung M = P charakterigierten fenlernaften Begriffsbildungen
anhef'ten,

Dann wiirde allord1nbs auch schon das papisrne Monstrum
[.-:\li 1‘.\.‘1;\.21 '\.E‘: wiwy

dag nur zwei " ln"PntP“ enthélt, Urnmenge h lkipu missen,

Eine Garantie dafiir, dass nirgends ein Fehlschluss unter-
F 1Buf't, kann es natiirlich nicht -nbnn. Bis ridsewr bindigen Eeweise

des Gegenteils wird, gleieh anderen mathematischen 1 Theorien, so0
puch der Lestand der Mengenlehrs -~ der Mengenlelire C a n-
t orse! = als gesichert gelten dirfen,

Das eogenannte Ent:e
problem und das na 3
B e e i verfahren,

Immar hat es in der Mathematik Vermutungen gegeben (die
fter auch in Gestalt von Behauptungen suftraten), iber deren
Richtigkeit man nicht in's Reine kommen konnte, Eine Vermutung,
ik WiAsAT AL Ol

sogar allereinfachste: Art, bei der die Sache noch heute so0 liegt

g
igt der sozenarnte G ol d bach' sche 5 ataz "Jede
gerade Zanl, mit Ausnahne der Zahl 2, ist Summe zweier Primzah-
len'l). Die Zahlentheorie kennt noch mehr derartiges, wie z.,B,
die Frage, ob es nur eine endliche Zahl won malen oder unendliel

1eag zwel Primzahlen die Differenz 2 ben.
of't \'.:.;IlJ’LUl'-l'T:-t" dass zwel Primzahlen 1 U111 n o le. an

e e e et e e - =

1) 0 e 1 1 im ulnh91\ wird nicht als Primzahl bezeichnet,
4-' . B

s =
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S0 wi ier ausgedriickt t rnn den beschriebenen Gedanken
gllerdings wohl noch nicht, aber darauf kKommt ®& nicht an. Wenn
jemand die Ansicht hat "ein Jjede nathematisches Problem (ge-
meint gind einwandsfrei gestellte Probleme) seil rundeéitzlich"
oder "prinzipiell" lésbar, so will er dasselbe sagen, und wenn
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San 'E“ sollte mit dem Ausgeben und Nachsprechen von Hnrturtal—
1 vgi 1?qt1 ger sein, So manche Minze mit unzutreffender Auf-
B 1 ist schon in Umlauf gesetzt worden, insbesondere auch von

der "Zentralstelle" mathematischen Denkens aus.

Lgs muss also untergchieden werden zwischen dem (fiktiven)

Lid e n A 1 A a P = 1 i
sonnen” des Wesens p und dem (wirklichen) Kbnnen von Mengchen

oder einigen Menschen, Mir scheint es angezeigt, da, wo das Wesen
p tetsdchlich auftritt, das auch zum Ausdruck zu bringen, damit |
I

sein freundlicher, wenn auch nur fiktiver Beistand nicht wvergessen }
werde,

Der genannten, wie es scheint (7), unbegriindeten, Ansicht
jener dlteren Mathematiker haben nun neuere, schon K r on e -
ok er, denn P a 8 ¢ h, besonders aber die Intuitionisten, und
zwar diese mit vielem Nachdruck, eine andere Meinung gegeniiber

estellt;

Es s0ll im Dereiche der MMoglichkeit liegen, dass

frei gestellte) Fragen mathematigchen Inhaltes sich ’sel

dag Wesen p ) nicht wiirden beantworten lassen,

Von Kronecker liegt dariiber nur eine ganz kurze
luierung vor, Sie gteht in der "Psts 1r1ft fir Kummer,
}rundzggﬁ einer axithématisgchen Theorie ger als HhL&l?JLFn GrioBen,

ournal fur Nathemetik, Ed.92 (1881) 1882 Buf Seite 11,
ciehe ferner M, P & s ¢ h, 1918, Man beachte, wie vorsich-
tig Pescech gich ausdriickt!
reilich hebe ich auch gegzen seine Ausfilhrung, die mir viel
besser durchdacht zu gein scheint, als alles, was die Intuitio-
nisten iiber die Grundlage der Mathematik geschrieben haben, einen
Einwand,
yenn verlengt wird, dass solche Dehauptungen, bei deren
Begriindung das indirekte Enwpisvnrfahrrn nicht Fntbﬂhrt werden
kann, von den anderen gesondert werden sollen, so wird schlieflich
auch noch diese ihre Eluanﬂﬂhnft bewiesen werden miissen. Dag aber
wiirde, go viel ich sehs, eine ungeheure Belastung der mathemati-
gchen Literetur hPreutPn die ohnehin schon mit zuviel Unproduk-
tivem te..:c.*lwprt ist.

igt die genannte Moglichkeit nicht etwa nur eine Illusion,

o muss bei dem Aufbau der Mathematik unbedingt Riicksicht darsuf

renOmuen werden.
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sum Heiepiel tritt im Falle des Goldbach'schen Satzes, 80
lange er nicht bewiesen ist, neben die friher allein als miglich

betrachteten Urteile gililtig, ungiiltig noch ein drittes Urteil,

die Dehauptung einer mbglichen Unentscheidbarkeit, Oder, wenn

Goldbaech's Vermitung in die Form einer Frage gesetzt wird,

es tritt an Stelle der doppelten Alternative Ja, lNein eine drei-

A1) Je, As) Nein, B) Unentscheidbarkeit.

Wenn nuun aueh nicht jede Frage mathematischen Inhalts auf
Ja und Nein gestellt werden kann, so hat doch dieser Fall eine
besondere Bedeutung, Er liegt mimlich iiberall da vor, wo in der

Mathematik das indirekte Cchlussverfah die reductio ad absur-

dum, nieht entbehrt werden kann; also in einer lMenge von Beweisen,

jeren Streichung von der Mathematik zwar immer noch Wertvolles,
im Ganzen aber doch nur sinen Trimmerhaufen lbrig lessen wiirde,
iat man gezeigt, dass die Annshme Ap unmdglich ist, so "folgt”
jetzt nicht mehr Ay, sondern es bleibt die Alternative A;, B
iibrig, mit der man nichts anfangen kann,

HHat man es nur mit einer endlichen Menge von "Dingen"
(natirlichen Zahlen und "konstruktiv" daraus abgeleiteten Begrif-
fen) zu tun, so tritt dieser sehr migssliche Umstand allerdings

noch nicht suf. Dann aber lésst sich das indirekte Feweisverfahren

entbehren (Immer theoretisch entbehren - fiir des Wesen p -,

und meisgtens auch praktisch). Die indirekte Schlussweise wird

daher gewihnlich nur auf unendliche Menzen angewendet, wo £ie dann

Existentislgitse liefert, Also gerade in den Fillen wird die in-
s o i = ! . P 4 "
sohlussweise/angewendet, in denen sie unzulissig sein

P -
)
,

e ————————

1) Brouwer gibt ausserdem an,_ugss muawaieaa Schlussweise
zunfichgt im Endlichen angewendet um dann gedankenlog auf







1)

Es versteht sich wohl von gelbst, dase der Mehrheit der
Sachverstindigen eine derartige Behauptung unannehmbar sein muss,
wenn ihnen nicht wenigetens an einem Beigpiel nachgewiesen werden
kann, doss es einwandsfrei geetellte und gleichwohl micht zu be-
antwortende mathematische Fragen gibt, latsichlich hat B r o u-

w e r Leigpiele zu konstruieren gesucht, Der Gedanke einer sol-

3
¥

chen Konstruktion ist folgender: Es wird von unbegrenzt vielen
Stellen der Dezimalentwickelung der Zshl % (3, 14159...) eine
andere Zahl y abhiingig gemeacht, wvon der men z,.E, nicht weiB, ob
gie rational ist oder nicht, Dz nun die Entwickelung von W nicht
bie in's Unendliche durchlsufen werden kann, - auch nicht wvon

dem Wesen p -~ 50 s0ll es unmdglich sein, die fragliche Angabe

Zu machen.,

Dieser Schluss igt offenbar falsch., Es kinnte ja auf andere
Art gelingen, so unwehrscheinlich das auch ist, Niemand kann sa-
zen, weg alles aus irgend einer Primisse fplgt. Es lédsst sich

1icht zeigen, dass unter den méglichen Folgerungen keine ist, die

in den Eareich dez Entscheidbaren fillt,

Aber Brouwer will mit seinem Beisgpiel noch viel
. v ;
mehr bewiegsen haben. Die Zahl = so0ll weder <0 noch = 0 noch > 0,

weder rational, noech irrational sein, und ausserdem soll eine
bei dieser Gelegenneit gefundene Zahlenmenge weder endlich nogh

unendlich gein 1/,

mendliches iibertragen hat. Ich halte das nicht fur richtig, es
ist aber dies eine historische .Lagp durch deren Deantwortung

gachlieh gar nichts ausgemacht wird

1925 3 - Men vergleiche mit d?m, wa:‘f)lut,ﬂdi& La;stel]ung,
die y Fraenkel auf Seite 236 von diesen Thesen B r 0 u-
a @ a

i
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8t der Sinn der Behauptungen B ro uwe r's, Br

¥ wids

selbst bedient sich jedoch einer eigenen von ihm anderezseits noch

[=5

welter ausgebildeten Terminologie, und er driuckt alles auf eine

i - ALl

ziemlich verschrobene Art und nicht immer sinngemii aus, Wie ge-

=4
sagt will er (wie auch W e y 1, wvgl, Seite OC nichts davon
wissen, dags die reellen Zahlen eine geordnete Menge bilden, d.h.,

& zwlischen je zweien a und b von ihnen immer eine der EBEeziehun-

gen
a<b, a =b,a> b
bestehrn muss, Diese Behauptung versucht B r, wiederzugeben, aber
sle nimmt bei ihm eine sinnwidrige Form an, (1925, §,3):
" Yenn ,.,,. einerseits a<b entweder gilt oder un-
miiglich ist, anderesrgeits a>b entweder gilt oder

jelten und Unméglichsein schliefen einander ausg, sind aber
wrensitze, Ls handelt gich um Zutreffen oder Nichtzutref-
oder Falsch, Brauchen wir die sachgemilen Worte, so
aseg der mit Wenn eingeleitete Vordersatz nichissagend
und also sinnlos ist.

ehr verzwickt ist das von B r. ausgefiihrte Deispiel. Ich

nehme daher eine knderung vor, natiirlich nur eine golche, die

1 . - — o 4 3
das, orauf es flir B r ankommt, nieht betriff

L L @

1

rnas Motiv der anzustellenden Uberlegung ist eine Wahrschein-

ok E— 1 4 sh W ~-am Verstindnig 3 .
zich}‘_ﬁl‘tSbEtT&Cﬂtrmg, die ich zu bFPESElED. verstandnls voraug-—
schicken will,

Wenn 8o, €1§... €8, ©
ezimalentwicklung von i 1
i ffern nicht alle einander :
ichte des Torkcmm@nr dieser Ziffernfolge, trotz der Gesetzmilig-
.:j“'rPE T darstellenden Lezima]truchs gehr wahrscheinlich
i;}-lv. Tag heisst, wenn das Wesen auf einen unbegrenzt lan-
en Papierstreifen die Entwicklung ?ou §il nlnﬁsnauagnra1ban be-
rinnt. und jede Ziffer den Raum von einem Millimeter einnimmt,

o Al LAt

eine Folge von zehn Ziffern in der
t, der Bestimmtheit halber eine, deren
gleich sind, so ist die mittlers

g
&
8
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e wird die vorgeschriebene Ziffernfolge durchschnittlich 8uf der
oLrecke von zehn Kilometern einmal vorkommer

i .
Jir nehmen an, dass die Folge ¢,... g mnicht durchweg ein-

i a0, ! .
ander gleichepZiffern unter den schon berechneten Ziffern nicht

- 9
vorkommt +/

£ gel nun n die Htellenzehl einer Ziffer hinter dem Komma,

and ap = 0, ausser dann, wenn gerade an der nt®n Stelle eine
Ziffernfolge e¢y... ¢g beginnt, Dann gei

[-L..

: _ o it
Unter diesen Voraussetzungen ist die Summe ¥, ap =

konvergent und zwar 1st ihr Vorzeichen das des ersten wvon Null
s 4
verschiedenen Weértes von an.

el

Wir wigsen mun nicht:

(1) Ob die Summe $ a, keine oder endlich viele oder un-
eridlich viele von Null verschiedene Glieder enthilt,

(2) 0b im letzten Felle ihr Wert rationsl oder irrationad

3) 0b der Wert won ﬂa—-n negativ oder Hull oder positiv ist.

Ee liegt also in Jjedem Falle eine Alternative vor. Statt

entweder-oder lesen wir saber bei B r o u w ® r weder-noch!!

lach diesem salto mortale hat B r, natiirlich leichtes Spiel,]

zu "beweisen", was er will, Es gibt Jjetzt flir ihn Zenlen und

Zahlenmengen, von deren Existenz Niemand vor ihm eine Ahnung ge-

nabt hatte, B r, erklarti den
1 /ie pesagt die Denauptung, dass die reellen Zahlen sine
reordnete kenge bilden.,

r { mahonntune ApsE el P
11, die benguphtully, uist ©

b
ot
e

en)

(enge von Dingen (Begrif

—— e -

r o s % i = . b
1) liach einer Angabe yon K O W & lewskdi gsollen 707 Ziffern
berechnet worden sein,







notwendig endlich oder unendlich ist.
II1. Eine Anzahl grundlegender Sitze der Anslysis.
Nicht als ob immer da, wo ein Satz falsch ist, die Sprach-
figur (71) des Widerspruchs 1) ergoheinen migste;
"Eine durch keinen Widerspruch zu hemmende unrichtige
Theorie ist darum nicht weniger unrichtig, so wie eine}
durch kein reprimierendes Gericht zu hemmende verbre-

cherigche Politik darum nicht weniger verbrecherisch

iatyy
In W¥irklichkeit ist natiirlich nur bewiesen, was man immer |
schon wusggte: Dase sic naehr I &8n len lasgen als sieben
¥eige beantworten kinnen, !
Dass die Argumentation B r o uw e r'c wf Psychologisches i

verwelst, ist klar, Auch B r. selbst scheint dasriiber im Klaren

‘ |
zu sein “/. Er befindet sich such in dieser Hipnsicht in Uberein-
stimmung mit W e y 1, Die von B r, vorgenommens Verwisserung

deg Begriffs Eeweis ist gleichbedeutend mit der Einfiihrung eines

verfilscnten Wahrheitsbesriffs, Auf die unvermeidliche Tatsache

ungerer Unkenntnis won dem und Jjemmm kenn keine Thecrie gegriindet

Y
werden! */
Ee ist die denkbar schlechteste Empfehlung fur das Neue,

es mit einer v8llig verfehlten Kritik des Alten einsetzt,

eildufig sehen wir wiederum, doege der Intuitionismus

" raenk el scheint Gewicht darsuf zu legen, dass B r, die
nabhing jgkeit der m,1ham¢t1kfutﬂ der mathematischen Sprache be-
';} = J;w igt nicht bekennt, dass irgend Jw“'ru eine Abhaﬁhg? it
usfaft angenommen hitte, ausser Ltl n die die biathematik mit dem
Forme lwerk verwechseln,

Bd .38 1, §.210; Bd.93, 1925, S,.256
Math, Annalen, Bd.38, 1921, £.210; Bd.po, 1¥25, 5,290,
b eine Verwandtscheft B rouwe r's mit B er g-
e h und anderen Vitalisten, Lebenskraft (Elan
e) ist ein Deckname fiir eine besondere Art von

Hier zeigt sic

gfon,Pries
vital, Entelechie
Unkenntnis.

(S}
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€elnen Nomen nicht genz mit Recht fiuhrt, #as hat die besprochene
Argumentation mit Intuitionen zu tun?
von sometigen Ausfilhrungen B r's gei der folgende Setz mit-

i y
geteilt 1);

Abeurdibit der sbsurditit der Absurditdt ist #quivalent

mit Absurditét.

Des ist nicht etwa ein Witz, Wes sollen wir mit dieser Hiu-
fung von Absurditéiten anfangen? Logik und Erkenntnistheorie haben
das grilite Interegse daran, solchen ungebetenen Gisten schleunigst
die Tir zu weisen, Die Mathematik hat nicht einmal mit dem Satz,
dags zwel hinter einander gestellte Hegationen einander aufheben,
etwas anfangen kommen,

{ier sei wieder einigen der Li Lh:'r;l:hben eine Stelle gegdnnt,

die W e y 1, der Philosoph, vo ¢l gelassen hat. ¥, spricht
von dem "zu Snde "Pg::ﬂtenﬁmng%:}saua in der JJLJQ"gtAE!
iie ich mich _:".‘d“., augnahmeweige sinmal 1t derrn W & y 1
plnvrrstanunn zu sein! Ja, wir stehen mit dieser Mathematik,
ieser "reifgewordenen Logik" genau Jjenem { \..'iLhJ. _.'I-.-\"\.u.t ‘.ZL.
..,-.—er,unaennell ‘und Freineit (7), welcher das Weeen (7!) des Menschen
- N ¥ ] £y T ¥
gelbst ist% (1925, 8,12, 23, =4.
Zum Glilek hingt die Frage der Lntscheidbarkeit an etwas
anz anderem,
ir bemerken, dass die Altermativen A, und A, Zusammen das
kontradiktorische Geganteil von B darstellen, Sie bedeuten eine
5 19 4 B s e 1 ';'J'F*T""‘t: oy
weitere Gliederung der AlLSe naLive
wteaheldbarkeit Be liichtentgcheidbarkeit.
] ] AR R e
. , Adiese Alternative kann derselbe Einwand erhoben
jerden wie gegen die Alternative 4), Ap; dass namlich eine dritte
; v . . Mgl SRS : R P, S | .
Meglichkeit € in Detracht zu ziehen sei, derzufolge auch zwischen
waidharkait und Nicht-Intscheidbarkeitl nicht entschieden
pnatsclieldDATACLL ALLL 1O =Ll s L J i -

L g | " ! i e e ) CiR <o
werden kann. Und go weiter, ad infinitum! oder vielmahr vom

1) Jb.4.D..V., Bd.33, 1926, Auch O, B @ ¢ k e r, 1927, 8775,
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B i e ™ 3
Unendlichen her, nach folgendem Schema:

A] Agp B
l_w___._,-
h—w—-—l—’
u'l '\,‘2 L

flier sind wir also bei einer handgreiflichen Absurditét
1)
angelangt .,/
Ebengo liegt die Sache auch im Falle siner Alternative
Ay, Agy «esy An, B, ja, wie man leicht erkennt, unter noch sehr
viel umfassenderen Voraussetzungen.

Men sieht, dass die Entscheidungsfrage falsch gestellt ist,

Nicht nur igt das vorgefiihrte Beispiel werfehlt, such jeder andere

S-S iR N s

Versuch, ein solches Beigpiel zu konstruleren, muss scheitern.

Der poeben ausgefiihrte Gedanke liegt so nahe, dass man

glauben sollte, er miisse sich einem jeden darbieten, der von der

& T L . :
_';{'::'_].laiduil{_;_':.f?:'-_l.é-‘lf hért "", ,.'ﬁ war dag arste was mir ﬂlnfll!l, als

11.

En
ieh im Jahre Kunde davon bekam,., iaine damalige Hoffnung,
ilerr B r., dessen Ausfihrung iiber die Zahl X Widerspruch gefun-

den hatte, wirde zu besserer Bingieht kommen, ist leider nicht in

Erfilllung gegangen, und in der Lid¢terstur habe ich mich wergeblich

nach einer genligenden Kritik der B r o u w e r'schen Uberlegungen

1) Fiir den Intuétionisten liegt der Anfang (sit venia yverbo) dieser
Folge von Gli ederungen SOgAr 1h elner unendlich fernen Vergangen-
heit. Denn die Geltung des_Mutngmaylscqep héngt nach ihm vom
Denken ab, und dieses verlduft in der Zeit,.

ol zano 8o geschlossen haben, wenn ihm

die Entscheidungsfrage vorgelegt worden wire, Siehe die schon
einmal zitierten Stellen (1837, § 32, 41).

2) Zweifellos wiirde B

=







Vielleicht wird man sagen, die Alternative B,, Bg, C sel

1s
abe urd, brauche algo nicht betrachtet zu werden., Freilich ist

sie absurd, weil sie zu demselben Regressus ad infinitum fihrt

wie die Alternative Ay, Ap, B. Und gerade darum muse sie betrach-

»
Ady D JEILR

tet werden. Absurdititen sind dazu da, nzchgewiesen, nicht aber

y nag
vornehm ignoriert zu werden, wenn es sich um go wesentliche Dinge

handelt, wie die gesamte Analysis.

d#ire der Intuitionist nicht so sehr von sich selbst iiber-
zeugt, s0 wiirde ihm auch eingefallen gein, dass man mit gleichem
Rechte sagen kinnte;

Auch neben Sinn und Unsinn gibt es unter U nocl
ein drittesg, die Unméglichkeit einer Unterscheidung des einen

yom anderen!
T -

In der Tat! De sind nicht nur Theologen (denen hier, wie

an dem Universitidten, der Vorrang gebilhrt) und Philosophen, son-

(=]
|
e
B
(e
b

dern auch noch viele andere, die g dariiber haben einigen

kinnen, was Sinn hat und was nicht. Und ein Eriterium fiir Sinn
oder Unsinn gibt es nun einmal nicht, Ein absoluter Denkzwang,
dem ein jeder sich fiigen miisste, existiert ebenfalls nicht,
(Nietzegechel!), Varum also sollte der Intuitionist sich
nicht auch noch zu diesem letzten Schritt entschliefen? Ich eehe

wirklich keinen Grund, der yon seinem Standpunkt aus geltend ge-

macht werden kinnte, Wenn man schon einmel in Geltungsfragen mit
Peyehologischen arbeitet, =0 kann gegen diese Argumentation
nichte eingewendet werden.

Die Mathematiker waren zweitsnugend Jehre lang die einzigen

unter allen Menschen, die gich iibter Sinn und Unginn verstédndigen

o 3 & W de it ist ha ie
konnten, Diese unsere gchine Welt, r Intuitioni hat si

gzerschlagen, Und fir eine solche Wohltat sollen wir ihm wombglich







Fogp

- 57 -

noch dankbar gein!
Wirklich dankbar diirfen wir ihm, oder wenigstems I r o u-
W & r, jedoch dafir sein, dass er im Falle der Alternative A,
]

Ag, B zugestanden hat, dass ihm, dem Intuitionisten, die Beweis-

¥
éggﬂiﬁﬁ&llE- Von diesem Gedanken aus ist ja das besprochene Eei-

spiel konstruiert,

Auf dem Titelblatt eines lingst vergessenen Buches stand

zu lesen; Zweite Lieferung des zweiten Bandes, Wes hdtte voraus-
gehen sollen, ist nie erschienen. Auch der Intuitionismus scheint

mir eine solche zweite Lieferung eines zweiten Bandes zu sein,
wenden wir ung nun noeh einmal zum Finitismue, so finden

wir, dase fiur diese Standpunktsmathematik das Entscheidungsprob-

lem noch sue einem anderen Grunde sginnloe ist, Da némlich auch

der Finitist die Gesemtheit der Folgerungen nicht iibersehen kann,
die sich aus irgend einer seiner Prémissen ziehen lagsen, so wird
ihm diese Gesamtheit zu einem unzuléssigen, sinnlosen Begriffl.

Auf diesen Begriff, auf etwes des nicht konstruiert werden

kann, das also "gar nicht exisgtiert", bezieht sicl

1 deg Finitisten

nach der Entscheidbarkeit!

=
| B

2it kein entscheidunge-

Ausserdem ist auch Entscheidbar

definiter Begriff., Auf beiden Verbotstafeln, der finitistischen
o - =5 e

i

wie der intuitionistischen, steht, dass man ihn nicht verwenden

darf!

Aus demselben Grunde gehdrt auch die Frage "Finitismus

" M z i - y : .'T‘" . . . ; A 4
oder Intuitionismus oder ... " zu denen, die nach der finitis

tischen oder intuitionistischen Grundansicht nicht entschieden

werden konnen.




=1 = - | = W - ey am o - — a—
1] L1} s ==} - = =1 -1 a H el - - — - j v _ [ : m —
3 (=1 1 I
- ! z._ N L A | . - i - - a3 — 5 a e
Ld ] - 34 £ = i = 5 = ! 2

- i - - - - ] -— 3 a . nm a —t — ol [- 4 e o

(7=} =1 L] i = = | o =1 a2 =3 o F o = — — [ ] E -

b a ar -t e (=] ...u,_ 3 = = L] = = =d - Ea [ a o

- e [T [y el E — e, — -y - - o = = - - — -

=4 =] - o = = = B = — - A -— - r— & e - = o - -




- 58 =
:\x-

Die angebdli

. che Sinnlosigkeit
Yom Exdsestentialaktme ns,

Die intuitionistische Lehre gipfelt in einer These, deren
zerstdrende Wirkung wo miglich noch griéfSer ist als alles, wovon
bisher die HRede war.

Eineg der wichtigsten Hiilfsmittel der herktmmlichen Analysis
ist dernach Bo l zano und Weierstrasg Dbenannte

Satz; Eine im Interwml]l a <. x (einem"abgeschlossenen”Inter-

LI
o

R g e e A £ = :
vall) relegene unendliche Zahlenmenge ("Punktmengel hat irgendwo

in diesem Intervall (zu dem auch die Grenzen a und b zu rechnen

gind) eine Hidufungsstelle ("einen Hiéufungspunkt"), Lae heisst, 85
t in diesem Intervall mindestens eine Stelle x = x,, in deren

noch go naher Nachbarschaft Stellen (Punkte) der Menge liegen

(natiirlich denn unendlich viele),

bei dem angenommen werden darf, dass nicht schon

wels

Ler

Las)
D

a oder b Héufungspunkt ist, wird bekanntlich so gefiihrt, dass man

5

dag Intervall von 2 bis b, zunichst, etwa in zwei gleichgrofle

(ebenfalls abzeschlossene) Teilintervalle zerlegt, Ist der benutz-

=]

I
i ean : v 4 . e |
te Teilpunkt selbst ein Hiéufungspunkt, 4 ist man bereits am Ziele,

Jenn nicht, so miissen in mindestens einem der Teilintervalle un-
endlich viele Punkte der Menge liegen, Man kann dann auf dieses

reilintervall desselbe Verfehren enwenden und so0 weiter, Da Jjedes

der sufeinander folgenden Teilintervalle in dem unmittelbar vor-

ercenenden liegt, und halb so lang ist als dieses, s0 konver-

r—
W

jert dieger Prozess auch dann, wenn er nicht abbricht, gegen eine

=

bestimmte Zahl (einen besiimmten Punkt) xo, die FxFin weiteres




8 Elﬂl

anr

1
:’-iﬂ W

el
T _J‘.It-
I
wgril |
ate LA le
fir di A[e
pinlic dje
gling

Puktes i1
liegen [1

hivnr=an



als Haufungepunkt der vorgelegten Menge zu erkennen ist.

Davon, dass men den geschilderten Prozess bis ins Unendliche
hin durchfiliren sollte oder kénnte, ist nicht die Rede, Es wird
nur die Konvergenz deg Verfaherns benutzt, die ebensowenig unend-
lich viele Denkschritte erfordert, wie anedere Grenziibergiinge auch,

= e

Es wird lediglich die Existenz eines Hiufungspunktes behauptet,

und, wie man glauben sollte, auf willig einleuchtende Art bewiesen,

Der Punkt x, liegt irgendwo im Intervall a < x< b,

et e e i

De. der Intuitionist wie der Finitist einen engeren Existenz-

begriff hat, so lehnen beide schon sus diesem Grunde das angewen-
dete Verfehren ab. Aber es gibt noch einen weiteren Scheingrund
fiir die Verwerfung des skizzierten Schlussverfahrens. Es kann
némlich sein, dase es schon bei dem ersten Teilungsschritt nicht
gelingt zu sagen, in welchem der zwei Intervalle unendlich viele
Punkte der (durch irgendeine Vorschrift gegebenen) Punktmenge
liegen., Gleich ist dann das Entscheidungsgespenst mit einer Poli-
zeivorschrift da 1/,

puf alle Fille igt das ganze Verfahren sinnlos.

Der besprochene Satz ist eines der einfachsten Beigpiele
von sogenannten Existentialbehauptungen, Von allen anderen gilt
ihnliches. Dem enteprechend verneinen wir'das erlisende Wort":

Blosse Existentialsiitze sind eine leere Erfindung der

s

]

! (4lgo diirfen sie nicht einmal als Hilfgmittel zum

Logiker.

Lehrgitze peduldet werden.)

Bwweis wirklicher
iin "irgendwo", wie in dem Satz von B o 1l z a no und
s 5§, darf iiberhaupt nieht zugelasgsen werden,

e ierstre

e S

Sighe LB r 0 u W e I, 1820, C.%, Hr.l.

H. « e \y 1, 1921, 5.54. 1925, 5.19; vgl, auch 1927, S.41, 42,
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ss 18t viel mehr zu verlangen, (Hier darf man sich wundern, warum

nicht auch die"endliche Zahl ven Denkschritten” durch eine genaue
Angabe dieser Zahl ersetzt werden soll, Die bare Unmiglichkeit
kenn doch fur einen Intuitionisten kein genugender Grund sein,)

Alles, was dem gegeniiber &ﬂgehcbhu werden kaan, sich aber
auch von salbaL versteht, ist, dass blosse Existentialbehauptun-
gen als Ziele der Forschung vielfach etwas Unbefriedigendes naben,
len vermag das nicht zu erreichen, was man eigentlich will; also
bescheidet man sich mit weniger, oft auch mit vielem weniger,
wie etwa in H i 1 b e r t's Satz von der Endlichkeit der Invari-
antensysteme, ¥ag bleibt anderesg Ubrig?

Aber nicht nur diese Existentialsétze, zu denen denn doch
einige der schinsten Ergebnigése der mathematischen /issenschaft
gehtoren (Geometrie der Zahlen, konlorme Abbildung ), werden wvon
unserem Intuitionisten (wie er in seiner bescheidenheit glaubt)
mit einem Federzug vernichtet, sondern auch sémtliche Konvergenz-

untersuchungen, o unerlésslich sie Uberall gind; Hdenn ihre Er-

|
gebnigse sind nichis anderes 11g eine besondere Art von Existen-
tialgitzen, G auses, Abel, ieiexrstrass und viele

andere haben umsonst gelebt, liit der theoretischen Physik ist es

natiirlich such nichte, wenigsleus 1in ilirer gegenwirtigen Gestal-

Eine Existentialbehauptung iet also ein wertlogses Stuck

Fapier, eine snweisung auf einen Schatz, von dem man nicht wei,

3

wo er liegt 1), und zwar ist das angcheinend immer go0.
- ddidgun Brgs G-
EFeildufig bemerkt“wie immer,

alle, Jjeder nlunt";eﬂunhenlos"

ancewendet werden; niimlich de nieht ohne sorgfdltigste Unter-

i it S

1) H. v e}l ¥ 1, 1921, S.54 und 1928, §,19.
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suchung, wo @8 sich um Unendliches handelt, Die Existentialsiétze
bilden aber ein Unendliches der allerverdichtigeten Artl

denn zwischen Wesentlichem und Nebendingen (den oft ganz
iberfliissigen, oder nach Umstinden liberhaupt unmgglichen genauen
Angaben Uber gewisse Lahlenwerte) so wmimig wenig unterschieden
wird, 80 Kann msn auch zu dem Schluss kommen:

¥enn ich erfehre, dass mein Freund X gestorben ist, so hat

das fiur mich nur insofern eine Bedeutung, als es einen Anreiz
enthalt, nach der Ursache seines Todes z2u forschen,
auf die Frage: Vie kann ich aus einem Existentialsatz

etwas schliefen, ist zu antworten: Auf keine Weise;

da er nichts aussagt, kann auch nichts aus ihm er-

gchloseen werden </,
Da Herr W e ¥ 1 - dergelbe dayl, sgeen Gottidhnlichkeit
1ie Zahlen und mit ihnen alle iathematik gus dem Jliichts hervorzu-

zaubern wersteht, immerfort von Unsinn redet und fur die Kontinuen
der klassischen Mathematik die auf Seite (0 angegebenen Losenamen
erfunden hat, so wird er sieh nicht beklagen dirfen, wenn ich

em, wovon in Abschnitt XVI die

nunmehr den letzten Satz samt al '

nede war, fiir reinen Unsinn erklare, und geine redselige sogenann-

te Philosophie fiir gestaltlosen Bre

Lerartige Lntgleisungen, verbunden mit angpruchvolletem Auftreten:
ad QLG B = :
findet men sonst nur in Schriften unwissender und blutdiirstiger

. A ' il gehaf't" zu Gericht sitzen,
Laien, die iber "die verzopfte Wissenschalt Gericht sitzen

- a3 z + sq 4 T 13
wie wire es, wenn Herr W e y 1l 1n Zukunft auf den Druck

spiner Philosopheme verzichtete? Und gich, ale Mathematiker, um
yofreie Logik und "rétsellose Klarheit" bemiinte?

s 4w owrrey ¥
v o Y CALANA e A

| 2 o5 S, tlasmnde Ames NHInh NAvsaln o
1) 1927, S.42. Bs wird dann noch der Lrsatz des "Nichts"durch ein
A fordert.,

{ = = E raal ol ) d
nginnvolles Ganzes” BELUL
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Besondere bedaverlich ist natiirlich, dass ein solcher
Dilettantismus sich gerade in einem Handbuech der FPhilosophie hat
\ood & o Sywmpuraen
austoben durfen. Auch die Tedaktion der Zeitschrift Sypesien, die
i & ¥

3 - | = we o o . hpe v
vy 1 den Eriffnungsartikel hat schreiben lagsen, ist sehr

schlecht beraten gewesen,

Als ein wehres Glick ist es zu betrachten, dass der in Aus-
gicht genommene "philosophische" Band der Mathematischen Enzyklo-
paedie nicht mehr zustande gekommen ist. Was wirden wir da erst
erlebt haben!

Ich stelle jetzt den "philosophischen" Lehrmeinungen einiger

Mathematiker einen Ausspruch eines Fachphilosophen gegeniiber -
eines, der den Namen des Philosophen wirklich werdient:

Yyenn nicht a2wisohen Gelten und
Kiech tgeilten, iec i R Uard ehitd gy
& h'r mun Falgoh, a8 Verhiltnils des
Sidocohaussohlliessen b e . ldinde und
zway ohne jedes G nd Aber, ohnme
jede Abschwachung De tinde, s8o w r e
ea iMbesrhavwptieiand gy 3k WrEEF AR, 30
b'alh au ten, zudenken Zu erxennen

(v
7ag heben also die Fenatiker der intuitionistischen weligion

ratan? Um vermeintlicnen Wfiderspriichen der Mengenlehre zu ent-

fliehen, haben sie, naci philosophischem Vorbild, den Wehrheits-
ehen, h
begriff umgebogen. An zahlreichen bewihrten Degriffen und Schluss-

weigen der Analysis heben sie in der leichtfertigeten Weige Kritik
lgen daer alBlgess & ’

aiibt und izebel eind gie selbst kopfiiber in ein Gewirre von Wider-
L 8uml Ll v - o .
o+ bl L .

sprilchen regtiirzt, die taugendmal gchlimmer sind ale schlimmsten-
) ane ES -

'*..'_--"'- e T 1 =0 1% '. -4 y =
Palls dag sein konnte, was beselllgtl W rden sollte. Darin sitzen
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gie nun, wie Fische im Netz. Und gleich den phinomenologischen

gLl

Philogsophen, zu denen der eine wvon ihnen gogar gehort, leben sie

"in der begliickenden Binbildung, die

) reipen Wesenneiten leibhaf-

i 211 achan " = r " = o
tig au schauen". So gind sie denn seelenvergnugt unc behaupten,

es sel wundervoll, in einem solchen lietz gefangen zu sein.
(Brlésunz von bdsem Albdruck.) Auch gind zum Hineinziehen anderer
gschon verheissungsvolle Anfinge gemacht,

Men stelle sich vor, wae unsere Kritik zu dem allen gesagt
haben wiirde, wenn dieselben - genau dieselben - Entdeckungen
von Fachphilosophen, selbst ohne alles Bumbum und Trara, in die
gegetzt worden wireni
Freilich wird das, was geschehen ist, wohl nicht allein

afis perstnlichen Eigenheiten der handelnden rersonen au verstehen

gsein., Die Neigung, es nur mit Mathematischeaernst zu nenmen, ins-

begondere alzo mit der Philosophie nicht, scheint unter Mathemati-
kern verbreitet zu sein, nach fuBerungen zu scnliefen, die ich
gelegentlich zu hiren bekommen habe, Auch Bolzeno, der
selbst Wertvolles zur Mathematik beigetragen hat, hat dieser Uber-
heblichkeit widergprochen, Leider kann 1cn dile Stelle nicht f'in-
en,
miast Bu wohl schon darsuf geachtet, dass die von Natur

zur Mathematik Veranlagten 1) aueh fir alle anderen Wissenschaften

ozusagen geschirft sind?" So lesen wir bei P 1l a t on (im

m

Staat). Damit war der Jiderspruch von A r i stoteles
nersusgefordert, der meinte, H i ppo kI & t e g sel wohl ein
! B USE 6

regohickter Geometer gewesen, im iibrigen aber dumm und unver-

pdoer AsyeTth Wint s ANeyEEIER ist, nach Toepl i1t 3,
. 3 $—o-n bDei P le t on nicht mit reﬁnn_ﬂnrt gsondern mit

mmtﬂﬂm&tlk zu iibe 1sptzsn.
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ist,..."., Selbst L. Eul e r soll gesagt
naben, es gedbe nichts Unwichtigeres els einen botaniechen Garten;

die ganze Botanik gei ni

nur eine Wigser

m

chaft in der Welt, die Mathematik

L -1 e
o0 GQUTrien wl

H
~

ung eleo nicht ibermisggipy wundern,
Erkenntnistheorie in die Mathematik hineinspielt,

che Eesgchiéftigung damit als genilgend ers

=

nur von den Intuitionisten,

zu dem Schluss, dass wi: nathematischen Tat-

gachen genau so gegeniiber stehen, wie jene dlteren Forscher, die
gekimmert hatten,
_‘ .+. _"'.I-.riL L(:_-.-E-EE_

sueshen und -zu dem was Du gefunden s
haben glaubst, dige h skennen unter
Zzu fPfiigung &iner gordentlichen Begrin-
i g 1 8
d ung.
u sollet dich also bemiihen,keine Schnitzer zu machen,

nichts

vor allem kein hochttnendes und leeres

iiberlegen,

- untar dem Vorgeben, dss sei Philosophie,
die Welt posaunen, unter dem Vorgebten, sel llogophl

e ———————————————————— e

1) Zitete nach W, Ah r @ B B, ¢

1 mA e !
1;'\a'-u' e O

ioug schier slle Wissenschaften

1ichts 2ls eine Spielerei und {iberhaupt

dess da, wo die

htet wiréd = nicht etwa

ngebenden Alkten,

ialbfertiges drucken zu lassen, iberhaupt deine Worte

cherz und Ernst in der Mathematik,

nn Be ¥

5
nimlich 1/,

i

die oberfléchli-

+

i
gena

Gegchwitz in
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ile Kritiker sollst du Gerechtigkeit Uben, niemandemjunterstellen,
wag er nicht gesagt hat, und Uiberhsupt nicht durch oberfRiéchliche
Urteilsbilﬂung anderen die Freude an ihrer Sache verderben. Auch
nicht dich fir einen I¥nig und andere, von denen du doch meistens
selir wenlg weilt, fir Kirrner halten, Glaubst du etwas gefunden

u heben, das den herrschenden Schulmeinungen widerspricht, so
gsolést du, nach reiflicher .bcrlptun:' eg sagen, unbekiinmert um
die dir etwa um den Kopf fliegen werden, Wenn du aber

einen Fehler gemacht hast, so sollst du ihn eingestehen und nicht

zu faulen Ausfliichten deine Zuflucht nehmen, iiberhsupt Niemandem

einen blauen Dunst vormachen, Auch gollst du nicht beanspruchen,
dass man dir auf dein ehrliches Gesicht hin oder etwa darum, weil
n in @&ttt in e n zuhause bist, etwas glaubt.

such fermerhin werden, wie ich vermuten michte. Mathematilker
sufgaben, die sie = zu Necht oder Unrecht - fur einwandsfrei

rectellt, sinnvell xxEritxem sneehen, 2u lgsen suchen, und

warden dabei, wenn sie es fTur g

gich deg Begriffe Hon-
tinuum. sowie dee indirekten Beweisverfehreng bedienen, Und wenn

der gewiingchte Erfolg ausbleibt, so werden gie, und auch wir,

1auben diirfen, dese ihre, vielleichi such allgemeinmenschliche

Unvollkommenheit die Ursache ist - dass 2180 "nhilosophische"

-
..... -—

Griinde nich cegucht zu werden brouchem,
Uné wenn eg Jemandempsehr gleichgiltig sein sollte, aus

welchem Grunde ihm die Losung eineg Problems nicht gelingt, so

wird die gedankenwelt der Mathematiker deriiber niecht zugrunde

~ehen. Je des wirde filr den Zustend unserer Wiegsenschaft nicht

den geringeten Unterschied machen.

wird dabei bleiben miigeen, duse prézis formu-

W
e

MAa .

|

In su

lierte Eehsuptungen, wie iiberall, so auch in der Mathematik,
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ricntig oder falsch gind, ganz einerlei, ob es sich um Endliches

oder Unendliches und um "werdendes" oder "fertiges" Unendlichesg

handelt,
Von dem Intuitionismus aber stent zu hoffen, dass er nun

bald als leere Schale in Museen aufbewahrt werden wirdl),

Ich komme nun noch einmal zu den Herrem B ro uw e r und
¥ e y 1, Ich habe némlich noch immet etwas auf meinem lediglich
mit Gift und Tinte gefiillten und daher pechschwarzen Herzen, Ja
es kommt mir so vor, als hdtte ich das Schlimmste noch gar nicht
gesagt., Es muss heraus, Ohnehin wird ja demnfchst "der Elitz des
W @ v 1'schen Gedankens" auf mich niederfahren,

Diese go siegeszewiss auftretenden asutorem glauben selbst

-t 4

nicht ernstlich an ihre Sache, :

Ist es denn schon je dagewesen, dass jemend, der eine be-
stimmte Art von"Wissenschaft) z,B, Theologie, als sinnlos hin-
gtellt, sich gleichzeitig um ihre Forderung bemitht7=/

ceid ihr denn Schauspieler, dass ihr heute in dieser Rolle

5
auftretet und motgen in jener, und dann wieder in der ersten?

Hichte kennzeichnet drastischer den Tiefstand, zu dem wir
bereits gekommen sind, als dess unsere Kritik nicht einmal Anstoss |
|

datan genommen hat. Xamn etwa nicht verlangt werden, dass der

Forscher nach seinen Grundsitzen lebt? Haben nicht eben diese

Intuitionisten, B r o uwer und W e y 1 verkiindet, die

Mathematik sei mehr gin Tun denn eine Lehrey

n bedenke doch, was suf dem Spiele steht! Ee geht um die

e

/issenschaft tiberhaupt. gin ernsthafter Forscher, der im Jahre

g |
-

2

W e y 1, Raumproblem, 8.48.

- W

S

Math, Zeitschrift, Bd.10, 1921, 5.39, 88.

) Siene z.B. W e ¥ 1,
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1925 den auf der einen Seite von den Michten der Finsternis in-
spirierten Zeitungskrieg der Minchener Neuesten Nachrichten ver-
folgt hat, wird nicht zweifeln ktnnen, dass unsere geistige Kultur
sich in einer grossen Gefsmhr befindet; wenn ihm des mizkk némlich

nicht ohnehin schon klar sein sollte,

Puke - ALL,

Hilbert ist (meines Wissens) der einzige Mathemati-
ker, der bigs jetzt den Anspriichen der Intuitionisten mit Bestimmt-
heit entgegengetreten ist, Leider muge ich nun auch ihm wider-
sprechen,

Auf die allgemeinen Fregen des Denkens, auf die es, nach
meiner Meinung, vor allem ankommt, ist H, Uberhaupt nicht einge-
gangen. Br will mit Hiulfe des Logikkalkils den ganzen Streit auf
dem Boden der Mathematik sustregen, Ich halte schon das fir einen
Fehler. Formeln dienen nicht immer zur Aufhellung eines Sachver-
haltes, gondern manchmal auch zur Verdunkelung,

Folgen wir H, eine Strecke weit, =o finden wir schon in der
ersten seiner neueren Arbeiten iber die Grundlagen der Mathematik
(1922) eine Konzession, die sogar noch iiber das hinsusgeht, was
die Intuitionisten verlangt haben, Diege Grundlagen sollen auch
bei H, "apschaulich" sein, nun aber in Sinneswehrnehmungen be-

s
stehen (wohl auch?zum mindesten, in Zrinnerungsbildern von sol-

chen).

Um dies mit gioherheit zu erreichen, wird an den Anfang der

5 ) 3 3
Mathematik, wie wir schon gesehen haben, eine Figur gestellt 4/,

e —— ————————— S —

" & =+ gnricint von eiche ogage A M 1ii
1YHiilber + gelbst spricht wvon Zelchen, Woga el A, Mii 11 erx

mit Recht Einspruci erhoben hat.
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Lie Figur 1 ipgt eine Zahl! Ebenso 1 + 1. 1 + 1 4 1,

Tiesae Wi s adnd - . " :
Uiese Figuren sind alle Zahlen, haden aber sonst keinerlei

deutung, Zur Abklirzung wird dann die Figur 2 fiir 1 + 1 und 3 fiir

1+ 141 gesetat, und wir erfahren nun mit Zrstaunen, dass diese

LR

=

neuen Figuren, die doch mit den anderen Equivelent sein sollen,
-

atwas bedeuten und "zur Mitteilung dienen", 2 + 3 =3 ¢ 2 ist

"keine Formel", sondern (?) dient ebenfalls zur Mitteilung. Vas

ist, nach H i 1 b e r t, eine Formel? Ich kann das unmiglich

ernst nehmen, mags es gerruh:en‘ von wemm es will.

Alledem liegt dieselbe Kritik zugrunde,

ten gelibt haben, ffi_@ mire sonst eine Neubegriindung der Mathema-
tik notig?

rateiichlieh finden wir ein geradezu verhingnisvolles Zuge-
gtindnis gegeniiber dem Forderungen der intuitionisten in einer
spiteren Arbeit H i 1 b e r t's (1925, 5.,173). Nunmehr wird aus-
gefiihrt, dass ein Esg pibt, wenn von Unendlichem die TNede ist,
vzuniehst” sinnlos sein soll, und es wird das an dem Eaispiele
des Satzes erliutert, dass es unendlich viele Primzshlen gibt.
Dies wird bekanntlich damit begriindet, dass, wenn p eine Prim-
zahl ist, szwischen p 4 1 und D! 4 2 mindestens eine Primzahl
liegen mues ./ Wenn nun statt dessen blos behauptet wiirde, dass
eine Primzahl existiert, die grisser ist als p, 80 wirde das
zwar ganz harmlos sussehen, aber doch einen"Sprung in's rrans-
finite" bedeuten, der ohne besondere Erdrterung und "gewisse
Vorsichtsmafregeln” ebensowenig erlaubt sein soll, als iﬂ#&r

er Ubergang von einem endlichen zu einem unendlichen
T W B A5

a8

2 - <
Analysis

orodukt es ist, Farum? erfanren wir nicht. In #anrheit wird hier-

i ——————— S

z T U 2 3 En?il' 2 2 .
1) Besser wohl zwischen D 1 und 2.9, p(»+2)
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mit des Entscheidungsproblem in seinem genzen Umfang aufgerollt,

=

iir hatten, bei auf Unendliches baeziglichen Fragen, die Behauptung

>

kennen gelernt - und zuriickgewiesen -, dasgs neben Ja und Nein

auch noch eine dritte Mdglichkeit besteht, die angebliche Unent-

scheldbarkeit, Jetzt heisst es, die Alternative Ja, Nein, sel

"zundct ' 1 b : : R n—
zundchst" sinnlos: Das ist kein grosser Unterschied. Driickt man

gich auf diese oder jene Art aus: In beiden Féllen wird der Wahr-

heitsbegriff negiert.Ausserdem lésst sich einwenden, dass, Was

(]
(Zunichet sinnlos ist, iiberhaupt sinnlos ist. Dass es entweder

endlich-viele oder unendlich-viele rrimzahlen geben muss, ist

a priori klar. Iertium non gatur!

Hilbert ist also Pinitiet geworden, und er erkennt
auch des Entschneidungsprotlem an, Weit euntr'ernt ist er jedoch
davon, wie Kronecker die Mathematlik aul laren konstruk-
tiven Bestandteil beschrinken zu wollen, Vielmenr glaubt er sie,
genauer die Analysis (und im Jesentlichen asuch die Mengenlehre)

nretten" zu kiénnen, trotz der "finiten Linstellung", die nach

geiner Meinung motwendig ist., Zwar gelten, wie i, behsuptet, in

Bezug aufl das Unendliche die logischen Gesetze nicht, die Menschen

geit gie denken, stets gebrauoht Leben, - aber wir wollen uns

erinnern, dass wir Mathematiker sind und uns schon &fter sus

solchen migslichen Lagen herausgefunden haben. (1928, 5.,174).

jegen die ohne Begrindungsversuch hingestellte Denauptung,

gogar ohne Einschrédnkung, die logischen

dess auf "das Unendliche',

jesetze nicht suwendbar sein sollen, muss ich Widerspruch erheben.

ie anders kinnte man wohl sBo etwas zu beweisen versuchen, als

1 1 ieche G TZe GLlE :.1?“ o & ] = d -91
duren Anwendung der logischen Gesetze, ci9 Ul das Unendliche

S hav Al s e o amnn AY o e
: al+tenn 801 1l : aben diesas Jnaudiliocnery
aicht gelten sollen, all GLEER

‘hne Zweifel denkt H, an die mengentheoretischen Paradoxien.
W ST T
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L] sese

[

rung der Logik zustande gekommen sein sollten? (35.(

= a

Dasg flr das Unendliche die Gegetze der Logik nicht gelten

S.}].llf.r., _1E3_t ,}cl &:15 : ol gmmen , Tm so weni IRT

n3s woal noeh niemsnd ancen
ist es #ine Selbstverstindlichkeit,

tung =011 erfolgen vermige eines eigentiimlichen Denk-

verfahreng, das den Namen Metamathemstik fiihrt, "Ideale Aussagen",

dle von

H., sicher zu Unrecht, den idealen Zahlen verglichen wer-

den, scllen eg ermiglichen, vom Endlichen her das Unendliche zu

i€ L WLEDS

1]

beherrschen, und sgo dem "Eg gibt", das vorher ein sinnloges Wort

- ?
war, nachtriglich noch einen Simn unterzulegen - eine jedenfalls
gehr ungewbhnliche Art, Begriffe einzufihren,
ie ideanlen i en, "G : ln, ren Gesamt-
it cuch als bezeich rd, ieuten an sich
pichts. so wenig wie di ahlfiguren (8.175, 176 - aber doch
pichtg, so wenig wiae ¥ Zah ; ,

gollen esie ein solches funder zu vellbringen imstande sein.

Dase Formeln nichts zu bedeuten haben, ist schon &fter vor-

1o M g i & - = 4 T 0 ¥t - 315 £
cekommen, aber dess der, der sle auigilellt, 6f gelbst sagt, dirfte
g A
new sflin ~ 7.,
& akecrx t Hecht bemerkt hat,
. e 4 ¢ oy o e} ’,
um eine - eine, die leer geht,

vufolge einer "préstabilierten Harmonie" hat H, den "Logik-
A S WY 165 L J -

Tt lk .J.]- M = prql ic ‘l 1:‘—,. I't ig VOTrge '\llLi'-'. en . 1 l'.-.- er sucht ihn nun f‘u,r
AL sw i F2 L0 A &5 E ”,

geinen Zweck auszunutien.

shrend in der klassischen kMothematik die Formeln zur Unter-

chiller und Mitarbeiter P. Bernays

1) Bei H 11 b e r t's Scl A : oo 4 e .

SN PSR R 24 ; . ein stelle aus Feust
PivAdat m 1ie erunglilckte Parodie .lhEr_Lt 1 B2
flnhgt ”H“nh‘fprlpn ?|‘ da stellt ein Zeichen zur rechten Zeit
".’C’h*;z'-,"}f*"' oo neisst @8, ist die Methode der i i 1 b e r t
gich e L1

schen Theorie. Lieser D erunay s iet ein wahres enfant
ECILE . R

terrible!
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gtiitzung des Gedankens und dazu dienten, Behauptungen, die sich
mit Worten nur umgténdlich wiirden ausdriicken lassen, eine einfa-
che Gestaltung zu geben, erscheinen gie bei H, beinahe als Selbst-
zweck, Sie filhren eine Art von Sonderdagein.

Dege esie, die an gich nichte bedeuten, dennoch fiir die
Mathematik eine Bedeutung heben, sgoll nun darauf beruhen, da
sich"ein jedes mathemstische Problem” formulierem, auf die "Spiel-
regeln"” des Logikkalkiils zuriickfithren lésst. Der gesamte Gedanken-
inhalt der mathemetischen Wissenschaft soll sich auf diese Weige
einheitlich ausdriicken und derart entwickeln lassen, dags zugleich

die Zusemmenhéinge der einzelnen Siitze deutlich werdem, und so soll

X

s

lem Formelspiel eine philosophische Bedeutung zukommen ( 1928,

r-;‘\
e} lw

Die Philogophie wiirde wohl besser nicht mit dem Formelspiel
verquickt wprden sein. Vor allem aber must ich staunen, dess H,.

8
von der Gesamtheit sller mathematigschen Frobleme redet, Diede ist

doch, nach finitistischen Grundsiizen, ein sinnloser Begriff,

denfalls, gerade auch nach H il bert, kein Begriff, auf

.
je

den Worte, wie immer, alle, jeder chne weiteres, also "gedanken-

angewendet werden diirfen, Hier liegt also ein weiterer

rgzﬁifﬂhlnr vor.
codppn will es mir scheinen, dass Zusammenhiinge in der

mathenatischen Wissenschaft such bisgher schon zur Geltung gekom-
men sind - anders als gugammenhéngend liset sich némlich Mathe-
matisches iiberhaupt nicht erweisen - und dass die Forderung des
Pormalisierens such schon bei Beschrinkung auf die bereite vor-
lisgenden Probleme nicht erfiillt werden kann. Wie sollte dae

Mihrbar sein, wmt bei der ungeheuren Mannigfaltigkeit von

sh 3 ; uf I Dazu
jestelten, in denen mathematische Frobleme auftreten! Dazu liegt
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i nhy 5 A — " . . . i
nicht ein ausgefilirtes Eeigpiel vor, alles ist Zukunftsmusikl

achten wir einen konkreten Fell, etwa wieder die Gold-
/ie sie "formeligiert” werden kenn, davén habe
-~ &8 fehlt jede inleitung dzzu, Nenmen wir in-
dessen an, oc sei geschehen - was kann damit gewonnen werden?
Uass dieser Weg zum Beweis (oder zur Widerlegung) der Vermutung
Goldbach'e fihren wird, das wi: A gelbet nicht glauken,
aAber es miisste sich, nach seiner These, mit [iilfe des Formelspiels
beweisen lagsen, dass die intwort f die Frage Goldbach's nur
Ja oder iiein lauten kann, Dann wiirden wir als 1 erfahren,
Lrnste - nicht blosdzum Z  dep Disputierens -
mand gezweifelt hat, uan ran_pueh gar nioht zu zweifeln
ist (B.CO). o wozu das W r ' eibungen steckende
REderwerk
Abe B r igh nicht einmal isl erreichen lassen.
i leher Richtunge sollen, ne en festgesetzten Spielregeln,
2ie FTormelsymbole an einander gereiht werden Lisgt die Gache
nicht uberall so, wie im Schachspiel? iat man dieses zu Ende
ienken konnent ) 18t Formalismus, der bei mechanischer Hand-

habung, ohne inh: yhes Denken, Je wag Wertvolles hervorge-
bracht hitte 1) per Logikkalkdl, f den verweist, 1sl gewics
gehr sinnreich erdacht, er lat sber unsere inhaltliche EBinsicht,
senn ickh mich nicht sehr t3useie, Noch niemals geftrdert, Ein
interegse" ist dafiir eine recht

ist, durch inhaltliches

e e e —————

1) Allerdings hat L. B
menchmal kluger &a.is

u l

nun

er gelb

dem Formelspiel, wie es angezeigt

hei

Denken leiten - &0 ¥enn sich nédch immer
e r bescheiden gesagt, seine Feder gei

m







nicht des ergeben, wes H. leisten zu konnen behauptet; selbst
dann nicht, wenn nie ein Fehlzug getan wird. Soll die Losung einesg
Problems, oder auch nur der Lisbarkeitsbeweis, durch Handhabung

eines Kalkille erzwungen werden, so wird immer esine gewisse Anzahl
von Ziigen zu tun sein TX, Dag Vesen p merschiert auf. Die ge-
nennte Zahl muse abhiingen von der Natur des einzelnen Problems,

und sie wird umso grbéfer sein, je verwickelter das Problem ist.

Eine Schranke fiir diese Zahl kann es nicht geben. Auch hier liegt

also ein Denkfehler vor - derselbe, den jemand begehen wiirde,

der nach einem finitistischen Kriterium fur die algebraischen

Zahlen suchen wollte, Die von K yuptete Uberblickbarkeit

geineg Formelwerks ist eine Illusionl

Und wie konnte gar H. sich zu einer Herausforderung ver-
steigen wie der, erst auf Grund der Einfilhrung seiner "idealen

Lussagen" sei wiggenschaftliche Methematik mbglich!! (1928,58.73).
~ ] ]

Ausserdem ist Herr H i 1 b e r t, der die Suggestibilitit
g0 vieler Mathematiker mit Recht beklagt, selbst der Suggestion
erlegen, Die Intuitionisten hatten Eeweise der Mangelhaftigkeit
der bisherigen Msthematik doch wenigstens vargucht!

Sehr sonderbar ist auch H.'s Stellung zum Begriff des Konti-
nuumg, Auch da hat er sich von den Intuitionisten einen Floh in's
Ohr setzen lassen. Jedenfalls ist das natiirliche EKontinuum fiur
H, kein ohne weiteres legitimer Begriff, (1926, s.164, 170, 190).
Nur auf dem Wege iiber die idealen Aussagen s0ll es zugdnglich
gein - und auf eben diegem Wege glaubt &, das "Kontinuumproblem"”
18gen zu ktnnen, des allen sonstigen Anstrengungen widerstanden

hat! 1) such das ist Zukunftsmsik!

1)

Siehe H a'u B daorf L, Mengenlehre, 1927, 5.40,
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Natiirlich kommt nun auch H. in das Dilemma, wvon dem fruher
die Rede war (5.00). Br macht es nicht wie ¥ e y 1, aber er macht

es nicht begser, ﬁé entzieht sich dem genannten Dilemma, indem er

ec _eskamofiert! Er verweist auf die physikalischen Grenzen der
Teilbarkeit der Materie und auf die Energiequanten der Phyeiker,
spricht mit keinem Worte vom Ablauf der Zeit und von dem Raume,
den die Atome einnehmen, such nicht von Kraftfeldern und kineti-
scher und potentieller Energie (deren atomistische Zerstiickelung
eine Umwilzung radikalster Art bedeuten wiirde), und von Farben-
enmpfindungen und dergleichen ebensowenig.

Dieses primitive Verfahren, iiber Brfahrungstatsachen hinweg
zur Tagesordnung zu schreiten, erméglicht H, die Behauptung, dass
wir in der Natur nirgends Kontinuen finden; womit auch wvon seiner
Seite der Enoten zerhauen ist.

it dem alten Satz ire non facit saltus ist es aus!

Eg igt gehr bp_d;'—r,uer],lcll'_ dage H., dem wir so Wertvolles ver-

denken, sich auf Spekulationen eingelassen hat, von denen ein
de

r Lag

7
3

b ]

guter Erfolg nicht abzugehen ist. Er befindet sich in
eines Generals, dessen Kerntruppen ohne andon ik anat o i
{ibergegangen gind. Es kann nur eines erfolgen. Der Gegner miigsete
ganz und ger auf den Kopf gefallen sein, wenn er die so geschaffe-
ne Lage nicht suszunutzen wiisste,

Jir figden bei Brouwerxr (1928) vier "Einsichten"
f&@uliert, bei denen es sich, wie er sagt, um reine Desinnungs-
ergebnisse handelt, die kein diskutables Element enthalten, und
zu denen Jjedermant, der sie einmal verstanden hat, sich bekennen
mugs . Es sind die folgenden:

1. Die Unterscheidung der formalistischen Bemihun-

cen in einen Aufban des "mathematischen Formelbestandds"







(formalistischen Bildes der Mathematik) und eine intui-
tive (inhaltliche) Theorie der Gesetze dieses Aufbaues,
sowie die Erkenntnis, dass fiir die letztere Theorie die
intuitionistische (7) Mathematik der Menge deR netirli-

chen Zahlen unentbehrlich ist,

Il., Die Verwerfung der gedankenlosen Anwendung des
logischen Satzes von ausgeschlossenen Dritten, sowie die
Erkenntnis, erstens, dass die Drforschung des Berechti-
gungsgrundes und deg Gliltigkeitsbereichs des genannten
catzes einen wesentlichen Gegenstand der methematischen

Grundlagenforschung ausmacht, zweitens, dass dieser Gill-

[="

tigkeitebereich in der intuitiven (inhsltlichen) Mathe-
matik nur die endlichen Systeme wmi'asst,

111, Die Identifizierung des Catzes vom ausgeschlos
-

jedes

genen Dritten mit dem Prinzip von der Lisbarkeit
methemetischen Probleus,

I¥. Die Erkenntnis, dass die (inhaltliche) Recht-
fertigung der formalistischen lathematik durch den De-
weig ihrer Widerspruchslosigkeit einen circulus vitiosus
enthdlt, weil diese Rechtfertigung auf der (inhaltlichen)
Richtigkeit &fﬂanx Aussage, dass aus der Widerspruche-
losigkeit eines Salzes die Richtigkeit diesss Catzes
folge, d.n, auf der (inhaltlichen) Richtigkeit des Satzes
vom ausgeschlossenen Dritten beruht.

vieran erscheint mir dreierlei als bemerkenswert;

hba B

(1) Dess Br. gich tatséchlich - wie er angibt - mit

’

g

ceinem Gegner iiberall auf gemeinsemem Boden befindet. Dass e

also recht wohl von der Annahne seiner vier "Einsichten™ durch

;;.waééﬁéfﬁﬁﬁﬁaéengtreitas in der Mathematik" (lies: des Streites
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l‘i. e 2 - L
mit Hilbder t) erwarten darf. jepen die iAnerkennung elnes

circulus vitiosus

in geinem Formalismus wird eich H. voraussicht-
lich striiuben, sber das kenn ihm nicht viel helfen, nachdem er

die These B r o uw e r's iiber das ausgeschlossene Dritte ein-
mal zugegeben hat, Antwortet er nichts, wie wchl zu erwarten,

0 ist auch das eine Antwort.
(£) Dass Br. nunmehr zu der Erkenntnis gekommen ist, dass

der wirkliche Gegensatz zum Formelspiel des inheltliche Denken

ist.

¢3) Less ihm jedoch die Einsicht fehlt, dass dieses inhalt- |
liche Denken sich nicht mit enschaulichem Denken oder lntuitionis—!

mus deckt, (Punkt I). Inhaltlich ist das Denken der gesamten

klagsigchen Mathematik. Der Formaliemue, den Br, mit Recht, aber
mit ungeeigneten Mitteln bekimpft, ist eine ganz moderne Mode-
krankheit!

|
i
|

Man gient hier go klar, wie man eg nur winschen ksnn, dass

der ganze peuere Grundlagenstreit ein Familienzwist ist, in dem

A s

beide Parteien Unrecht haben; oder ein Hader zweier Sekten der-

selben Religion, deren Angehdrige won Gespensterfurcht besessen

gind. Unter 11 erscheint das Entscheidungsgespenst mit seinen
Verbotstafeln, Kimmert man sich nicht darum, so verliert die

o8 nte Grundlagenforschung samt den Eimsichten
ganze neuere sogensnnte G g

111 und IV jedes sachliche Interesse. Und immer fehlt Basselbe:

Dar Grund des srundlagenstreits, die angebliche Fehlerhaftigkeit

2 1 | i at h% wi f 1. T"Z' 3 3
der klassischen Mathematik, ist nicht nachgewiesen azu beruht

auf derselben Verfilschung des yahrheitsbegriffs wie bei den
: i 3edan H i barts,
Intuitionisten auch der Gecansengang Hil
Auch das war kein glicklicher Gedanke, Schlachtrufe
s adk -

mije Intuitiom, hie Formalismus" austugeben, Eine derartige
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Disjunktion besteht gar nicht,

Erouwer nimut zu seinem letzten Aufsatz auch auf
die"formalistische Schule", d.,h, auf Schiler H i 1 be r t's
3eZug. Die Existenz einer derartigen Schule (und wvon "Schulen"
iberhaupt) iet ein besonders betriibender Punkt. Jiingere Mathema-
tiker sollten doch, wenn sie ihre Frobleme nicht selbst suchen
wollen, sich das genau ansehen, was ihnen auch von noch 8o ver-
dienten und noch so¢ sehr verehrten Lenrern empfohlen wird, vor
allem aber sollten sie ihre Arbeitskraft nicht an abstruse Auf-

gaben und namentlich nicht an sclche von angeblich philosophi-

)

chem Interesse setzen. Um in philosophischen Fragen ein sicnarea!
Urteil zu haben, sind sie noch zu jung. Bekanntlich ist nicht J
alles Gold, was glinzt, und die idealistische Philosophie, die J
auch bei H i1 b e r t, einem groBen Verehrer K a n t's, den
Untergrund bildet, glénzt nicht einmal. Die heutige Mathematik
ist voll von ungeldsten Problemen, darunter solche konkreter
Natur, die meines Lrachtens viel meir interesse haben, ale die
gegenwirtig vorwiegenden Allgemeinheiten von Problemen, bei de-

45

ren Bearbeitung men hoffen kann, auch die Gehonheit der Mathe-

matik zur Geltung zu bringen, die gewthnlich ein Traum bleiben
musg, In einem englischen Kinderbuch steht der (wenn meine
Erinnerung nicht triigt, von S tevens on herrilhrende)
Vers:
The world is so full of won-
derfull things,
I'm sure we should all be
ag happy as kings.
An der"Matamathematik" hat schon §, BEecker eine
ﬂritikfgedbt, mit der sich das hier Vorzetragene in Einklang

befindet, Besonders gei auf B.'s lichatvolle Ausfiihrung iiber

ias Hinreichend-Xleine verwiesen (1907, $.772),
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In die Kempfrufe der mathematischen Intuitionisten hat, wie
nicht zu verwundern ist, ein Philosoph aus der Schule H u s -
e erl's eingestimmt,

Ich werde iiber 0, B E ¢ k e r's Philosophie der Mathematik
nur noch weniges zu sagen haben. Darin aber wolle man nicht etwa
einen Ausdruck von Geringschétzung erblicken! Es hat sich so ge-
fiigt, dass fast alles, was ich 2u bemerken hitte, schon vorher

gesegt worden ist. Vor allem winsche ich keinen Zwaifel dariiber

sufkommen zu lassen, dass ich den wiggenschaftlichen Ernst von
B.'s mathematischen Studien durchaus anerkenne. B. unterscheidet

sich dadurch von so manchem der Philosophen, die {ber Mathematik

geschrieben haben, Die Einwinde, die ich zu erheben haben werde,

4w
liegen samt und sonders auf philosophischem (Gebiet, Sie besagen,

-

ass B, auf ein falsches Geleise geraten 1st,

=

B, ist Peychologist von reinstem Wasser. kI hat die gesamte

weser ls dritter Periode, auch noch eini-

Phnilosophie von I
ges mehr, samt der Pnilogophie H e i d e g g e r's, mit Haut und

Hasren hinuntergeschluckt 1), Auch dem Intuitionismue ist er an-

heimgefallen, wenn auch nicht genau im Sinne von B rouwer

und W ey 1, die ja anscheinend aueh nicht in allen Einzelheiten
ibereinstimmen.

————

1)

~azt in einer Rezension von B.'s zweitem Buch

M, G s igerxr 3ag: P ps - ,
j1928), B. habe nicht alles richtig v?raaundfn. In der Art des
thilosophierens scheint mir jedoch zwischen B. und den genannten
Lﬁilogoineu eine vollkommene :ber§1n§t1mmung zu bestehen, Auch
é}bt B. an, dass seine Arbeit im Verkehr mit Husserl

w ¥
entetanden ist {.-.144}4
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Der Geometrie, deren Begriff B, in dem schon besprochenen

sy Schreibt B, einen "eigentiimlishen Doppelcharsk-
%%, §.,388), Sie goll némlich ihre"Begriindung" einmal
Gebiete des reinen Verstandes, dann aber auch aus dem

der sinnlichen Anscheuung ziehen. Hier erhebt sich der
Einwand, dass es sich nur im ersten Falle um eine Begrimdung, im

zweiten aber um eine Motivierung der Voraussetzungen (lypothesen,

%

L

Axiome) aben dieser Begrindung handelt B . Ilch glaube, dass aucl
vom psychologischen Standpunkt aweh hier eine scharfe Trennung
recht wohl mdglich ist.

Als seine azwei Houptprobleme bezeichnet B,,
gchen Schrift (5.367):

1) Das Problem der rationalen Zrfassung des Schlicht-Anschau-
lichen, Speziell: Geometrische ldealisierung, Limes,

2) Das Problem der Kontingenz <{ Wie kann niecht nur das
Empirisch-Kontingente, sondern gerade das Apriorisch-Eontingente
iiberwunden(jwerden? Insbesondere; Wie kann der scheinbar (?) kon-
tingent-materiale Gehalt der geometrischen Axiome transzemdental

Loy f.F-n.:’ Aow' S
begriindet (7) d.h. als notwendig, seiner scheinbaren Saf&rizim

entriieckt, verstanden we rden?

Das erste "Problem" tsull, "in der iliblichen mathematischen

Terminologie ausgedriickt", nichts anderes sein als das Kontinuum-

: . o ah R A ng p— /)
problem (11); das zweite aber ist, nach B., das "‘roblem d

gometrien.

e

schen

-——

{vpothesen kionnen rnemals begriindet, sondern immer nur motiviert
B Mn et Ave mathk Fy polemin

ward (baaglina (W Ave pas e : y o ) )
,':er{;?r}.::.}.-f{., sj_.t in scholastisches Wort. Ls bezeichnet eine Art
19-”—-—",?.“' "ﬁT reit”. nimlich dae "iuch-anders=-Gedachtwerdenkdénnen" ,
von "zufalligkelt™, HAaAswc At e i i

e .ent ist zum Beigpiel die Gravitaliom,

y
Konting
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Die T $ 4 xa ' " :
i8g ]Et.,l‘lat‘l". bB., die prézise ‘: Formulierung seiner Froble-
matik,

Ch kKenn nicnt einrdumen, dess durch die Esurteiluns einer

80 beschaffenen Problemstik unsere hingicht gefiirdert wird. Bine
cusammenstellung von Worten mit einem Fregezeichen dahinter ist
nicht immer ein Problem, und in diesen Fidllen iest gie es wirklich
nicht - auch nicht im zweiten, wenn man das versteht, was der

Autor meint.
Ich wende mich zu B.s zweiter Schrift (1927), in der die

=el 2174

mathematische Existenz abgehandelt wird.

Der Gedanke, dass der gegenwirtig von wielen in Acht und

Bann getane "Existential-Absclutismug" der griechischen Mathema-

tiker am Ende vielleicht berachtigt sein mdchte, oder dass er,
wenn nicht berechtigt, doch mindestens eine porgfiltige Exrdrterung
verdient, taucht bei B, nicht einmal f, Er iet dermaBen wvon

den Lehren H u s 8 e r 1's eingenommen, dasse er selbst in der

Mathematik iiberall Phinomene, und nichts als Phanomene sieht.
Sein Thema ist der "Seingsinn" dieser Phénomene, - wobei ich
mir {iberhaupt nichts denken kann, Pie von e 1degger

k - u ’ . E
begrindete Forschungsweise der Mmermenentischen' Phinomenologie®
wird zur Anwendung gebracht, Le handelt sich dabei um die Herme-

neNtik der Faktiwitét (!) oder wa "Ontologie”, d.i. um die Aus-

legung (?) menschlichen paseins{!). So hat denn B, versucht, die

mathematische Existenz, nimlich das, was er darunter versteht,
Mmlﬂtich A
in den Zusammenhang des waenilionen Lebene hineinzustellen, der

21s der allsnthalben grundlegende Interpretationszusammenhang

o .,j‘ i P 5 = b W
P w e b £ ey A T RY Y
{iberhaupt snzusehern igt, (O=yYswies 5 ) ).

.Bler ia"
Netiirlich kommt in diegem Felle nur des 'unthumutlsihignfase1n

. " i T el i "-
in Betracht ag Methematisieren (TS Vodud LPaepag) )
1 Betracht, LAE k&







ist, analog dem Philosophieren und Musizieren, eine Weige leben-
digen Daseins deg Menschen, Die Mathematik, nicht etwa der Inhalt

von Zeitsehriften und Lehrbichern

L

sondern die Mathematik selbst
ergohieint als der Uiﬂﬁerschlag mathematisierenden Lebens, s0 wie
die Kunst Niederechlag des kilnstlerischen Schaffens ist.

Uieces alles ist nehezu wirtlich aus Bls Vorrede entnommen,

Im Texte lesen wir dann unter anderem und Khnlichem (8,761):
f Zug im historiscnen Dasein (?), sie ein archaisches
J : 1 3 3 .
Brbstiick (1), sie bezeichnet die liaturkebundenheit und
|’ Basiaran i
: die relative Ungeigtigkeit measohlichen benkens. (Vom

fodes (!) durch die Voraus-
gicht der Zukunft und die Beherrschung der HNatur, das

atur-

4t

{ier ist pewisgs jede Kritik iUberfliussig.
ioh zitiere nun weiter aus der Vorrede:

Aber .... iet die Mathematik sonst nichts?

3eht sie nichr gerade am ehesten von allen menschli-

chen Betdtigungen auf' Gegenstindliches, Ob - jektives,

in - gich.- ewig = Seiendes? s lésst sich nicht
f

leugnen, dass LU X . auch diesen rein gegen-
4

gtindlichen" Sinn hat. E& igt die Frage nicht abzu-

weisen, was es denn besage, dnes die "Husgere Welt"
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foch offenbar von mathematischer Harmonie ....

aurchnerrscht und durchleuchtet igt. Cieses grole

[ T34 am H - o , Torem " " \
\~lese nervorhebungen rihren fast alle von mir her.)
&in ehnrliches Bekenntnig! Ler Autor ist in eine bise Sack-

- 0 - N 11w - - aal ol 1 9 $ -]
gasse geraten, Und er wird sich niemsls herasusfinden, es sei denn
aem Echeine nach durch die Methodik H u s & e r 1's und anderer
= ik e
mit der man iberhaupt jedes "philosophische Problem" lHsen kann,

wenn der lnhalt der lMathematik mensctiliches Produkt und

insbesondere Kulturprodupkt ist - wie kann es dann méglich sein,
dage die Natur iuberall mathemstischen Hegeln folgt? Ist die Natur
nicht viel dlter als wir? Und gar als unsere Kultur? £ind nicht
auch wir gelbst Naturprodukte, und sind wir nicht eben darum,
weil - zugleich allen gnderen Thieren - arade wir uns intel-
lektuell weit genug entwickelt haben, fihig geworden, Mathemati-

rrkennen’

L,
=

sches sowchl an sgich ple im liaturverlauf

™3 o P - {
reg Fiesgko der anthropozentrischen

W

Ich kann mir kein drge
deltauf'fassung denien als es in diesem Bekenntnis liegt!

In dem Streit zwischen Brouwer und H il bezrxrt

nimmt auch B. den sonst von ihm verleugneten Standpunkt eines

Tertium non datur ein. Auch B ec¢c k e r gocheint wie B r o u-
wer 2zuglauben, dass die grolen Mathematiker der Vergangenheit
niecht "inhaltlich" gedacht haben., Aber wie haben sie denm gedacht?

Btwa formalietisen?
Fiir den Intuitionisten - somit auch fUur B, - beruht die

reine Mathematik auf einer Reihe von intuitiv zu erkennenden (7)
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mit der Abstammungslehre unvereinbsr sein kénnte, natiirlich auch
nicht,

Sie ist willig ungeniesbar, diese Fhailosophie von H u s-
serl, Hleidegger und Becke r, Das Erbstiick einer

ursprunglich halbtheologischen Weltansicht 1), die sich won
Kant her mit allerlei Variationen, in der Hauptsache aber
immer sich selbst gleich, durch hundertundfiinfzig Jahre fprtge-
pflanzt hat, von einem Philosophen zum anderen, von einem bald
phantastischen ¥ttt rockenen Buch zum anderen, lingst ohne Be-
rihrung mit der Wirklichkeit,

Vielleicht mag dieser Fall dazu dienen, dem einen oder
anderen der vielen noch im Idealismus befangenen Mathematiker
die Augen zu 8ffnen.

Bel alledem gehtrt E. nicht etwa zu den von Natur unklaren
Képfen (Vgl., S.000, 000). Aber er hat sich offenbar stark beein-
flussen lascsen.

Ganz anders als seine Philogophie sind ohne Zweifel B.'s
higtorische Untersuchungen zu bewerten,

Sie scheinen, wenn ich mir eine Meinung in elner Sache er-
lauben darf, in der ich eigene Studien nicht angestellt habe,
nieht nur erfreulich, sondern so;a{ gehr erfreulich zu sein,
Freilich hat ihm auch da seine Voreingenommenheit einen bisen

Streich gespielt 2), Aber es beruht dﬂﬂh, wenn ich mich nicht

L]

Fr

1)

2: Das Jrundproblem deg Kantisgschen
¢ Leibni z'schen Denkeng ist die richtige
niltnisses von Gott und Mensch .... Antwort
P

T

Becker, S.7
wie auch schon d
Fixierung des Veris
auf diese Frege
matik, C quopure)

3
i

I
g bes

jehe die schon zitierte Uberhaupt sehr beachtenswerte Rezension
voﬂ' ceiger (1928), S.414,

Di
=fimmt suoh K e n t's Philogophie Jer Mathe-
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sehr tdusche, alles auf griindlichen Studien, und seine Darlegung

iber zthematik der Oriechen (5.570-588) wird durch das
"Prinzip des transzentalen Idealiemue" nicht gefihrdet. Ich habe

viel Interessantes und fiir mich Lehrreiches darin gefunden,

ich schliesse mit dem Ausdruck der Hoffnung, deass

seine Grundansicht revidieren und vom Begriff des

Problem

eine gesundere Vorstellung bilden wird - er ist wohl moch jung

zenug dazu. - und dess wir ihm noch vieles Gute zu verdanken haben,

werden,
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__f.f;f_w ahl aus der Literatur

Titel ;;ﬁ ;?;ffi?ﬂﬁuuﬂg?mﬂnstal1ugF enthéilt die vollsténdigen
bl S s o Schriften, die im Texte meistens nur mit
Hamen und Jahreszshlen zitiert gind. Weitere Titel gind hinzuge-
uxgt, Eumnlgt solche von Schriften historischen Inhaltes; sie
sollen dem Leser die lMoglichkeit bieten, sich von manchem ein
FOllftinPlJﬁEQS Eild zu machen, als es im Texte gegeben werden
konnte, Zur Erleichterung der Ubersicht sind Schriften ausgespro-
chen idealistischen (und alse psychologistisehen) Inhaltes ‘mit
Kreuzen, solche realistischer Tendenz mit Sternen versehen worden,
: Dags Jjede Wahl ihre Gefahren mit sieh bringt, weilss ich,
Ich weiss aber auch, wag das sicherste littel isf,,Leaer zur Ver-
zweiflung zu bringen. Haben die Autoren wirklich des alles gelesen
uncd genugend gepruft, was sie une mit so viel Gewissenhaftigkeit
aufzahlen und zum Studieren ehlen scheinen, Was fiir einen
€inn het diese Leidenschaft zur Vollstidndigkeit, die dem Leser
fast unmégliche Zumutungen stellt, nur um ihm eine Bnttiuschung
nach der anderen zu bereitem? Ich habe algo auf diese Art von
Objektiviti ht werden verniinftige Leser
finden, das tel immer noch eher zu wviele als
Zu wenige s

£

t verzichtet., Vielleiec
g der aufgeziéhlten Ti
. * 1 A\ -

1-3:1'1 / -

[ Fasmn  oonesd s o A
(aulll RTELEN ie€li,)

: i : T
181(_"*' B. Bolzeano. Eeitrige zu einer begriindetén Darstellung

der Mathematik, (Neu hersusgegeben mit dem Haupttitel)

Ehilogophie d {, Fels, 1928)

ol 1

v}

183?% B, 01 zeno, gissengchaftslehre, Bd.l,

T i 1

(Die beiden ersten Bénde dieses Werkes sind 1914 von Hiffer

neu herausgegeben worden, Jjetzt vergriffen, wie der Origi-

naldruck. Eine neue Ausgabe des Ganzen ist in Vorbereitung)

JHE]*IE. Bolzamno. Paradoxien des Unendlichen. Aus dem Nach-

lags hersusgegeben von Fr, Frihonsky, (Mit Anmekkungen neu

B ™
|

herausgegeben von I, Hahn 1920, Der Text £0ll nicht ganz

verliésslich sein)

1672, F. E1 & i n. Vergleichende Betrachtungen uber neuere

L8

3 ] yrd i anutune 4 1T Y vacrri PP
zeometrigche Forgchungen.(Ledeutung des Jruppenbegriffs

fiir die Geomstrie. Auch in den mathematigchen Annelen

Bd. X¥L1I, 1893.)

= s i _ 4 S kit
1) von F r i nk e 1 (1928 u.254} werden allein zum ;%emi
: ;?smua nicht weniger als achtzig Schriften gqnannt ‘abﬁegahen
von der schon erwihnten Literatur." Dazu beginnt diese Liste
mit den Worten: Es geniige hier!
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+
1879 .

1883,

189 3.,
1900%

1904.

*

N J-.llu_l £ I_.____.__-_

L

Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zshlen.

R

(Spétere Auggaben £ind gleichlautend.)

o V., Helmhol+tz, Die Tatgachen in der Wahrnehmung.

(abgedruckt in H,v.H., Schriften zur Erkenntnigtheorie,

herausgegeben und erlédutert von P, Hertz und M, Schlick,
1921)

G, Cantor. Grundlagen der sllgemeinen Mannigfaltig-

keitglehre, Ein mathematigsch-philesophischer Versuch in der

Lehre des Unendlichen, (Auch, unter anderen Titel, in demn

Math, Annslen, BEd.21)

G, F r e g e, Die Grundlagen der Ari

Eine logisch-

mathemetische Untersuchung iiber den Begriff der Zahl.
e - ){-"I.
H, v. Helmhol t z, Zihlen und Messen, (Abgedruckt wie

Sehrift von 1879)

R. Dedekind, Vas gind _'g_xg_i wag sollen die Zghlen?

i S S —

(Vierte aAuflage 1918, mit einem zweiten Vorwort)

yrundgesetze der Arithmetik, I. (Vorwort)

E, Husger]l, Logische Untersuchungen, I. (Zweite Auf-

..... ————

J, Tannery ot J,MolkKk, Principes fondamentaux

de 1'Arithmétique. (Historisch. Eneyelopédie des Sciences

e -

Mathématiques, Bd.I)

ingseheim et J, Molk, lombres irratio-

S S

naleg et uiﬂiun deg limite., (liistorisch, Ebenda)

e

ammel-

0

A\, Ry i eh 1. Logik und Lrkermtnigtheorie. (In dem

werk nltur der Gegenwar

oinecaré. Science et Méthode. Deutsch: iissen-

He &£

schaft und Methode, mit Anmerkungen von F, und L, Linde-

mann, 1914,
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1913,

1914t

SIBY w-

A, Vo s g, Uber dag Wegen der Mathematik, (Zweite Auflage)

4o YO 58 8. Lber die mathematische Exrkenntnig. (Sammelwerk

Fultur der Gegenwart, Teil I11, Abteilung 1. Vorzugsweige
higtorisch.)

J,. VO lkeaelt. Gewi

.4}

sheit und Wahrheit., Untersuchung der

Geltungsfragen als Grundlegung der Erkenntnigtheorie.

-

G, F r e g e, Der Gedanke, (In der Zeitschrift; Beitrige

gur Philosophie des Deutschen Idealismus,
glsw’:wa AL b pan bt

A ¥

"F r Y B - v . 1. &
A, Pf inde r. Logik, (Im Jahrbuch fiir Philosophie und

Bd 1.}

Phiénomenologische Forschung, Bd.IV. Auch als Sonderdruck)

B, Rus s @1 1, Einfihrung in die mathematigche Fhiloso-

phie. Deutsch von E, J

jumbel und W, Gordon, Mit einem
Vorwort von D, H il bert,

E, E t udy. Die Realistische Weltansicht. Zweite AuTlage

=1

I. (2Zitiert R, W.)

tik und Physik, (Zitiert M, Ph,)

g:.

t
A
i
L“‘
£
D

3

o

¥F.Enrigues.,dnureri reali. (In dem Sammelwerk

;ui!tiori riguardanti le Motematiche elementari, Dritte
-

vervollstiéndigte Auflage. - Lrste auflege 1912).

o 0 e T . I Die mathemstigche Methode. Logisch—-erkennt-

nistheoretigche Untersuchungen im Gebiete der Liathematik,

o T . :
Mefanik und Physik.

» Bounut roux, Das yissenschaftgideal der iiathemati-

1 *'T"-. B wri &y 3
ker. Deutsch von H, POllaczex - Geideinger. (Vorwiegend
historisch. Das Original iet im Jehre 1920 erschienen,
Die deutsche Ausgabe mit Pelgchen Verfagsernamen auf dem

Titelblatt: *Emile Boutroux, Membre de 1'Institut!)
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.l esse undH, £ch ol z, Die Grundlegenkrigisg in

Ay ori el | Fal v
1er griechigchen Mathematik

oL H B T4 ]
C, H8514d er, Die Arithmetik in strenzer

AT - T % (g, F - . . .
Zweite n.q.llu'.l._rf.'.' L\;_.I".“._,u'; "‘__]_flu.'_:;F‘ 1;1],.-’*"'

—

(Zum Thema des zweiten Teiles.)

L.Xronecker, Uber den Zshlppbegriff, (Journal

o
ra
« —t

h_.
L'

vathamatilk B .1 3
Mathematik, Bd&.101).

E, ilett o, Uber die arithmetisch-algebraischen Tendenzen

Leopold Kroneckerg. (Papers read at the

Congress, erschienen erst 1898,

L, B, J, Erouwer, Intuitionism and
M1 T o L% & o= Ay we . P + b |
.\_;_,u.lll-ﬂl.lll ol The aAmerlcan muatilan Al

- 4 3
flg & g 1 ncC alk L.' 4 'P::J.l_r-:l_‘-‘A = ) s .

Mathematical

a 8 ¢ h, Die Forderung der Entscheidbarkeit.

beriecht der Deutschen

wvtiker-Vereinigung, bd

H, # e y 1. Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik]

(iathematische Zeitschrift, Bd.l0)

; . Heubegripndung : :
D. Hilber t. Xedommoxems kXt der Mathematik,

1]

(Abhandlungen aus dem Methematischen Seminar der Universi-

tit Hamburg, Dd.l)

( ramati 1 wnalen. 18 )
(Methematische Annalen, Bd .28)

gischen Grundlagen der Mathen

e

zur phinomenologischen De rriindung

0. Bec k a r, Ceitrdge zur

der Geometrie und ilrer phypikelischen

Anwencungen, (Im

hen Forschung,

riir Phileosophie und phédnomenoclogisc

« AT DUCIL I

Byd.0)
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en

auggeschlossenen Dritten, insbesondere in der Fiykitionen-

#
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theorie, (Journal fir Mathemetik, £d4.154)

t. Uber daeg Unendliche, (Math.,Ann,Bd,95)

—_— e

19256, H, W @ y 1, Die heutige Erkenntniglage in der Mathematik,

I. Auech sle Sonderdruck)

i, W e y 1, Philosophie der Mathematik und Naturwissen-

schaft. (Im Handbuch der Philosophie, I, Auch als Sonder-

3 > T 1 < . " ¥ e e - W " Ty . B I .y By - oy
1927, G, e g k e r, Mathemptische Existenz, Untersuchungen zur

ot

Logik und if] ologie mathematigcher Phénomene, (Wie oben

- £

Jahrbuch fiir Philosophie, Bd.8. Aunch als fonderdruck)

P.Hilbert, Die Grundlegen der Mathematik. (Abh.a.d,

1, Sem,, Hamburg, Bd.6)

1928, L, B. J, B r ouw e r, Intuitionietische BHetrachtunzen

(citzungeberichte der Preussischen

1928, gion des zweiten Buchesgs von (O, ,Secker

~ - o ] . ) 4 3 e 2 v ot op
(1927) .(Gtttingische gelehrte Anzeigen)

928, A. Franenk e l, Einleitung in die Mengenlehre.Dritte

o

Auflage, EKapitel IV.V. (Sehr vollsténdige Literaturangaben.,
Pin Auszug daraug ist im Jahre 1927 unter dem Titel

7zehn Vorlesungen iiber die Grundlegung der kienzenlehre

erschienen,)

1629 E. ¢ + u d v, Die angeblichen Antingmien dér lencenleh

J s
VAT 8 gk

gitzungsberichte der Preussischen skademie der Wissenschaf-

Ay T +1v =11 haher
'TI'TI'J.. {‘.‘u.-.:.; ellnzell LU Laoall )y













ANHANG,

Es folgen jetzt die Blétter,die dem Studyschen Manuskript

ungeordnet beilagen.Sie rithren von frilheren Bearbeitungen

unddie Stelle,an der sie frither standen,ist nicht mehr
Sicherheit anzugeben.In den endgiiltigen Text sollten
nicht mehr eingefiigt werden.Die Seitenzahlen der beiden
hierher abgedruckten Manuskriptteile folgen ltickenlos
aufeinander.Die Wiedergabe der folgenden Blitter geschieht
also nur aus dem Wunsche heraus,hier alles susammenzustellen,
was sich im Studyschen Nachlasse zusammen mit dem Buchmanue

skript vorfand.
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natikern, denen, wenn sie nur
das Wort Axiom horen, Ehrfurehtsschauer durch die Gebeine rie-
seln, Worauf es ankommt, ist, mdglichst unversténdlichen "Tief-
slmn® hervorzubringen, der gesunde Verstand, der in unserer ver—
worrenen geistigen Kultur auch sonst zur Seltenheit geworden ist,
Wird gar nicht befragt, Er ist eben - und wird somit durch
ein Yort kexmishertx bezeichnet, das schon seit ldngerer Zeit

auf’ dem Wege ist, sich zu einer Ausdrucksform fiir tiefste Fjering-
schétzung zu entwickeln, Besonders in einem Teile der heutigen
Mengenlehre - ganz und gar nicht in der Cant o r's -

hat sich, wie wir noch sehen werden, di nvernunft 2deuten-
den Dimengionen entwickelt

Es gibt eine Menge von Mather
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Anmerkungen und Zusghtze.

Die "Hevolution"” in der Mathematik,
£4 Satz O0. Zin Fall, in dem suf eine im Sinne
zu gestaltende Beweisfiilhrung nicht wohl verzichtet werden kamn,
bildet den Gegenstand von Arbeiten, die ihres ungewthnli
rektere wegen Aufsehen erregen mussten,
#orum es sich dabei handelt, so0ll am EBeispiel des

Fermat'schen Lehrsatzes" erliutert werden, der behauptet, die
ileichung
xB 4 y0 = g0
sei in positiven ganzen Zahlen x, y,2 und n unldsbar, wenn
nyz2 ist,
ekanntlich sind, durch Z2 Jahre, alle Bemihungen, diese

Behauptung zu begriinden oder zu widerlegen, ohne Erfolg geblieben,

Die meisten Mathematiker zweifeln nun nicht daran, dass
menschliche Unvollkommenheit die Ursache des bisherigen Scheiterns

solocher Versuche sein miese, Vielleicht wiirde es doch noch gelin-
ren, der Sache auf den Grund zu gehen, Jenau genommen muse S

auch noch mit der Miglichkelit g rechnet werden, dass diese Aufgabe
und noch viele andere zu schwer seien Iur die Kipfe auch der klig-

. B e dknatt 1w e e
sten WMenschen, CQeren Fassungskraf't, insbesondere fir 1

von Schlissen nun einmal nicht unbegrenzt ist, Im

wirden gewisse Probleme, unter ihnen das genannte, prakti
Wi lTis & -

nicht geltst werden kimnen. Die Sache wirde
gichlich, nicht gelist werden kO 1

en wie bei der viel einfacheren, aber freilich

der “&hl, die im Iezimal bruch fur

nl0
’.

regganten Frage nach

et ah { amm \.__1 wil 5 e :: i -
em Komma an der Etelle gteht: liiemand wiird i
h n LD

vyon &£ a

chen

ange

letzten

ihnlich
auch sehr uninte-

& hinter

8 ch

-

rrossen™

Katten
Falle
tet-

sal

lie-

erforder-
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liche Zeit aufbringen konnen, von der nicht minder notigen Geduld

£ GLld e FAy"s ‘, 4 | l\'. (] 3T 1 o Pp——
& cawelgen, Lie haben nun
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Jnd es gibt noch eine andere"Denkmbglichkeit", die, wenn
man es geneu nehmen will, gleichfalls in Betracht gezogen werden
muss. Die gesamte Arithmetik berunt auf dem such den Laien geliu-
figen Rechnen mit natiirlichen (poesitiven, ganzen) Zahlen, Es kinn-
te nun sein, dass wir diese Regeln noch nicht vollstindig kennen:
Eg wirde noch etwas hinzuzufigen sein, wovon freilich Hiemand die

entfernteste Vorstellung hat, In diesem Falle wiirde miglicher

T Ad W - T 3
feise die Frage nach dem Richtig oder Falsch des Femat'schen Satzes

b ]

mit unseren bisherigen Mitteln wirkliech nicht entscheidbar sein,
Aber auch das wiire denn wieder eine Folge menschlicher Unvoll-
kommenheit, ebenso wie in dem vorher betrachteten Falle.

Dem gegeniiber haben nun verdienstvolle Mathematiker, wie

H, L. T. Brouwer und H, W e y 1, die sich, ich weiss nicht

warum, Intuitionisten nennen, darauf aufmerkssm gemacht, dase noch

mit einer anderen Miglichkeit gerechnet werden muss, Ee ist denk-

dass gewisse Fragen, wie eben die des F e r m a t'schen

(=1

bar,

Problems, selbst von denkenden Wesen mit unbegrenzter Lebensdauer
und Geduld, unter keinen Umstinden beantwortet werden kinnen.

Neben der Beantwortung durch Ja und lein steht in der That, als

L, = i
"Denkméglichkeit"”, noch dle‘ﬂlgggzkntschqlﬁbnrhgigl Yun beruhen
aber nicht wenige Schliisse der Mathematik, wie auch anderer Wis-

genschaften, suf der Annahme, dass es eine solche dritte Mbglich-

keit, wenigstens fiir die genannten fiktiven Wesen, gar nicht gibt.

( Annahme des Ausschlusses neines Dritten"). Zum Beispiel wird
irgend eine durch einen verwickelten Prozess definierte Zahl ent-

weder % 1 oder =1 gein, Gelingt es, die eine Alternative auszu-

gchliessen, S0 bleibt num die andere {ibrig, und damit hat man ei-

nen Lehrsatz. Nein, sagen die Intuitionisten, #s gibt eben noch
= &4
ein Drittes. Und demit bricht ein grosser Teil von dem, Was nach



von Eile
oken  [a
erstom iz

u




insicht der meigten Sachverstidndigen wohlbegriindet war, zussmmen,
Vieles, ja der grésste Teil der heutigen Methemetik, wird einfach

dber Bord zu werfen sein, enderes bedarf einer meuen Ableitung,
tei der vom ;'-.i:::\..“nlu&'-t: der dritten Llternative nicht Gebrauch zu
machen ist, Man kann sich nicht leicht ein radikaleres Programm
vorstellen, oder eines, dessen Verwirklichung noch beschwerlicher
Widre,

iag sollen wir nun davon denken?

Vor Jahren igt einmal ein Bueh erschiensen, auf dessen Titel=-
blatt zu lesen stand: Zweite Lieferung des zweiten Bandes, Ler
von einer Zeitschrift bestellte Referent bemerkte dazu ganz tro-
cken; darten wir mit dem Rezengieren, bis die erste Lieferung des
ersten IZandes erschienen sein wird!

Nun ist das, was wir bisher von der Ausfihrung des
derten Umsturzprogramme zu sehen bekommen haben, alles gines

zweiten Bandes zweite Lieferung. Vas den Anfang bilden miisste,

fehlt: Ein nach den eigenen Grundsitzen der Intuitionisten, und

einfacher

dazu durch lilckenloge Aneinanderrsihung einfacher Schlusse, gefihp

ter Beweis, dass irgend eine bestimmte Frage der Methematik, die

nach den bisher in Geltung gewesenan ingichten eine guf Ja und

-

(ein gzestellte imsismt Antwort zulassen muscte, gie gleichwohl

nicht haben kann.
Es zeht nicht an, zu proumentieren: Sollte einee Tages der
geht nict B4
Lehrsatz bewiesen oder widerlegt werden kinnen,

+* 1 n@g
Ferma t'ecne . s

nun, SO neamen wir eben ein anderes Beigpilel, An Fragen, die lie-

mand zu beantworten weiss, war in der Mathematik noch niemals

anzel. der Hinweis darauf lehrt uns gar nichts, und die Konstruk-
Fanged, 3
& T o a1 wicl lter 'f‘-""-‘tZTﬂilSEi-':kritqn
- 4 i r noffninzselos verwichkeltle g
tion immer neuer

eben £0 wenig.
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Deriber, dass ihnen und nicht uns anderen die Beweislast zu-
fE11t, sind sich die Vertreter der besprochenen Ansicht anschei-
nend im Klaren, kgen gie also zusehen, dass ihnen ihr Plan ge-
lingt! Mbgen sie es iiber allen Zweifel sicherstel len, dass nicht
etwa menschliche Sohwiche die Ursache dafiir iet, dass wir auch im
Gebiete der Mathematik vor unlisbaren Rétseln stehen, sondern dass
das Denken selbet schon das bewirken mugs, genauer gesagt, dass

aus den Regeln des Zshlenrechnens die grundsiitzliche Unentscheid-

barkeit irgend einer bestimmt gegebenen Alternative Ja - Nein ge-

folgert werden muss, und dass diese Regeln sich auch nicht so er-
ginzen lassen, dass eine solche Folgerung sufgehoben werden miisste,
DBis das auf vbllig einwandfreie Art geleistet sein wird,
werden wir die herktmmliche Mathematik, mag sie auch noch so viele
lkiingel haben, nicht {iber den Haufen zu werfen brauchen, Wir werden
also, nach einer gelegentlichen Bemerkung von F, H a u s d o r ff,
fortfahren, eine Funktion f{x) als wohldefiniert anzusehen, wvon
der gesagt ist, dess sie fur alle rationalen x den Wert Eins
und fiir die Ubrigen den Wert Null haben soll, auch wenn wir viel-
leicht niemals erfahren werden, welchen Wert sie flir das Argument
X = 3[1E1 haben mag; und wir werden uns darin nicht stlren lassen,
wenn wir soger bemerken milssen, dass es bathematiker gibt, die
nicht zu wissen behaupten, was eine irrationale Zahl ist,
verkwirdig ist Ubrigems, dess die besprochene insicht von
der Methematik ale die bescheidemere hingestellt werden konnte,
let es denn nicht beschelidener, zuzugeben; "Wir kinnen das nicht",
alg die blosse Denkmbglichkeil "Lg geht Uberhaupt nicht" zum Leit-
gatz eines Umsturzprogremms zu machent

Im Grunde steckt in dem allem dieselbe Uberschiitzung der

Rede war, und zwar auch hier

Logik, von der im Texte die

reinen
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i e 3 1 JE i 1 3 | e 5, 3 -
der Logilk im Gegensatz zur praktischen Vernunft. Dass man iiber

die Intscheidbarkeit einer unentschiedenen Alternative nicht ent-
scheiden kenn, ist ein zu schwaches Argument, um lﬂL;aLﬂxlaﬁ AUB~-
einandersetzungen und namentlich eine Abweichung von dem Grund-
satz des Quiete non mopere zu recutfertigen.

Sollte den besprochenen Forderunsen nachgezeben werden,so

wiirde man alle auf Ja und Nein gestellte Fragen in drei Klassen
unterbringen migsen;
1, Solche, die entschieden eind.
11, Solche, die entscheidbar, aber tatsichlich nicht ent-
schieden sind.
111, Solche, die unentschieden gind, und zZwar auch fur die
mehrfach genannten fiktiven Wesen,

Und zwigchen den Klasgen 1I und 111 wurde man wieder nichl zu

.

unterscheiden wissen. Worauf diesee Nichtwissen berunt, ist aber

doch fiir die Praxis der Forschun anz gleichgiiltig. Daher ist es
- ’ , . 2 - "

auch glpichgiiltig, ob man der sicher vorhandenen Klasse 1l die

hypothetische Klasse 11l hinzufiugen will oder nicht, ihre Zusam-

. E . - o L
menfassung zu einer einigen Klasse lelsletl de: iiegenechaft die-

;elben Dienstle,

Die gensnnten hkiathematiker haben einen Vorgédnger gehabt in

rmathematischen Herkules", L. Kronecoeker, der zuerst
Forderung der intsehneidbarkeit stark betont zu haben scheint,

Kronecker hat gelbgt viele Untersuchungen im herkommli-

o . : + 3 =
chen Stile angestellt, zulptzt wollte er aber, in einem ldealzu-
L e o

stand der athematik, doch nur rationale Zahlen gelten lassen, i
- oy lathem

Von einer Definition verlangte er, dass sie ein Kriterium liefern
1 & 4 : "

+ah g 1 er die Definiti alle R
gollte, ob ein gegebenes Ding unter die inition falle oder

nicht, Filr die QIEEETHiEﬂhEL Zahlen (Wurzeln von algebraigchen
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*leichungen mit ganzzahligen Xooffizienten, a,x 4+ ajx™'+ ...

3 ORI T R S - : . % 3
8n = V) war ein solches Kriterium nicht bekannt, algo wurden

sie abgelehnt, "Vas niitzt uns d

- gagte er zu F, L ind e -
L ann - Ihre gechtne Untersuchung tber die Zahl &7 Wozu das
Nachdenken Uber solche Probleme, wenn es doch gar keine irratio-
nale Zahlen gibt?" Seitdem ist ein Kriterium fur die algebraischen

Zehlen bekannt geworden 1); ich vermute indessen, dass

Kron-=-
@ c k er auch dagegen grundsiitzliche Linwendungen erhoben haben
wiirde,

Jbrigens ist, nach einer aingabe von &G, H e s B en b & r g,
Kronecker bereits von “:ui_L,;:];:'z r 2z naufgefordert worden,
ein nachweisber nicht zu entscheidendes Leispiel anzugeben,

In pumma, wir durfen bis auf weiteres der Ansicht bleiben,

dags die nicht iiberwundenen Schwierigkeiten der Mathematik ihre

iuelle nicht da haben, wo die sogenannten Intuitionisten sie

suchen,
a nn, (1904), in der Deutschen
'g"Wissenschaft und Hypothesas",
S.282),

GQF. Hess en b e r g, Grundibegriffe der Mengenlenre, 1908,

Kap ., XXI1.
M, P a 8 ¢ h, Die Forderung der Entscheidbarkeit, Jahras-

C Q

berbeht der Deutschen Mathematiker-Fereinigung, 27, 1918, 5.228,

———————————— -

1} H M inkows k1 [ldJ';i_. repammelte .1t}1"‘.h(lﬂ.ﬁ£ﬁ"h l.. ].L‘ll.'

8., 203,
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angendherten Berechnung bereits definierter Zeshlen, kian braue

sich dann auch nicht suf Folgen (am) cder (bm) rationaler Zahlen
.y Ty,

zu beschriénken,
Das Niherungsverfahren, dessen sich A rc himed e s

zur Derechnung der Zshl J¥ bedient hat, gehdrt bereits in diesen
dedenkenkreis, Die Bedeutung dieser geistigen Tat/ sollte in
Elementarblichern ganz anders gewiirdigt werden, als es gewdhnlich

geschieht,
Dasselbe Verfahren zur Approximation irrationaler Zshlen
Man kennt, auck

bekannt gewesen, Man

i } e EE &l (s}
rsverfahren fir ¥ 2,

g hanerun

4 # A 2%
. 3 4 : 431
3 13 b : -
T 4L 4 1 b 'ﬁ:t
jeder folgende Niaherungswert b=t § aF——3 wird nach der
3 0 L.k all Ay |
Formel
ap—=t = &n 4 bn, bn + 1 = .841 + bn
|
ies Ketten-

berechnet.

bruchs

or, 168
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l.-'--' W d } 4 1 \:R b 4 L » . i :
aicht werden behaupten kinnen, dase eie beliebig grosse end-

"Ubergahen" vermchten, und dass z,B. die Angabe,

-

ip me P Ve ol v - ; TR 1
46 Han o1t genug gedruckt lesen kann, es sei méglich, solche
Zahlen in ihre Yrimteilef zu zerlegen, wenn ein menschliches

vyermOgen gemeint gein s0llte, einfach falsch ist. Es wird ferner

:_I_,__"n;.:,_‘- . P . - v : {
“araul Lingewiegen werden kinmen, dass der Begriff einer sehr

srossen Zahl, so lange nicht weitere besti

atwas ganz llebelhaftes ist, und dase man schon

inhte i + i 5 ' . . 5
nichtis mit inm anfangen kann, whhrend der Degriff eines vollende-

ten _'I;F:I..'fli;‘f.-eu, wie der Gegamtheit aller rationalen Zahlen, und
aucn der der Gesamtheit aller rationalen und reellen irrationaden
Zehlen immerhin begtimmte riff Lo anderen in
Beziehung treten kinnen und einer alveis ihres Inhaltes in ge-
wissem Maasge zugzanglich sind. Ich eri ie berihmter itze

n g a n 4 1 4 w s o ] ( : nant al1la alo
von G, §antorY Dass nlle tionalen (un yh noch all lge-
braischen) Zahlen eine eng ilden, dile hlen deg

lLinearen Kontinuums sber nicht.

y algo vorléufig fest:

. vl wrr 1 . e ol e q " - ahi 1 f -
rebrauch von Degrifien wlie lmmer, alle, _eder
gen unvermeidlich ist, wenn man

(2) deass man durel den Gebrauch derartiger egriile eln
RE S % - 3 - o le T a~rd o~ B i | - ¥ 4}
vollendetes Unendliches bereils alse leg RETLILL AT Latie-
i1 ’ ) -~
atik anerkennt,
& s A . R 3 " * i o - il
(2) dase die Anerkennung der allgemeinen Eegriffe der rati-

onalen und reellen irrationalen Zahlen auch die Anerkennung ihrer
VALEh 4 TFa e

: . T ] Aam Aan : . i
rusammenfassung zu einem neuen pegriff, dem des linearen Hontinu

. e ink =ishen muse
ums Ilﬂt'ﬁ‘entti_’.,ﬂr?"p‘il & nact glaohn Zlienen mMmusse.

Hiermit ist, nach meiner Meinung, die Verkehrtheit aller
g | s |
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“~lnwande gegen den Begriff Hontinuum bereits volleténdig erwiesen;

ASrn woa wme b ¥ L . 2
4enn was man sonst noeh dagegen vorgehracht hat, iet geradezu

abeurd, Immerhin £0ll, um nicht auch eine nar scheinbare Liicke

Zu lessen, auch das noch betrachtet wverden, (Abschnitt VII,)

~en Gedanken, der dem auf Seite 00 hervorgehobenen Satze

Zugrunde liegt, hat man Prinzip der Permanenz formaler Gesatze

genannt, Liege formalen Gecetze bestenen, nach einer olne Heweis

verdffentlichten Gemerkung von G e u & & such noch fiir die ge-

meinen komplexen Zahlen (die der Form x 4+ i y), fir héhere kom-

plexe Zahlen (Quatepionen u.s.w,) aber nic ;
S

b e
"\_,'
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Invergion oder dem Punktkreis {?j konjugiert. Zwei Punktkreise
Kiénnen nur dann zu einander konjugiert waxism sein, wenn sie zu-
gammenfallen, Cine Inversion ist zu einem Punktkreis nur dann

konjugiert, wemn sie eine ¢hgadunu}1hle hat und diese den Punkt

de Punktkreise e ’ J - ; ;
B Junktkreises enthilt, Von zwei Inversionen, die zu einander

Konjugiert gind, gehdrt mindestens eine zu esiner Kreislinie

iehdren beide zu Kreislinien, so schneiden sich diese unter rech-

ten Winkeln,
von allen {%ﬁ - Invergionen oder Punktkreisen - die zu

einem () konjugiert sind, sagen wir, sie bilden ein Bundel, mi-

gen sie zu Kreislinien (die dann a:

ein Blundel bilden) gehiiren
oder nicht. Von ellen f%ﬁ die zu zwel verschiedanen ’Hﬁ: konju-

giert sind, sagen wir, dass gile 8in Dusch

t

el bilden. Diese Blschel

gehren also paarweise zusemmen, derart, dass die (W ) und die
f‘}], goweit sie Inversionen sgind, mit einander vertauschbar gind,
und dass die zugehBirigen Kreigse, soweit sie exigtieren, einander

senkrecht schneiden., LB -ibt zweli Arten solcher raare '_;_f_.—__l_x__\;}___ﬂ
Bischel”, Die einen sind identisch mit denen, die wir bei Gele-
genheit der Involutionen gefunden hatten, Alle Inversionen des
einen Biuschels gentren in diesem Falle zu Kreisen, das andere
enthilt Inversionen beider Arten, und ausgserdem zwei Punktkreise,
die sie trennen, und auf den Kreislinien des ersten Bluschels als
desgen ”;ggﬂ;;&gééﬁﬁ liegen., Sclcher Faare gibt e © 4, Grenz-
fi11e davon sind ¢ ¥ Ppare, unter deren Inversionen keine ohne

eide Eugchel enthalten denselben Funkt-

A

Ln%iﬁeuzlinie vorkommen,
rreiglinien eines jeden Buschels berihren einan-

» s A - o
kreisg, und @ lle

der im Punkt des Punktikreises.







Jer Einwand, dass man unmgglich alle Zahlen bilden kann,
iet schon darum gegenstandslos, weil zu einer Begriffsbildung gar
nicht gehdrt, dass man alles, was unter einen Begriff fillt,
handgreiflich vor Augen hat. Ja, wir ktmnen das Wirkliche mels-
tens Uberhaupt nicht Ubersehen. Die Eildung von Begriffen, wie

chem

:migohes Element, Vogel, Planet, Fixstern setzt nicht vorsus,

daes man alle Elemente, Vigel u.,s.w., kennt, So ist es auch nicht

ntig, dass man alle Dezimalbriiche, die es gibt, hinschreiben

kann; ihre Existenz wird dadurch nicht aus der Welt geschafft,

dass sie ung in ihrer Gesamtheit unzuginglich esind, Fer sagt:

>

"Die Summe oder das Produkt zweier Zehlen von bagtimmter De-

&

gohaffenheit igt nicht eine solche Zahl", hat die Gesamtheit

dieser Zahlen im Sinn, und es ist denn Selbstbetrug, von ihr

nicht reden zu wollen,







e

auseserdem beweisen solche Linwinde zuviel, Wir kinnen schon

die UJesamtheit der natiirlichen Zahlen nicht "ibersehen", Wir ken-
nen z.,2. die n'® Primzanl nicht, wenn n hinreichend gross ist,

s hat daher meines Erachtens auch keinen Sinn, zu verlangen,

dass ein "legitimer" Lezimalbruch durch ein "Gesetz" (eine Rech-

{Sq )

nungsvorsenrift) gegeben sein soll, demzufolge "man" seine nte

. 4

Stelle s0ll finden kdnnen */. Ein Gesetz haben wir fur

L

[

a Dezi-

3

i = > - ws s - d Al
malentwickelungen von V¥ 2, e, %, wir kinnen aber die Ziffer, die

an der nl®n gtelle stehit, bei grossen Werten von n 80 wenig an-

eben als die nt® Frimzehl, Die Definition der irrationalen

D ed ek in d'schen Schnitte setzt nun deren Existenz voraus,
die durch Angabe von Eeispielen (es genigt ein einziges Beispiel!)
bewiegen ist; dass man nur von densa red goll, die man wirklich

- [~
'zeigen kann (wie in den Fillen von y , 8. Tl) iset eine rein

m
L ]

"y

dogmatische Forderung.

Ich kann mich also H & 1 @ r niocht anschliessen, deix
: ; . L& i end 8 ’ .. M ¥ vaamthait der
in die Legitimitét solcher Degrililie wie Jesaminelt

zu erhiirten mussen glaubt, durch in dag Jja schliesslicn auch

nichts bewiesen werden kinnte =/, Lpas Hontinuum I und alle daraus
1 R R — aTT 8 3 an) —— T 3 -
abgeleiteten lontinuen sinc mathematische Begriffe wie andere.
ie gind nichts als orterklirungen, dis durch dies vVorausgegangé-
¥ = adl ddiii b o T L
. 4 Ty R Al s - suzlaich hi eiche
nen Entwickelungen logisoh gereciltierLigt URC zugielen hinrel né

ie Fedeutung, die ihre Gegensténde fir die

E
O
c*
-
-«
[
@
i~
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[
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=l
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F aben, Die Gegenstinde dieser Begriffe exigtieren,

et
m
1/]
B
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m
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=
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u ipziger Beriochte p26, €,.2
no 10 d e r, Lelpziger Del.it ' )
s Jnoni Hrinn;rn’ dage unendlich viele Fille
daran 2 "z

getz definiert werden konnen”.

514 er, 1024, B.357.

245: "Zunéchst ist
nur durch ein Ge-
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#inerlei%, ob wir uns zu ihrer Betrachtung entschliessen wollen
oder nicht. Sie haben ganz dieselbe Art von Existenz wie etwa
der allgemeine Begriff der rationalen Zahl, an dem Niemand Anetose
nimmt,

Geeignet, Verwirrung anzurichten, ist auch ein Untarschied,
den man zwigchen Aussagen hat machen wollen, in denen die Worte
glle und irgendeiner vorkommen 1}. Mir scheint der Satz:; "WVag wvon
irgend einem Element einer (existierenden, also einwandfrei defi-
nierten) lenge gilt, gilt vom allem diesen Elementen, und umge-
kehrt" gar kein Satz (kein "Prinzip") der Logik zu sein, sondern
einfach die Feststellung, dass dasselbe mit verschiedenen Jorten
ausgedruckt werden kann,

Ein Gegensr deg eigentlich-Unendlichen

11 G 1 & B
gewasen gein, Is wird ein Satz zitiert mus dem Jahre 1831, der
also lautet:
", . « BO protestiere ich . . . gegen den debrauch
einer unendlichen Grisse (Zahl) els einer vollendeten,

welcher in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das

Unendliche ist nur eine fagon de parler, indem man
seizentlioh nur von Grenzen gpricht, denen gewisee
Verhiltnisse so nahe kommen als man will, wihrend

anderen ohne Einschrénkung zu wachsen verstattet ist",

L) E

i S jche Autoren immer vo

Egn%u;inrz;hiigﬁt mehrere zugleich betrachten kinnte, un? ale
ob es da keine Unterschiede gmb?. Dies ist VﬁranlassE worden

durch den wunderbaren Satz von &, L a n tor, wonach a}I@ onti-
nuen ( "Punktkontinuen") gegenseitig-eindeutig auf einander abge-

einen terminologischen Missbrauch musge ich es betrach-
n dem Kontinuum reden, nlse
(3] 1‘

s [ et :-'..a Hmn} - h 1 i » A 4 -

: 3 “nmn dieselbe MiAchtigkeit haben). Aber diese
bildet werden kinnemn (dlf : Exoray : i -
ﬁbeIQ‘L;EH aind in der Hegel nicht stetig, und sie sind es nie-

. + 4 pimensionenzahl, Sie zerstiren gerade das
5 vei verschiedener Dimensi . g & gl
;gi?uk ;s bei dem Kontinuumbegriff ankommt. Und selbst wenn sie

¥ o A o

1913, 5,36, Has 8 @ und 8 ch ol z, 1928, E.43,
z, 1928, 5.43.
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etetig sind, gibt es noch Unterschiede, In der projektiven Geo-
metrie léeet sich eine irredes@ibele Kurve zweiter Ordnung punkt
welse und stetig auf das Kontinuum 1V bezishen, und hat sie einen
reellen Zug, so lisst sich dieser ebenso auf das XKontinuum II
beziehen, Aber derum gind doch die Kurve und ihr reeller Zug
nicht identisch mit dem einen oder snderen dieser Kontinuen,

_ Meistens richten ja solche lachlissigkeiten des Ausdrucks
in dem Zusammenhang, in dem so# stehen, keinen Schaden an, aber
NHechlédssigkeiten gind gie doch wohl,

Auf' die Sétze C an t o r's, wonach die Menge der rationa-
len Zehlen abzidhlbar ist, die Menge der (eigentlichen) Zahlen
aber nicht, bin ich hier nicht eingegangen; dieser Sachverhalt
ist allgemein bekannt, und er wird weiter hier nicht bemutzt,







im komplexen Gebiet, und zwar bei unbestimmter Dimensionenzanil)

e [ =) 1 A4 Bl . 3 ? 11 5 : )
Imer sgtellt die Theorie der truppe (Mg, Hg) den einfach-

sten Fs pin " e 3 d - .
Fall einer ganzen Reihe unter einander verwandter Theorien

as 11 a1 arn = -
aar, die sich nach mehreren Richtungen hin in's Unendliche er-

= Tr 5 3 = = & - -
strecken, und zu den wichtigsten der Geometrie {iberhaupt gehiren

Wie aus den Bem erkungen am des vorigen Abschnittes her-

v e 71 dai = y . % nE . i P 3
vorgeht. Zu diesen Theorien gehsrt auch die projektive Geometrie

1)

C. S egre, n nuove campo di récerche zeometriche

o e ]

Euxnnxn<xu&imxxnl; R. Accademia ﬂéWlp Scienze ai Torino, VXXV,
1889: und J. H. C o 01 i d g e, ihe “WLﬁl%‘_:E_EEﬂ_

|Qqain 1924, Siehe auch des uﬂ:P“P ﬂrF‘:EDLE_rlﬁ ier

1903, die methodisch Jfrhjﬂit. uﬂtﬁ?iu‘ﬂdn;

ren des "gewShnlichen HRaumes enthidlt,
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Sek : : o Ao :
nr verbreitet scheint dieser Gedanke auch jetzt noch

nicht zu sein, so

S0 besitzen wir noch kein Lehrbuch, das ahl-

Py

begrifsf i
griff sus die Hicht-Euklidische Geometrie gs¥ystematisch ent-

wickelt 1)

o

r vielmehr die be

Cde i SEer
die herkimmlicher Weige m
werden, Eg sind das die sphé
die pseudosphérische und

sziplinen konnen.nach einem

chenen Grundsatz, Hsvh emégs durch gewisse ;ru;;
"1‘:1!15i'01“t1‘3ti3m=11 finiert we den; und zwar die

nterg ruppen der

de
1spaiobﬁh rische Geometrie
-I

pe der kon-
formen Transformationen (im 9

Dimensionen durch
Kreisverwandt-
olische Geometrie
n + 1 homogenen

Untergruppen der M 6 b i u s'sec
schaften, vgl. 5.00), die ellipti
tio

£

durch untergrunpen der Kollinea
Verdnderlichen

Diese Begriffsbildungen haben
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1)

R

neue Gebilde hinzu, zu deren Detrachtung die Geometrie "im Heellen!
nur sehr mitt&lba'ﬁ"u'er::nlu,asuna gibt, So lédset sich allee, was
im Heupttexte iiber nullteilige und einteilige Kreise gesagt wor-
den ist, auf eine unbestimmte Dimensionenzahl z n ibertragen,
Diesen Fortschritt verdankt man dem italienischen Mathematiker
Ce 8 egroae 1). Demit héngt noch miukt vieles zusammen, von dem
hier nicht die Rede sein kamn.

Und schliesslich kommen noch alle die Gegensténde hinzu,
von denen 2zu Schluse des vorigen Abschnittes die Rede gewesen
ist. In ellen diesen Fillen hat man es mit geschichteten Gruppen

zu tun, deren Heuptschicht einfach ist, mit alleiniger Ausnahme

=

s t—————

ii rehe B iche !"ﬂ?‘. della R, Accademia
] §#) ricerche geometriche,
_'________,___.LIDVQ campo Gl..—..————-"" ‘g 7 RO
."'_Ii_n :niﬂnc'ﬂ .-:i »Urino' . _:-\I.| 1\.1-.:-. : o 1‘; e
B Ll oolidga®e, The Geometry of the Complex Lomaln

1924.
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cunschet die, dags die Dimensionenzshl 3 nur in Bezug suf

ihren Zusammenhang mit der physischen Welt einen Vorrang von

anderan *imﬁnniaﬁqza:pl en _ht-*_t i

Jm des gensnnten Umstandes willen wird die Geometrie in ge-
wissen Riumen von drei Dimensionen immer eine Vorzugestellung be-
walhren, Le ist aber grundsitzlich wichtig, im Klaren dariiber zu
sein, dass dieser Vorrang einer einzelnen Dimensionenzahl nicht

mit Mitteln der Mathematik motifiert werden kann 1),

Line weitere Folgerung ist, dees die auch in der neuesten

Lieratur noch vielfach bemerkenswerte Abneigung gegen "dag Imegi-

niire" plg ungerechtfertigt zu betrachten ist.

Eleiben wir der Kirze halber bei dem angefilnrten Leisplel,
in dem der"Punkt" definiert ist durch vier Verhidltnisgrissen
X, ¢ X1 I Xg @ X3 ,

g0 erhalten wir, fur den zu betrachtenden "Raum" die Dimensionen-

zahl 3, wenn wir mit dem Zeichen x, den Degriff reeller Zahlen

verbinden, und die Dimensgionenzahl 6, wenn wir darunter gewbihn-

liche komplexe Zehlen verstehen, Is zeigt sich nun zunfchst, dasse

"

F.1

die Degriffe Punkt, Gerade, Ebene, sich fir die projektive Geo-

metrie im komplexen Gebiet geradeso, d.h, durch Formeln gleicher

Struktur, definieren lessen, wie im Reellen. Und auch die Irans-

formationsgleichungen

Al s Eup Ko+ [ T hatk ¢ Sy
(k = 0, 1, 2, 3), durch die die "projektiven" Eigenschaften geo-
metrischer Figuren definiert werden, haben fir reelle wie komple-

xe Verfinderliche die gleiche Form, Die Folge hiervon ist - wie

- Philosoph, P. N a t o r p, hat einen verun-
Ein idealistischer = » Bo
glickten Versuch gemacht, das Gegenteil darzutun,
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hekasnnt e } £
bekannt « dsgs zahlloge Sitze 4

lar gewthnlichen projektiven
Geometrie sick waita : ) .o d .
: 1 Bich ohne weiteres auf das komplexe Gebiet ausdehnen

-1|.|l.' EETE . 3 & y § -
lassen; Wir haben hier wie dort in logischer Hinsicht gleiche

[SE SRS TR P T T p . 13| i
otrukturen, Natirlich miissen d:

B

auch die Definitionen und Be-
else S0 angelegt werden, dass sie bei {bergeng vom komplexen
tebiet ihre Struktur behalten: Ein Grundsatz ragen den vielldl-
tig verstossen wird,

Wichtiger noch ales dieger methodische Gepichtspunkt ist

wohl

Gebiet des rational-konstruierbar

erweist sich ein grosser Teil der Geometrie im

Gebiet alg sehr viel einfacher als das Entsprechende im TNeellen.

Diees gilt ingbesondere von allem dem, was aul dem Fundamen-—

talgatz der Alpebra beruht: Hur im komplexen Gebiet gilt die ein-
. - - . h, D “-' "
fache Formulierung des (verallgemeinerten] zZ & 2 t'schen

gatzes, Zum Beispiel haben im Reellen zwel verschiedene irre-

)

uzibele reelle Kurven £2.0rdnung bei ilblicher

(=¥

plizititen keinen Punkt pder zwel oder vier Punkte mit einander

zemein. Im Ganzen (im komplexen Gebiet) haben sie aber immer vier

Punkte gemein, BEs ergibt sich wieder ein methodisgcher Gesichts-

punkt: Zuerst S&tze aus der Gecmetrie des komplexen Gebietes abzu-

leiten und dann erst zu den (oft sehr viel unzuginglicheren)

Besonderheiten lberzugenen, die sick btei den spezielleren reellen

Fipuren zZeigen.

| 5 ; -

atiirlich eber ist die Geo netrie im komplexen Gebiet weit

reicher. entesprechend der héheren Dimensionenzahl, Der italieni-
Ire H P wdd x

Dedeutung der nsuen

sohe Methematiker S @ g T e nat zuer Ci€ SUIE

[+ ]
i
L2
prs

Ck
[
-

\wapestellungen erkeunt, die eich hieraus ergeben 1), Hiervon abex

. o Uy BRG¥F campo di ricerche geometriche, Atti della
- » . L

o Tor Bd .25, 16689, J.C 0 o-
- . cca.demia dells Scienee di Torino, 29,4 *
{‘*12 é e, The geometry of the Complex Domain, 1924,







las

gen gie ; & . — . ey -
h Anwendungen machen, die auch in den Gesichtskreis sol-

cher Ge : ; . 5 -
ometer fallen, die durchaus bei dem "Rellen"™ stehen bleiben

wollen, Im G et .
« lm Grunde gehdrt zmham sogar schon die Geometrie der
Mdbiai 1 X i : : :

U s'schen Kreisverwandtschaften hierher (S.00), die ihren
Inhzlte

nach mit der Geometrie im komplexen Gebiet einer Geraden

zusammenf' 1 s : - Lo =
sammenfdllt, und sich nur einer anderen Sprache bedient. Ebenso

lassen sich alle Lehrsidtze der ebenen projektiven Geometrie im
kompleden Gebiet reell deuten im gewihnlichen Rezume, wiederffiTei-

ner projektiven Geometrie (nun der gewthnlichen von drei Dimensio-

nen), und zwar liickenlos und auf ganz einfache Art 1), in Stelle

.
= 1 . 5 2 2
der komplexen Punkte und der Geraden der ebenen Geometrie treten

W % 3 .
iabei Segmente ( "erster" und "zweiter

chen Raumes deuten. An Stelle der gensnnten Segmente von Geraden

treten dann Lagen eines starren Korpers,Sommesm , im reellen Ge-

biet eines hyperbolischen Raumes (wiederum des Inneren etwa einer

B e
Kugelfléche).

Diese Gedanken liegen des Verfassers Buch seometrie der
Dyvnemen zu Grunde(1903), und ebenso einem Aufsatz Grundlagen und
7iele der analytischen Kinematik (Sitzungsberichte der Berliner
Veinemstischen Gesellschaft 1913). lur werden in diesen Schriften
in der Hauptsache nicht die im Texte sngedeuteten Lehrsétze und
ihre unmittelbaren Folgerungen abgehandelt, sondern Grenzfélle von
ihnen, die dem Gedankenkreis der Euklidischen Geometrie angehiren

oder gich ihm snschliessen, iibrigens aber weniger einfach sind,

(=]

e

Siehe Aufsétze {iber Nicht-Buklidische und Liniengeometrie, im
Jahresbericht der DEEYSChEn iatﬂemﬁtlher—VEreln}gupﬁ‘ Bd .11, 19
besonders Lehrsatz 111, und rortﬂetgupg davon, Bd.XV, 1906, Die
Ewweise, die {ibrigens keineswegs schwierig sind, sind in st
Arbeiten unterdriickt.

0:

-1
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Alles dieses, und noeh vieles andere, muss denen entgehen,

die vom “"Imagindren" in der Geometrie nichts wissen wollen, Dshin

gehdrt vor dllem der beriihmte Satz von S. L i e, wonach zwischen

. 1
der projektiven Geometrie des "gewshnlichen" Raumes und der Kugel-
geometrie ein gegenseitiges-eindeutiger Zusammenhang besteht,

Lie selbst hatte diesen Satz unrichtig abgefasst, und
ebenso auch F, K1 e i n, (Siehe dariiber die Kritik im "Jahres-
bericht", Bd.25, 1916), Wegen des wirklichen Sachverhalts, der
Ubrigens ganz einfach ist, siehe Math, Annalen, Bénde 86 = 91,
1922 ~ 1924, besonders Lehrsatz XXXI, mit Erléuterungen (Bd.91
S.111), ferner Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der
Wissenschaften, 1926, Der letzte Aufsatz enthilt eine sehr ver-
einfachte Behandlung der algebraischen Seite des Gegenstandes

Verzichtet man auch in diesem Falle auf eine systematische
Betrachtung imaginiirer Figuren, so bleibt eine vage Analogie
iibrig, die eine ganz ungeniigende Einsicht in den wirklichen Sach-

verhalt gibt, Schliesslich wird, in Bezug auf Geometrie, noch ein

letzter Hauptpunkt anzumerken sein.

]

Geometrische Schriften, besonders dltere Werke, die sich

L

auf die erwihnte "Geometrie der Lage" beziehen, wird angeflllt

mit Lehrsitzen gualitativer Art., Z. B. wird eine Kurve z,Ordnung

"erzeugt" durch zwel prgjghtiv auf einander bezogene Bilischel ge-

=

m

rader Linien, Daraus erhilt man, ohne jede Rechnung, den beruhm-
ten Satz von P a s ¢ 01 und anderes., Von Zahlenwerten ist in
solchen Werken gar nicht die Rede, Sie treten aber von selbst
auf, und werden aus keinem anderen Grunde bei Seite gelassen als
dem, dass sie der ngynthetischen" (konstruktiven) Behandlung
schwer zugidnglieh gind. Man kspriziert sich auf eine bestimmte

ol |

: T . " r A . 1 he L ras Nal
will susserdem 1n Worten bequem darstellbare S&tze haben,

Methode,

und schiebt alles weg, wag die Methode nicht leicht oder gar nichi
Lild i ~ -

liefern will.

zum Beispiel bestimmen schon vier reelle auf einer Geraden
AR et =y 1.ini di i i i mn
punkte einer geraden Linie, die in eine bestimmte

0

elegene
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P o -l
o ihenfolge gesetzt sind, eine Zahl, ihr Doppelverhiltnis. Dieses
st . pnﬂ einen Wert hahen Z B iT oder auch M. Ist dieser

;Prt eine ritlﬁﬂ&x Zahl, so lédsst ®r sich durch rational-ausfiihr
Q?EEQ'OHQF ktionen ermlttpln aber fast immer nur auf eine

usserst verwickelte Art, wihrend die analytische Methode ihnm
ganz unmittelbar 119¢Ert 1

™

K

. E.Chr.v.staudt (1798 - 1867), der Schipfer der
'‘deometrie der Lage", den man mit Recht einen modernen Buklid
:enannt hat, hat diese Schwierigkeit durch scharfsinnige Uberle-
gungen lerHWndPh. Aber gerade das, was der konstruktiven ilethode
1hrP besondere Schinmheit und, in einfacheren Dingen, auch Uber-
legenheit verleiht, musste dabei verloren gehen, So hat denn die-
ser hervorragende deutgche Mathematiker, einer der wenigen Schi-

r von G aus s, keine sonderlich bemerkenswerte HazJJUWJe
gefunden, und im Ausland ist er fast unbekannt geblieben 1)
Auch die Schwierigkeiten, die das Imaginire gerade der syntheti-

schen Methode bieten musste, hat v. Staudt {iberwunden,
Es versteht sich wohl, dass hier nicht von vielen Einzel-
heiten des Rede sein kann., Ich mtchte nur hervorheben;

In Worten beguem ausdriickbare Sitze der Gegmetrie bedeuten,

so wertvoll, ja unentbehrlich sie wvielfach gind, doch immer nur

mehr oder minder subjektiv-umgrenzte Ausschnitte sus dem ungemein
viel reicheren Tatbestand von Algebra und Analysig, Gegen eine
susschliessliche Verwendung dee begrifflichen Denkens, 1m Gegen-—
gatz zum rechnenden Verfghren, ist ausserdem einzuwenden, dage

es dem ersten an wirksemen Kontrollen kmg gebricht; Sabhe Hon-

rollen erscheinen als sehr noti angesichts der vielen Fehl
rollen

"_nl

von denen die geometrische Literatur voll ist,

1itlich Abneigung gegen
er Bevorzugung eines

LIk 82

Dace perstnliche Neigungen oder eiger
des vermeintlich lang WPllln Rechnen bei d

begrifflichen, durch ";nschauun-" unterstiitzten Denkens eine gros

ge Holle sylplpn, kann durch historische Beispiele grfieaeh Wer-—
den, Ich denke hier besonders an J & C 0 b S§teiner, der
utOﬂldaht war und keine geniigende Schulung in Algebra und Ana-
lysis besass., geinem Genie gelang, unter snder em, jene wunder-—

bere. seitdem vielfach hPtPr'wvutP Losung des M iAlfat tit
S:“Pﬁ problems, die seinen Nemen trédgt, und iibrigens auch heute

_—

L

L a5 il o T.aiati - Q 1 d e
ciehe jedoch die gechbne Wirdigung der %Els”fnb V. S t.a udts
von - G wel in den aﬂrqandlunq des f4nftw? Kongresses
L ¥ i s i | o B ¢
gn Huﬂ§;n9v1%cuan Methematiker in uﬂis1nbfors 1922), 1923,
L'{ ol M, No e th er, Zur Erinnerung an K. C h r. v.
51, au ”

St'a u 4 %, 1961,
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1)

noch in algedraischer Hingicht nicht geniigend durchdacht ist 1),
Die Unentbehrlichkeit rechnender Kontrollem wird sbenfallg durch
das Beispiel S t e i n @ r's und vetler snderer bewiesen, die
Fehler hitten vermeiden kmmen, wenn ihnen die Methoden der Alge-
bra gelédufiger gewesen wiren, ;

Ein Beiepiel fir die Unentbehrlichkeit der slgebraischen
Eetrachtungsweise bildet die Unterscheidung, die wir durch die
Wworte Links und Rechts und damit zusammenhingende Worte zum Aus-

druck bringen. Diese Unterscheidung existiert in der projektiven
deometrie nur im reellen Gebiete, und zwar nur in Riumen von

1, 3, 5 ... Dimensionen, Le handelt sich dabei ohne allen Zweifel
un einen wichtigen Tatsachenkomplex. Dieser fehlt

I | pufhebung einer un-
] t i'sche Problem hat, nach Authe g ei
Das Ml SR T inku 32 Lo en, die durch die
S i - rinkun, 2 LYsungen, rok
garechtfgrt}gtgﬁ éiﬁggehéas ?%ﬂblems einfach~transitiv vertauscht
< &dl 4 }iggic,}z'"uppa igt holomorph zu der des Appolonischen Prob-
werden, Dlese | :

lems.
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Honstruktionen:







Dieser wunderbare Satz A r o nh o 1 d's erscheint mir
ir als einem (trunde bemerkenswert: Die 7 Gersden kénnen, mit
gewissen Besohrinkungen, willliirlich angenommen werden, und si
liefern dann mit den 21 lbrigen das Doppeltangentensystem eine
nicht spezialisierten Kurve vierter Ordnung 1), Sodann stellt
eben dieser Satz

Og
&G

aber auch die Beschriénkung lebhaf't vor Augen,

aus

L

unsg

aie unserem Kongstruktionsbereich snhaftet, Gibe es nEmlich nichts

als Ketten linearer Konstruktionen, (rational-ausfiinrbare Kons

- LY » - -~ " 2 3
tionen), so dirften wir von Kurven vierter Ordnung nicht einma

truk

1

reden, Dies ist, wie wir noch sehen werden, ein ganz wichtiger
Gegichtspunkt, Und dritteng hétte A r o n h ol d seinen Satz
schwerlich finden kénnen, wenn ihm die Theorie der Abel'schen
Funktionen nicht geléufig gewegen wiire, Wir gehen also, an diesem
Beigpiel, wie wenig es dem Fortschritt diemlich igt, gich auf
eine bestimmte Methodik oder einen einzelnen Operationsberasich

zu kaprizieren und nicht nach links und rechits zu sgehen.

Wie man nun von den linearen Fongt: anderen
fortschreiten kann, will ich nicht an dem beispiel der projekti-
ven Geometrie, sondern an einem anderen auseinandersetzen, das
g0 gut wie ganz unbekannt geblieben ist, wiewohl es nun schon
seit mehr als dreigsig Jahren in der Literatur vorliegt,

#in fernen Zeiten und léngst entechwundenen Vergangenheiten

1y

116

o

ren die Hilfsmittel des Geometers ohne Zweifel augschliesglich

Lineal und 7irkel, Die Gerade und der Kreig, der von seinem

i

et
e

heint oine geniigende Untersuchung noch nicht vorzu-
enfalls diirfen keine drei der wieben Geraden durch

1L &

liegen. v ed

O -

1 yeometrie Landmesgulg nieht nur hiegs, sondern auch war, wa

punkt gehen und keine sechs eine Kurve Z,Klessse berilhren,
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Wiittelpunkt aus konstruiert wird, sind deher die wichtigsten

Flguren der ebenen Geometrie

=

noch bei Eu k1 i d, und sie

das Interesse derer

=

, die fiir Geometrie Versténdnis hatten, g

fesselt bis auf den

Majfcheron i's, die, wie ganz neuerdings bekannt gewo

ist

s Schon 125 Jahre friilher ein dénischer Geometer M o h r

W . B LIS . . . )
funden hatte, bilden eine spite Nachlese 1)

Es fehlten nun den Alten, und such noch in neurer Zeit
solchen, die den antiken Gedankenkreis zu erweitern bestrebt

waren, die modermen Begriffe

L™
eiuiétn, und es fehlen so zle

—r

mation und Gruppe mrwxriktrrm be

iiberall auch heute noch weitere Gedanken, die sich aus elner

Anwendung der genannten Begriffsbildungen auf die Geometrie

Pt

{reige ergeben,

Wir erinnern den lLeser an das Kontinuum IV, in dem die
: ™) 3 _— . 1 . " = v+ =
reellen Punkte einer Ebene durch Zufiigung eines "unelgeni L&Y

Punktes" {unseres "Punktes" oo ) erginzt mimk sind ind

zucentrigen Transformationen, die wir auch schon angegeben he

) R S M e s
und die eine aus Zwel schichten ', und Hs bestehende Gruppe

- Twi .azeichnet hier die Zahl d wesentlichen Pa
den. Der Index 8 bezeichnet hier die Zahl der wesentlic i

.

meter der beiden Schaaren von Transformationen

mationen), von denen die zu 6 gehdrigen fiir sich schon eine G

(invariante Untergruppe der Gruppel' 5, Hg), und zwar eine konti-
4 7 4 = ? off -

: o1iche Grupl sin einziges Kontinuum) bilden,
nuierliche Gruppe (ein einziges ontin

pie geschichtete (nach L i

o

0, 1797, G eorg Mohr
einem Vorwort wvon *is 1

o M R o L = ao8

chen Ubersetzung von J. Pal, 1928,

1 heutigen Tag. Die beriihmten Konstruktionen

die wir durch die Worte Transfor-

i L e
“ . oo I

haben

—_

raen

g =

=

mlich

der

for-







het nun die Eigenschaft Kreiglinien uné gerade Linien unter ein-

ander zu vertauschen fl-i'lllt aher alot ~ n die Gernden unter

goer auch clion dl

P | = % > 2
@lnender), Vir werden also, wenn wir unserem Jegenstand gerecht

werden wollen, den Begriff Kreig anders fessen miissen als es in

der Elementargeometrie he

mmlich ist;
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Caid \f
celle QU angegzeben

e, S

worden, Zu dieser Gruppe (i H, ) gehért

das Punktkontimuum IV; oder, nech Ausfiirung der

oder, nach Ausil einer

Umkehrung

- 4 i A i - £ .4 2 8 i i ] :
gster EUb1.-A}lJlth' 'JEJ.F?:L i :_‘Uv-".’z'.tll:‘I. " E ) dsas ;_l_'l"_'}tlll',l'-,','_'_ aer I l"nlll“.‘n
Punkte einer Kugel, etwa

i,”+1-l‘*+§"- A

ler Inbegriff aller Gersden ist eine nicht invariante

A)

Figur, wohl aber ist es der Inbegriff sller Kreislinien, wenn
wir die Geraden zu ihnen rechnen (sie algo nicht lediglich als

Grenzfalle von Kreisen, sondern aleg "Kreise" bezeichnen, die den

Punkt ® enthelten); Auf der Kugel haben wir es, statt mit Krei-
sen nach elementarem Fegriff und Geraden, nur mit Kreigen tun,
Ferner ist der Mittelpunkt eines Kreiges, der dem Punkt eo nicht
enthilt, mit diesge reis ni i ri rbunden, Wollen wir
algo mit invarianten Honstruktionen arbeiten 2. mit lechen,

dfe ‘eder M 8 i el A1 raneformat I itgenoomern wer-
dle VoL Jeder Mo D1l ue'scaen ranegl ol 101 nomme I

3y

den), so werden wir den Zirkel nicht benutzen diirfen,

Erinnert sei noch an die bekennte Tatsache, dass die

M & bius'schen Trensformationen die einzigen Funkttrensforma-
tiopen in der G a u & e'schen Ebene oder euf unserer Kugelfliche

% . ] =y e s 4 5 Y] \
gind, denen, ohne Ausnshme, alle Winkel erhalten bleiben ([g)
" rer oy
oder ]'W'IL'ERH]:'L]‘“[ weraen \(da).

Mit unserer Gruppe eind nun Konstruktionsbereiche

fe e = » (Y A48 Rat timmung d : vierte
invariant verbunden, deren engster (A) cdle Lesllmmung des vierten
3 i . wavr]aro fed A4 i "

harmonischen Punktes zu drel gegebenen verlangt (Cishe die Figur

ia drei gezeichneten Kreise schneiden sich untar rechten

=z 1

Wit dieser Honstruktion lasegen sich

bereits einige einfache Aufgaben ldsen,

und zwar in invarianter Form: "ian sol}
2
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wenn zw P .
nn zwei Punktpaare a, a' und b, b' einer (M & b i u s'schen)

Involution gegeben sind, zu einem beliebigen weiteren Punkt ¢ den
zugeordneten o' finden", (Iie folgende Figur 4 zeigt nur die lage
der drei Punktpaare, nicht such die zugehtrige Konstruktion).
Ferner: "Ls Eéien zweimal drei Punkte
a, b, ¢ und &', b', ¢' gegaeben, Man
§01l1 die Transformation der Gruppe

finden, die a, b, ¢ der Heihe nach in

. |
in a', b', o JLEr?tht”lf.

Dies sind "lineare" Konstruktionem, das heisst, sie erfor-

dern, bei algebraischer Eehandlung, nur die Aufldsung linearer

dleichungen, Verlangt man dagegen die beiden Doppelpunkte

e e

\ \ H i 1 ‘ B rl " "
1) Vgl. H. W1 e R Begchrinkung der Aufgabe ist nebensichlich,

Eine dort vorkommende
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uch nur Inversionen zepeben seir fir werden pagen, dass drei

Inversionen demselben Bilschel engehtren. wenn sie mit zwei (ver-

schiedenen) Invergionen ve

rtaugchbar sgind. Gehiren Kreislinien

Zu aen inversionen, so liegen diese in einem Bligchel,
le 201l die Bedinguncs angegeben werden, unter der drei

Kreiglinien (oder drei Invergionen) einem Biischel angehdren,

Es gollen zwei Biischel von Inversionen zum ESchnitt gebracht

werden; da2s heigst, es go0ll die
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A as N & A - e
Auf' des Formali®ren gelbtst setzt K, die grissten Hoffnun-

5 4 e

Len .,

"in Stelle der inheltlichen mathematischen Wissenschaft,
welche durch die gewthnliche Sprache mitgeteilt wird, erhalten
wir (unter ungeheuerlicher Geanspruchung des Wesens = |) einen
Bestend von Formeln mit methematischen und logischen Zeichen,
welche sich nach bestimmten Regeln aneinanderreihen, ¥ Das suf die
Sache gerichtete Denken, auf dem noch jeder Fortschritt der wWie-
senschaft beruht hat, - auch im Rechnungswerk der Mathematik -
£011, unter Ausschaltung eben dieses "eigentlichen" Denkens, dural
durch ein mechanisches Verfahren erginzt werden, das symbolische
Verfahren des Logikkalkiils, des sich bis jetzt als vbllig unbrauel

bar erwiesen hat 1), Unter anderem werden die Behsuptungen des

Intuitionismus, "so bescheiden

e ————————— S — e cp— e |
‘ , litarbeiter P, B e r n a y s sagt sogar (J. E.
1) Hil berxr t's mltabb?Lt Er.Barnsyh Mg ogar,
‘ Yoy Deutschen Mathematiker-Verelnigulig, oH.o-, Lr£' astLt L
aeyr LUel ‘:' LTS8 & '_. A s o¥ - eln Lelchen zTu rachter Z siach
o Bepriffe fehlen, da stellt el 20

‘4o LRRLSSS T deg methodische pPrinzip der Hilbert'schen Theorie,”
™ Y a IC Q& Lt S r -4 -
ein, Ules AF @ pen. nicht einen begeisterten Jinger, sondern

B Thig et 4 =

uan kbnnte gle s e it
»?:pu jegener Hilberts vor EiCh faben.
y 1L iy T e







(Logische Untersuchungsm I, £,252),
it dem Gesagten dirfte die aufgestellte Theorie hinreichend
begrindet sein.

Eine Folgerung eus ihr ist, dass Mathematik, zum Unterechie
de von den spogenannten latsachenwissenschaften, ohne Riickesicht
auf irgend etwes mnderes betrieben werden kann - wie es tat-
gichlich geschieht, Ob das unbedingt wiinschenswert ist, ist na-
tirlich eine ganz andere Frage. Die Gefahr der Einseitigkeit und
gscholastischen Verknidcherung ist fiir den Mathematiker besonders
gross.

-

g erheben sich nun noch eine Menge von Fragen, die durch-

=

=

acht sein wollen und beantwortel werden missen, wenn uns der
ausgesprochene Jedanke wirklich vertraut werden soll. Desonders
gilt das von der Geometrie,

Die Geometrie enthiédlt viele Sétze qualitativer Art., Wie
reimt gich das mit dem Gesagten zusammen? £ind nicht die arithme-
tischen Definitionen der verschiedenen Arten von Geometrie ge-
kiinstelte Gebilde? Wie kann masn von der Zahlenlehre aus auf sie

kommen? War nicht die Geometrie der Griechen awsh eiwe
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Und des zugehOrigen Intuitionismueg - auf Zinzelheiten kommt es

In der Netaphysik von A p e 1 t (1857), einem Kommentator

Kante, " rie a'scher Schule'

m

t zu lesen, die gesamte
Fhilesophie sei in den drei Worten Gott, Freiheit, Unsterblichkeit
begchlogsen, Irei Scheinproblame, hervor en durch giéntliches

o

Missverstehen der Aufgabe der Erkenntnistheorie. Und ein solches

Scheinproblem, das einer verfehlten Zinstellung entspringt, ist
auch das "grosse Problem" D e ¢ k e r s, s ist unldsbar: Hat die
Methematik wirklich ihre ganze Existenz in menschlichem Cenken,
denn wird es auf keine Weise miglich sein, sich ohne Kinsteleien
ind Denkfehler mit dem Vorkommen wvon Mathemstigchem in der Natur
ebzufinden, Ich erblicke elso in diesem Ergebnis eine Bestitigung
der in den Abschnittem I - V vorgetragenen Auffagsung der ilathe-

matik, wie ich mir nicht besser wiinschen kann.
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